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Die Abweichungen dieser Ausgabe von den 
ersten Drucken.!) 


IL. 


Beim ersten Drucke stehen die Figuren 
im Texte und sind nicht numeriert; die 
jetzigen Nummern sind die des Wieder- 
abdrucks Crelle 70, wo die Figuren auf 
einer besonderen Tafel vereinigt sind. 

Wo nichts besonderes bemerkt ist, 
stimmt der Wiederabdruck im Crelle mit 
dem ersten Drucke überein. 


S.3, 2.14 (8, Z.3): „Variabelen‘; 
Crelle 70, S. 346, 2.6: „Variabeln‘“. 

S.3, 2.20 (3, 2.8): „gleich O sind“. 

8.3, 29 vw (8, 219): „gegen 
Süd“. Crelle 
bessert. 


8.4, Z.1f. (8, 2.19): „die Null- | 
| das erste 


streife“‘, so im folgenden immer. Im 
Crelle verbessert. 

8.4, 2.8 (3, 2.8 v.u.): „lineäre“. 

S.4, 2.7—4 v.u. Zugesetzt nach 
Crelle 70, S. 347, 2.8—4 v. u. 

S.4, 2.3 v.u. (4, Z.1 v.u.): „der 
Kürze willen‘. So auch später. 

S.4,2.15f. (4, 2.2): „der I-Gerade‘‘, 
Crelle 70, S. 347, Z.10 verbessert. 

S.4, 2.17f. (4, Z.4f.): „horizontale 
Trace“. Crelle 70, 8.347, Z.12 ver- 
bessert. Dort ist auch: (Fig. 1) zuge- 
setzt. 

S.4, 2.20 (4, Z.6f.): „Geraden“. 
Crelle 70, S. 347, Z.13 verbessert. 

S.4, Z.1 v.u. Zugesetzt nach Crelle 
70, 8. 347, 2.1v.u. 


S.4, 2.23 (4, 2.10): „Distance“, 
Crelle 70, S. 347, Z. 15 verbessert. 

S.5, 2.7 (4, 2.20): „Koordinatenan- 
fang zu der Nullinie“, Crelle a.a.O., 
2.10 v. u. verbessert, doch fehlt ‚„bis‘‘. 

S.5, 2.13 (4, Z. 23) „bezeichnet folg- 
lich“. 

S.5, 2.16 (4, 2.25): ‚definieren 


\ folglich“. 


8.5, 21% 4 2.26): ‚der LGe 


rade‘; Crelle 70, 8.348, 2.8 ver- 
bessert. 
S.5, 2.24f.: „Der ausgezeichnete 


70, 8.346, 2.16 ver | ° Nullgerade‘; zugesetzt nach Crelle 


70, S. 348, Z. 151. 
38:9. 2, 11-v.u../4, 27 vu) fchlt 
„Die“; Crelle 70, S. 348, 


ı 2.17 steht: „$ 4. I-Gerade, die“. 


Be, LI IV. U AHV: 
„BZ=X-—A, 7 und X als kon- 
stante, B und A als variable Größen“, 
Crelle 70, S. 348, Z. 18f. verbessert. 

8.5, 2.7 v.u. (4, 2.8 v.u.): „denke 


| mich“, in Crelle 70, 8.348, Z.21 ver- 


, zontalem Zirkelschnitte‘‘. 


bessert. 

S.5, 2.5 v.u. (Fig. 2) zugesetzt nach 
Crelle 70, S. 348, 2.12 v.u. 

S.6, 2.3—6 (5, 2. 10—14): „Punkte 
in Zirkel wähle, konstituieren ... hori- 
Crelle 70, 
S.348, 2.6—4 v.u.: „Punkte wählt, 
die einen Kreis bilden, Kreis- 


\ schnitte“. 


1) Die eingeklammerten Seitenzahlen beziehen sich auf den ersten Druck, 
dahinter folgt dessen Lesart. Unmittelbar ersichtliche Druck- und Sprachfehler 
sind nur in einzelnen Fällen berücksichtigt. 
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"S:65 'Z2.3—1 v.u. zugesetzt nach 
Crelle 70, 8.348, 2.3—1 v.u., wo 
aber statt S. 110 steht p. 10. 

S.6, 2.10 (5, 2.16): „Nullgeraden‘“ ; 
Crelle 70, S. 349, Z. 2 verbessert. 

S.6, 2.13 (5, 2.17): „Die zwei 
Systeme“. 

S.6, 2.17£. (5, Z.18): ‚„‚Nullgeraden 
von denjenigen‘. 

S.6, 2.22 (5, 2.21): ‚„Nullgerade 
von der I-Gerade‘‘, Crelle 70, S. 349, 
2.9: „I-Geraden“. 

8.6, 2.7 v.u. (5, 2.10 v.u.): „Dies 
ist“. 

9,1, 2,2 5, 2,6 9.0.) 186.060 


wicht‘; Crelle 70, 8.349, 2.10 v.u., 


verbessert. 

8.71,=2.9°49,..2.4:, 9.0) „die-Di 
stance der“. Crelle 70, S. 349, 2.8 v. u. 
verbessert. 

3.1.20 Dr Zt u) sBedin- 
gungen stattfinden“. 

8.7, 2.9£. (6, Z. 1£.): „ist die Gleich- 
heit in gewöhnlicher Bedeutung der 
entsprechenden Längen die eine der- 
selben‘. 

S.7, 2.13, 15 (6, 2. 5, 6): „parallele“ ; 
die Worte: ‚Die Gleichung“ sind Crelle 
S. 350, 2.1 zugefügt; „Azimuth“. 
57.217.10.:28% ‚Auch. Über 
führung anderer Begriffe von der Ebene 
zum Raume‘“. Crelle 70, S. 350, 2.4: 
„Auch die Überführung“. 

9:7,0,.19./6,..2.10%: 587. 
physik“, geändert nach Crelle 
82:300, 2:6. 

8.7, 2.21 (6, Z.11f.): „das heißt, 
als ausdrückend, daß‘; Crelle 70, 
S. 350, 2. 7£. fehlt: ‚das heißt‘. 

9.5 2.2651. (6. 2. Tot.) Algehre 
die Imaginären umfaßt, ..., plan- 
geometrischer Satz, aussprechen 
konnte‘‘, Crelle 70, S. 350, Z.12f. ver- 
bessert. 

8.2, 2.8 8. 0.08,..2: 14): „kann 
folglich enoncieren‘‘; Crelle 70, S. 350, 
2.15: ‚kann daher allgemein aus- 
sprechen‘. 


Meta- 
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8.7, 2.7 vu ( m na 
geometrischer‘‘; Crelle 70, S. 350, Z. 16 
verbessert. 

8.7, 2.4 v.u. (6, Z.20): Die Über- 
schrift: ‚Anharmonische Funktion‘ ist 
Crelle 70, 8.350, Z.14 v.u. hinzu- 
gefügt. 

8.8, 2.3 (6, 2.25): „entgegenge- 
setzten‘. 

5.8, 2.4—6 (6, 2. 26f.): „A, kon- 
zirkulär sind. ... einer Gerade sind‘; 
Crelle 70, 8. 350, 2.7—5 v.u. ver- 
bessert. 

S.8, 2.11 (6, 2.7 v.u.): „I-Gerade“, 
Crelle S. 351, Z. 1 verbessert. 

8.8.2. 141. 16,:2.4, 3 vu) „DL, 
L,, L,;, L, sind durch die I-Geraden L 
(dessen Nullgerade ich mit & bezeichne)‘‘ ; 
„daß & die“. Crelle 70, S. 8351, 2. 4f. 
verbessert, nur steht auch dort beide 
Male £ statt !, was zweifellos ein Druck- 
fehler des ersten Druckes ist. 

3.8, 4.13 v.u. (1,.2.2)2. „Zirkel- 
radıus®, Grelle 20. ».351, 2.9 ver- 
bessert. 

Se Aa A ER ER -E 
Zirkels“‘, Crelle a.a.0O. Z.10 ver- 
bessert. 

BB Dh vl, 2.01, 10): 
„Radius Vektor vom Koordinaten- 
anfange zu einem‘, „Azimuth‘“. 

BAD 0817 218, DE 
„Vier Geraden“, „beliebigen Gerade“. 
Crelle 70, 8.351, 2.16, 17 verbessert 
und (Fig. 3) hinzugefügt. Im ersten 
Drucke steht „‚$ 10“ nicht in der Über- 
schrift, sondern vor ‚‚a) Vier‘, 

S.9, 2.2 (7, 2.19): „horizontalem 
Zirkelschnitte‘‘, Crelle a. a. O. 2.20 ver- 
bessert und auf der Zeile vorher: (Fig.4) 
hinzugefügt. 

Die Figuren 3 und 4 enthalten im 
ersten Drucke überhaupt keine Buch- 
staben. In Crelle 70 fehlen bei Fig. 3 die 
Buchstaben ?,, Ag, A3, 4, und in Fig. 4 
steht £ statt I. Die Buchstaben in Fig. 3 
sind jetzt nach Fig.5a von Abh. III, 
S. 22 ergänzt. 


Abhandlung I, III 


Über den Figuren 3 und 4 steht im 
ersten Drucke ,$ 10“, 

S.9, 2.4, 7 (7, 2.20, 23): £ statt: 1. 

S.9, 2.5 (7, 2.21): „Generatrice‘. 
Crelle S. 351, Z.7 v. u. verbessert. 

8.9, 2. 11f. (7, 2.25): „Wir wissen‘, 
Crelle 70, S. 351, 2.5 v. u. verbessert. 

8.9, 2.21 (7, 2.6 v.u.): Die Überschrift 
von $11 ist nach Crelle, S. 352, 2. 1f. 
hinzugefügt. 


8.9, 2.22, 25: (Fig.5) und (Fig. 6) ist 


nach Crelle S. 352, 2.3, 6 hinzugefügt. 

Die Fig.5, 6, 7 stehen im ersten 
Drucke neben einander und darüber: 
ste 


S.9, 2.6—1 v.u. (7, 2.3—1 v.u.): | 


„den I-Zirkel 22? + X?= A,, [wo A, 


zeel st, 2 + 2 — = A, zy=0". | 


Crelle 70, S. 352, Z. 8—11 so verbessert, 
wie es jetzt gedruckt ist. 

S.10, 2.10—3 v. u.: Zugefügt nach 
Crelle 70, S. 352, 2.82 v.u. Das 
Wort: ordinary ist bei Hamilton 
gesperrt, bei Lie nicht. 

5.10,:2.2.18, 2.2): A, atatı M,>, 
was Crelle a.a. ©. Z.13 verbessert ist. 
Ebd. ist auf der Zeile vorher: (Fig. 7) 
zugefügt. 

S.10, 2.6 (8, 2.5): „dies constante“. 
Crelle a.a.O. Z.17: ‚‚diese constante‘“. 

8.30.2.7.9.1071118.2. 723.9: 


„einem Zirkel‘, „Zirkelschnitte“‘, „zwei 
Zirkel‘‘, „horizontalem Zirkelschnitte‘‘, 


Crelle S.352, Z.18, 19, 20, 20f. ver- 
bessert, nur steht da: ‚horizontalem 
Kreissschnitte‘“, 

S.10, 2.14—16 (8, 2.11): A, 
statt M,?, „dieselbe in der zy-Ebene 
in Zirkel und Gerade‘. Crelle S. 352, 
2.23: A, in M,?, Zirkel in Kreis ver- 
bessert. 

S.10, 2.18—20 (8, 2.13—15): „Es 
sei eine Homographie etabliert bei den 
Gleichungen ... Wir‘. Crelle 70, S.352, 
2.11—9 v.u. steht: ‚„Homographie 
durch die Gleichungen ... festgestellt‘“. 

S.10, 2.2v.u.: Zugefügt nach Crelle, 
S. 352, Z.1v.u. 
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S.10, 2.20 (8, 2.15): „daß Null- 
punkt Nullpunkte entspreche‘, Crelle 
70, S. 352, Z.9 v. u. verbessert. 

S.10, 2.23f. (8, 2.17f.): „U-Genera- 
trice ... wie in gewöhnlicher räum- 
lichen‘, ‚„U’-Generatrice‘‘, Crelle S. 353, 
Z. 3f. verbessert. 

S.10, 2.25£.: (Fig. 8) und: (Fig. 9) 
zugefügt nach Crelle 70, S. 353, 2. 5f. 

S.11, Z.1f. (8, Z. 23f.): „eine reelle 
Konstante. Folglich sind A,, A,, Az, 4, 
konzirkulär‘‘, Crelle S. 353, Z. 7f. ver- 
bessert, nur steht da: ‚„„Konstante‘. 

S.11, 2. 3f. (8, Z. 26£.): ‚dieselbe in 
der Grundebene in Zirkel‘, Crelle a.a.O. 
2. 9£.: „in der Grundebene in Kreise‘. 

Ss.11, 2.69 (8, Z10 v.u.): „U’- 
Kurve etabliert. Hierbei erlangt man 
eine interessante Involution‘“, Crelle 
S.353, Z.12: „U’-Kurve festgestellt‘. 

S.11, Z.1 v.u. zugefügt nach Crelle 
10, 8.959, 2.2 vu: 

S.11, 2.10—17 (8, 2.8—6 v.u.): 
„Man konnte unmittelbar ... I-Kegel- 
schnitts etabliert haben man 
nicht hierbei eine Homographie 
erlangen‘, Crelle 70, S. 353, Z. 14—16 
verbessert so, wie jetzt gedruckt, nur 
heißt es: ‚‚aufstellen können‘ und ‚nicht 
eine... erlangen“. 

S.11, 2.18—20 (8, 2.5, 4 v.u.): 
„Raum-Kurve etabliert; m und m’ 
sind ... Punkte. Die Gerade mm’ ist 
auf‘. Crelle 70, 8.358, 2.5—3 v.u. 
verbessert, wie jetzt gedruckt ist, nur 
heißt es: „aufgestellt“. 

8.11, 44,2 vu. (8 #31 vu). 
„verwandten‘‘. Diese Zeilen sind Crelle 
Bd. 70 nicht mit abgedruckt. 

Die Buchstaben in Fig. 8, 9 sind im 
Crelle zugefügt. 


III. 
Die Einteilung in die Nrn. 1—43 
ist neu. 
S.14, 2.3 (16, Z. 2): „‚plangeometri- 
scher“. 
S.14, 2.12 (16, 2.12 v.u.): „Süd'*. 
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S.14, Z.13f. (16, Z.11 v.u.): „und 
Azimuth“; „Raumgerade“, 

S.14, 2.9 v.u (16, Z1 vu): 
„Null sind“. 

8.15, 2.82. (17, 2.12): „die Null- 
streife (die ausgezeichnete Streife)‘; so 
auch später. 

S. 15, 2.8 (17, 2.15): „reel‘; so auch 
später. 

S.15, 2.13 v.u. (17, 2.13 v.u.): 
„lineäre‘; so auch später. 

8.15, 23 w.u. AT, 22 vu): 
„Kürze willen‘, so auch später. 

8.15. 26 vu 07, Zivu) „o 
Gerade“. 

9.16, 2.2.18, 2A). „die. Dr 
stance“‘; „der Nullgerade‘, beides auch 
später. 

SI dt 208 229.8 rn 
„= eine reelle Konstante‘; so auch 
später. 

8.16, 2.17,19f. (18, 2.5,3v.u.): „Aist 
folglich die“. „Nullgerade repräsentiert.“ 

EIS a mare ern 
Größe‘. 

8.17.21 (19.2 15%..54 1-.G8 
raden“. 

5.17.°.0,08 (19, 2 taee. BA 
— X — A, Z und X als konstante, D 
und A als variable Größen“. 

S.17, 2.5 (20, 2.1): „denke mich‘ ; 
so auch später. 

S.17, 2.26 (20, Z. 14) fehlt: und‘. 

8.17.27 2.0:(0, 2.14 ©n.): 
„Nullgeraden“. 

8.17.22... 0, 29 vu) st 
von. :,% 

9.18, 2.5 (20, 2.3 v.u.): „durch 
den Ort‘“. 

8218. 2.14 (21, 4.7): „Dies 1919, 

S. 18, 2.13 v.u. (21, Z. 16) fehlt die 
Verweisung auf die Anm. 

8.18, 2.2 v.u. (21, 4.2 v.u.): „wir 
nun. 

8.18, 2.3 v.u. (21,2.9 v.u.): „und 
ihr Wert‘. 

S.19, 7.5 (22, 2.1) fehlt: sum, 

S.19, 2.8 (22, 7.3): „dann muß“. 


Die Abweichungen dieser Ausgabe von den ersten Drucken 


S.19, 2.8,7,v.u. (22, 2.12,11 v. 
u.): „mit Absicht auf Gewicht) zu Kon- 
gruenz durch ... z-Achse bringen“. 

8.19, 24-1 v.u. (22, 2.8—-5 
v.u.): „das Gewicht von allen Punkten 
einer ... mit derselben Größe ... ist 
mit einer Verschiebung parallel 
der z-Achse von einer Figur in 
der zx-Ebene analog“. 

S.20, 2. 6f. (23, Z.2—4): „Fällen ist 
die Gleichheit in gewöhnlicher Bedeu- 
tung der entsprechenden Längen die 
eine derselben“. 

S.20, 2.12 (23, 2.10): „Azimuth‘, 
so auch später. 

8.20, 2.13 v.u. (23, 2.9, 8 v.u.): 
„plangeometrischer aussprechen 
konnte“. 

890, 377.117 9. 05.1088,..27 wu): 
„plangeometrischer‘. 

9.20°2,.8 vu. (28, 2.4 vu) 
$ 8 hat keine Überschrift. 

9.20, 2.2 v.u. (24, 2.3): „ent- 
gegengesetzten“. 

S.21, 2.1 (24, 2. 4£.): „konzirkulär“, 
so auch später. 

8.21, 2.6 (24, 2. 8) fehlt: „so“. 

8.21, 2.17 (24, 2.5 v.u.): „sind 
durch“. 

8.21, 2.5 v.u. (25, 2.9) fehlt: 
Der: 

$.22, Z.1f. (25, 2.13): „Hyperbel 
schneiden sich“. 

8.22, 2.6 (25, Z.18) fehlt: „= 
Const‘'. 


8.9922.14 06, 27 vu) „die 
sich“. 
8.90.:0.18. 05, 28 mu) 


hat keine Überschrift. 

8.22, 2.19 (25, 2.3 v.u.): „Vier 
Gersden eu he Auch 8 
Fig.5a des ersten Drucks stehen die 
kleinen Buchstaben I,, .. ., 4. Es wäre 
vielleicht besser gewesen, sie stehen zu 
lassen, da die L, eigentlich I-Gerade 
bezeichnen. 

8.23, 2.1 (26, 2.4): „Generatrice“, 
so auch später. 


Abhandlung III, IV 


S.23, Z.7 (26, 2.11): $ 11 hat keine 
Überschrift. 


5:28.'2.19 18, 22 vu): „Pe 
ist“*. 

8.23, 2.7, 6v.u. (27, 2.6): „Null- 
gerade von der I-Gerade“. 

S.24, Z.16 (28, Z.6f.): „mit hori- 
zontalem Kreisschnitte“. 

S.24, Z.20f. (28, Z.9): „in Kreis 


und Gerade“. 

S.24, 2.12 v.u. (28, 2.12): „‚Corre- 
spondance‘“, so auch später. 

9, 4 Zz& vu 128 216) „Hy 
perboloiden mit horizontalem Kreis- 
schnitte U und U’“. 

S.24, 2.4 v.u. (28, 2.2 v.u.): „auf 
I-Gerade‘“. 

S.25, 2.5 (29, 2.8): „in Kreis“. 

8.25, 2.178. (29, 2.14f.): „man 
nicht hierbei Homographie“. 

8.25, 2.14,13 v.u. (29, 2.10,9 v.u.): 
„in Kreis..., konnte... Möglichkeit 
von Involution auf derselben zwischen 
Nullpunkten herleiten“. 

S.25, 2.4 v.u. (80, 2.2): „Gerade“. 

S. 26, 2.1 (30, 2. 6f.): „Durchschnitts- 


gerade‘. 

8.26.:2.9 .12.050,72.34,216% 
„Durch‘ statt: ‚Unter‘. 

S.26, Z.15f. (80, Z.4 v.u.): „sind, 


sollen“. 
S.26,Z.14 v.u. (31, Z. 4): „Variabel- 


Vertauschung‘‘. 

8:26, A EL wu. .(31,: 4.7)2. „Verb || 
kale‘“. 

3.26, 2.10, 9 v.u. (81, 2.9£.): 


„man damit ... Ebene zugehörig“. 
S.27, 2.3 (31, 2.3 v.u.): „Wenn G 
allein reel‘“. 
8.27. 2:.18E 
graphs‘“. 
S. 27, 2.15 v.u. (32, 2.7 v. u.) fehlt: 


(32, 2.8): „Para- 


B.2TZE: TU BE FE TE U): 
„konnte“. 

S. 27, 2.6 v.u. (33, Z. 1): „solchen“. 

8.27, 2.3—1 v. u. (88, 2. 5f.): „„(de- 
durch verstehend ... derselben), ... 
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Distance zweier solchön Systeme; in Be- F 2 


deutung von einer“, 


8.28, 2.35 (83, +2. 116): „Plar- | 


geometrie, die indessen ... ist, führen“. 

S.28, 2.13, 17 (33, 2. 20, 25): „Ge- 
raden“. 

S. 28, 2.20 (33, 2.8 v.u.): „solche“. 

S. 28, 2.11,10 v.u. (83, 2.2,1v.u.): 
„die etwas von beiden leiht. Durch „die 
I-Gerade L“.“ 

8.28, Z.5 v.u. (34, 2.5): „Geraden“. 

S.29, 2.7f. (84, 2.9, 8 v.u.): „auf 
hierbei gebildete I-Sechsecken“. 

S.29, 2.13 (34, 2.6 v.u.): „Ecke“. 

S.29: 2.17 70584, Z3 vu. sb 
Diagonale“. 

3.29 711,210 vn: 
„konnte“; „Variablen“. 

S.30, Z.1, 3 (35, Z.17, 19): „konnte 
man betrachten die Gleichungsform“; 
„konnte man“. 

S.30, 2.10 (385, Z.9 v.u.): „ist, muß“ 

82.30, 24.19 195, 2.27. wu). 
kommt“. 

S.30, 2.16 (35, Z.2 v.u.): „konnte“, 

S.30, 2.15 v.u. (36, 2.3): $ 18 hat 
keine Überschrift. 

u Wlan U. 0.2.0.0 
räumlicher Reziprozität‘“. 

So, 2 gb. vu 


(35, 2.5, 7): 


(36, Z.10f.): 


„Satz von Geraden ... konnte... Satz 
von Ebenen“. 

S.31, 2.12 (87, 2.8): „in ihren“. 

5.3142.8 v.u..81, 29 vi): 
„konnte“. 

8.31.43 vu: (31, 2m EU) 
„Kreispunkten‘“. 


S. 32, 2.13 (38, Z.13) fehlt: ‚‚der 

S. 32, Z.11 v.u. (88, 2.11, 10 v.u.): 
„Tangentebenen‘“. 

8.32,.: 2.4 U. 
„konnte“. 


(38, 2.4 v.u.) 


IV. 
Die Einteilung in die Nrn. 44—124 
ist neu. Neu sind auch die meisten 
Paragraphenüberschriften. Ausnahmen 


sind jedesmal angegeben. 
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- 2: S. 38 RIE: (407, 2.8): „in Journal“. 


De. 38, 2. 18 (107, 2.17): „dessen 


2: Göraden:! a 


S. 33, 'Z. 20 dor: r. 19): „‚Correspon- 
dance‘, so auch später. 

8.33, 2.20 (107, 2.20): 
Ordnung“. 


„zweiten 


S.33, 2.8 v.u. (107, 2.5 v.u.):,, ein | 


von Kegelschnitten‘“. 

S.34, 2.11—13 (108, Z.13£.): „Die 
Nullgerade einer variablen I-Gerade L 
bewegt sich in der Ebene E und trifft 
somit den Kegelschnitt‘“. 

S. 34, Z.16f. (108, Z.18—20): „daß 
die Nullpunkte der zwei ... und L/’ 
im allgemeinen nicht einandern ent- 
sprechen‘. 

8.35, 2.4—6 (109, 2. 9—11): ‚„Er- 
zeugende; ohnedies schneiden sie sich 
in der Doppelkurve; übrigens haben 

.. Punkt. Durch jeden“. 

8.35, 2.6—-9 (109, 2.12-—15): 
„Kurve C,'; somit muß die ... ge- 
bildet sein, und also mit ... Ordnung 
gleichgestellt sein“. 

9.385, 2.11—15 (109, 2.17—22): 
„Kurve der Ebene E von n-ter Klasse 
entspricht eine Linienfläche 2n-ter ... . 
enthält. Schon früher wissen wir, 

.. gehen, entsprechen die Erzeugen- 
den... Kreisschnitte‘“. 

S. 35, 2.17—21 (109, Z.12—8 v. u.): 
„wird das Perspectiv von der Linien- 
fläche ... nehmlich ohnedies die Fläche 
inn... von den Erzeugenden“. 

8.35, 2. 22—24 (109, 2.7—5 v.u.): 
„Linienflächen, hervorgegangen durch 

. die gewissen Bedingungen ... durch 
das... Centralperspectiv“. 

535, 28 0.0 (110,2. 1)2. „reel®; 
so immer, insbesondere schreibt Lie: 
„Reel-Ensemble“. 


8.35, 2.4, 3 v.u. (110, 2.5—7): 


„I-Kegelschnitts‘, in Bedeutung von 
einem System von J-Tangenten, die 
Eigenschaft besitzen“. 

S. 36, 2. 3—6 (110, Z. 11—14): „zwi- 
schen die I-Tangenten ... und die- 
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jenigen eines anderen, deren Null- 
streife ... Wir zuordnen den ... der 
ebenen Nullstreife‘“‘. Auch später heißt 
es immer: ‚die Nulistreife‘“, 

S.36, Z2.10f. (110, Z.19): „vierten 
Grades, deren ... CO,’ ist, bildet“, 

S.36, 2.18, 21, 24 (110, 2.10, 6, 
1 v.u.): „Erzeugenden‘; ‚Geraden‘; 
„Geraden“, 

8.86, 2.6, 4v.u. (111, Z.8, 10): 
„zeigt nehmlich, daß alle Erzeugendey“; 
„alle Erzeugende g“. 


8.37, 2.61. (1li, 2.198): „wir 
(811,.0h),: was betrachtet; sie 
1802 


8: 87, 2.1417 (111, 2.96 v. u): 
„reellen Konstante dieselbe als 
einen Kreis in der xy-Ebene proji- 
ziert‘. 

Bea. 2.191: (11, 24. 8.0) 
„die Nullstreife ... Wenn sie‘. 

8.37, 2.14 v.u. (112, Z.4) fehlt: 
„daher“. 

Ba 2 Ku Klin. ze), 
„mit horizontalem Kreisschnitte‘‘. 

5858.22. 11,112 21778). 0.0 
Kreis in der z, y-Ebene projiziert‘; 
es fehlt: ‚an 

S.38, Z.4f. (112, 2.21): „reel ist, 
so gleicht sie derjenigen, welche diese“. 

3:88,22, 181. (19 2 5 2 v1): 
„Perspektivzentra‘; „Wenn eine Ebene 
sich“. 

8.38, 2,.14-12 v.u. (118, 2.58.): 
„Wenn die Nullstreife ..., welche die- 
selbe als Kreis in der zy-Ebene proji- 
zieren‘. 

3:38,24 v.u,1118, 2.15). 
graphs 12“. 

S.39, 2.1—3 (113, 2. 20—22): „als 
Kreis in der zy-Ebene projiziert ... 
C, gehört. In Folge diesem gehört‘‘; es 
fehlt: ‚an 

S.39, Z2.15f. (114, Z2.2—4): „ge- 
legen ist, so wird das Horizontal- 
perspektiv ... eine Kurve, welche die“. 

S.39, 2.22 (114, 2.10): „das Hori- 
zontalperspektiv‘. 


„Para- 
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S. 39, S.12—10 v.u. (114, Z. 14f.): 
„so ist die Nullstreife von ... bestimmt 
in diesen“. 

5:405.2:23 116 2.2, 1v.u): ‚m 
Folge diesem“. 

S.40, 2.5 (115, 2.3): „wieder die 
I-Tangente“. 

S.40, 2.6 (115, Z. 5) fehlt: ‚von‘. 


8.40, 2.1517: (115, Z.11f.): „so | 
ist die Nullstreife von einem Kegel- | 


schnitte, der ... hat, gebildet‘. 

S.40, 2.21 (115, 2.16): „zu der Form‘. 

8.40, 2.23f. (115, 2.18f.): 
Radius r und das Zentrum‘. 

340 29.12 vn (ll5 2.792 71 
v.u.): „in Folge diesem auch... durch- 
laufen‘. 

5.20. 7.8.69:0.113 42, 6m. u.% 
„gebildet ist‘‘; „System einer“. 

S. 40, 2.5—3 v. u. (115, 2.5—3 v.u.): 
„Satz von I-Kegelschnitten, deren Null- 
streife ... gebildet ist‘. 

Ar Av ul 2.2, 1 Wu: 
„von den I-Tangenten‘“. 

S.41, 2.3 (116, Z. 2): „‚horizontalem 
Kreisschnitte‘‘. 


„mit | 


8.41, 7.48. (116, 7.88): „K ent- | 


sprechen unendlich ... U und“. 

S.41, 2.13 (116, Z. 12): Diese Para- 
graphenüberschrift stammt von Lie. 

S.41, 2.18 (116, 2.18): ‚„harmo- 
nische Punkte‘‘. 

B:#1.2:.20.419..2.20): 
Polare‘“. 

3,41, 2.11, 10200 (4152 2.8.56 
v.u.): „m, von der Polare‘‘; ‚Gerade 
Pa“. 


„dieser 


8.41,2:8,6 v.u. (116, 2.4,2v.u.): | 


„gebildet ist‘. 

S.41, Z.1v.u. (117, 2.5): „Pol von 
der Gerade ab“. 

9.42, 2.11°. (117; 2.168); 
demselben Gradzahle und‘. 

S.42, 2.19, 24, 28 (117, 2.10, 5,1 
v.u.): „Vereinigungsgeraden‘“. 

8.42, 2.27 (117, 2.2, 1 v.u.): „um 
den Diameter D, in entgegengesetzter 
Richtung aber dreht, so“. 


„von 


(120, 2.15, 
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8:42, 221: v. u (118: 2.1 ru): 
„Kreisschnitt ist von‘. 

8.42, 2.7 v.u. (118, 2.4): „folgt 
daraus, was“. 

8.42, 2.4 v.u. (118, 2.7): „I-Ge- 
rade L“. 

S.43, 2.2, 3 (118, Z.11f.): A statt 
A, wie bei Chasles steht. Das A ist 
offenbar ein Druckfehler, den Lie 
übersehen hat. 

8.43, 2.4 (118, Z.13): „le point“. 
Bei Chasles steht: ‚Ce‘. 

9.48,:2.6 (118, 2.19); 
gende‘. 

5.43, 2:9, 11.127118... 19, 21, 22): 
A, und 4, statt A, und A,. 

S.43, 2.13 (118, 2.23): „Pol von 
der I-Gerade‘. 

S.43, 2.18 (118, 2.7 v.u.): „in der 
Gerade L‘. 

S.43, 2.19f. 
statt A. 

5.48.°7.9 9. ur 119, 2.0: 
raden“. 

8.43, 2.5 v.u. (119, 2.10): „Diese 
Paragraphenüberschrift stammt vonLie. 

3-44. 7,.4.6.7 70119 2 17. 129, 21) 
„Wir anwenden diesen ... auf den Fall, 
daß‘ „unendlich entfernte ist. Die Null- 
streife ist‘‘; „von der Polare eines‘. 

S.44, 2.9—11 (119, Z.11—9 v.u.): 
„so gehören die Polaren ... (einem 
I-Punkte). Vier“. 

5.44 27.1 vu. 
„entgegengesetzten‘. 

az HS ZI uU) 6, 
sich noch‘‘. 

32447 7. 9ev. uU. 3. v.U.29.49. 21 
21): Die Worte: ‚‚des 
letzten Satzes‘‘ stehen beide Male nicht 
im Texte, sondern als Anmerkung 
unterm Texte. 

8.44, 2.3 v.u. (120, 2.14 v.u.): 
„Generatrice‘‘; so noch mehrmals. 

S.45, Z2.21—23 (121, 2.11—13): 
„die einen räumlichen Viereck 
I-Kegelschnitte, die I-Geraden 
berühren, dar‘. 


„Erzeu- 


(118-206 9.9): 4 


„Ge- 


(119, 2.1 v.u.): 
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S. 45, 
Gerade“. 

8.4, 2.1 (121, 2.4 v.u.). Die 
Seitenzahl ‚‚334°“ fehlt. 

S.46, 2.14, 18 (122, 2.10, 14): 
„Wenn eine Ebene sich‘; „Wenn zwei 
Linienflächen ... U, sich“. 

S. 46, Z. 21f. (122, Z. 18): „mit jeder 
von den beiden festen I-Kegelschnit- 
ten. 
8.46, 2.1311 v.u. (122, 2.119 
v.u.): „ist es bekannt, Kegel- 
schnitte C,, gelegen in der Ebene E 
berühren‘. 

S.46, 2.9, 8 v.u. (122, 2.5 v.u.): 
„der dem horizontalen“. 

9.46.28 wu 1122.21. mM): 
„jeder I-Gerade‘“. 


7.25 (121, 2.15): „einer 


*s 


SA Do vn (lo), al). „om 
Linienkomplex“. 

Su zal, (2, 22a, alle 
horizontale ..., als I-Geraden“. 


S.47,2.6 (123, Z. 8): „einer I-Gerade 
L (die Polare des‘. 

S.47, 2.11 (128, Z.12): „I-Gerade L“. 

Sa 07.192 15.0109: 2,39 10): 
„Die S-Kurve einer J-Gerade 
Nullpunkte (ein Kegelschnitt schneidet 
eine... reellen oder imaginären“. 

8.47, 2.18—20 (123, 2.17f.): „Rau- 
mes, welche durch diese beiden Null- 
punkte gehen ... Komplexe; also“. 

SH. 2 tee. 2 I ya) 
„S-Kurve gehört‘. 

8.47.22.11,.10.9 B8.u0128; 
2.8,7,6,5 v.u.): „Geraden“; „Raum- 
gerade ab“; „I-Geraden‘“; „I-Gerade“. 

8.47 27.4. 9.0..(128 2.2 1 wu: 
„durch Qı“. 

3.47. ZA: wu (124 2,5% de 
einen System“. 

S.48, 2.5 (124, 2.12) fehlt: san: 

S.48, 2.6 (124, 2.13): „Es sei ge- 
geben ... Geraden“. 

8.48, 2.8, 11f. (124, 2.15, 18): 
„Gerade“. 

S.48, Z.13f. (124, Z. 19— 21): „Gra- 
des ist dem... und enthält... Genera- 
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tricen desselben Systems als g bestim- 
men“. 

8.48, 2.19, 17 v.u. (124, 2.10, 8 
v.u.): „Gerade (9); ‚„‚Gerade g“. 

S.48, 2.5 v.u. (125, 2.6): ,‚ge- 
hören“. 

S.48, 2.1 v.u. (125, 2.10£.): „Ge- 
rade Q,b‘; „an“ fehlt. 

S.49, 2.4 (125, 2. 15f.): „und Q,b“; 
„Komplexe gehören“. 

8.49, 2.7 (125, Z. 18): „kollineäre‘; 
so noch mehrmals. | 

8.49, 2.8f. (125, 2.16, 15 v.u.): 
„D, geht in einer... und durch“. 

S. 49, 2.16f. (125, 2.9, 8 v.u.): „in 
dem Tetraeder ... Erzeugenden des- 
selben Systems als g bestimmen“. 

8.49, 2.16 v.u. (125, 2.4 v.u.): 
„Gerade L“. 

8.49, 2.5 v.u. (126, 2.4): „Kon-° 
gruenz festgestellt“. 

8:49: 2.9 vu. (126, 2,5). „Bm 
Kegelschnitt“. 

S.50, Z.1 (126, 2.8): „ist durch‘. 

S.50, 2.5 (126, 2.13): „Polare‘“. 

$.50, 2.10: (126, 28. vu.) „wir 
her eine... Kongruenz. Zwei Geraden“. 

S.50, 2.12 (126, 2.6 v.u.) fehlt: 
San. 

3.50,2.141. (106, 2.8, 2 wü.): 
„so wird das Perspektiv von den 
Erzeugenden ... Fläche Geraden“. 

S.50, 2.18 (127, 7.1): „enthält, 
liegt nur ... Kongruenz, welche. 

3. 50, 2. 225 (127, 2.5, 7f.): 
„Polaren von den Nullpunkten“ ; „Po- 
lare von dem I-Kegelschnitte k ist so- 
mit... sie ist von diesen“. 

8.50, 2.13 v.u. (127, 2.11): „und 
ohnedies“. 

8.50, 2.9, 7, 6 v.u. (127, 2.15, 
17£.): „gegebene I-Geraden‘‘; „so wird 
das Perspektiv von den Flächen 8, ... 
feste Geraden“. 

8.50, Z.2 v.u. (127, 2.12 v.u.): 
„erst die“. 

8.51, 2.2 (127, 2.9 v.u.) fehlt: 


[23 


sau. 
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Bu rEB 18 25 vu) „in 
dem‘, 

8.51, 2.13 (128, 2.4): 
nicht eine“. 

u’91 2.18, 15 v.u (128, 2.16): 
„Doppelgerade“. 

S.51, 2.14 v.u. (128, 2.17): „an- 
deren‘“. 

8. 52, 2.5, 6 (129, 2.4, 5f.): „Sätze 
von diesen Systemen‘, „Plückerschen 
von der Polare“. 

S. 52, Z.11 (129, Z. 11): „Geraden“. 

S.52, 2.14 (129, 2.13): Die Para- 
graphenüberschrift stammt von Lie. 

$.59..2,18..15 024. .4129, 22 14 
11 v.u.): „beliebige Geraden‘ ; es fehlt: 
an 

Se eve, ze 
v.u.): „schneiden sich ... Gerade“. 

8.59.:2.11 v.u:2(129.:2,6.v.u): 
„Geraden“. 

52: 7% wu (19897238 u): 
„einandern‘“. 


„welche 


' welche .. 


8.52, 2.6, 5 v.u. (180, Z.1, 2): | 


„Geraden des‘; „einer Gerade“. 
S.53, 2.1 (130, 2.7): „Gerade“. 
3.53.23. 430, 2.8. 0, statt: (,: 


erhalten‘‘. 
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855, 243 vu 188, 22,141 
v.u.): „Gerade, die derselben gehört, 
ziehen“. 

S.56, 2.7 (133, 2.2, 1 v.u.): „Be- 
trachtung von den‘. 

S.56, 2.13, 15 (134, 2.7, 9): „zu- 
sammenhörenden‘“. 

3.56, 2. 3bf.,.16 (134, 2.10, 71): 
„Doppelpunkten in der‘; ‚Gerade d 
bestimmt“. 


8.56, Z.17 (124, Z.12): „jeder 


| Gerade des‘‘. 


3.56, 2.221: 1134, 2.17): „Punkts‘. 

S.56, 2.9, 8,v.u. (134, 2.11, 10 
v.u.): „einer Gerade, ... ist einer“. 

3.56, 2.1 v.u, (134, 2.4.83 vw): 
„Hyperboloid derselben“. 

57,22: 1.52.1184, 2:21 Vu): 


„viele Geraden, welche ... schneiden, 
ziehen‘. 
3.57, 2,48 1185... 2. 9)2.,,Kreine, 


. schneiden, gelegen“. 
S.57, 2.6 (135, 2.4): „Geraden“. 
5:97, 2.81.10, 111, (135, 2.670,39): 
„zweifache schneidet‘; ‚Kurve der- 
selben Eigenschaften“; „horizontalem 


| Kreisschnitte‘“. 
S.53, 2.7 (130, 2.12): „Komplex 


8.53, 2.12, 11 v.u. (190, 2.3, 2 | 


v.u.): „dann durch eine Gleichung im 
Allgemeinen zweiten“. 

S. 54, 2.9 (131, Z.18): „Punktpaar“. 

S. 54, Z.14 (131, 12 v.u.): „involu- 
tionische‘“. 

5.55, 2.2.:.9,33 1192, 2.11.7251 
v.u.) fehlt: ‚an‘“. 

S.55, 2.2 (132, 2.11): „I-Gerade“. 

8.00, 4, 15, 15, 16.1133, 2. 1, 2,3): 


„I-Gerade“; ,I-Gerade‘; es fehlt: 
Sans: 
8.55, 2.22f. (133, 2.9f.): „Ge- 


raden‘; ‚Geraden‘. 

S.55, 2.26 (133, 2.13): „nicht Ge- 
raden‘“. 

8.55, 2.13, 12,10 v. u. (133, 2. 14£., 
18): Geraden‘; ‚Geraden‘; „I-Ge- 
raden‘‘, ; 


9:97,22. 14.135; 2.18): „O,, die 

. schneidet, übergeht“. 

S. 57, 2.16, 17£., 19£., (135, 2.14, 15f., 
18£.): „einer Gerade‘; „Cy, welche... 
schneidet, entspricht‘; „Kreisschnitte, 
welches ... enthält, entspricht“. 

8.57, 2.21 (1385, 2.15, 14 v.u.): 
„Der Linien-Fläche ... Ort von den Dop- 
pelpunkten in der“. 

8.57, 2.14 v.u. (135,,2.9 vu): 


' „Geraden“. 


SB AI. TEU 35,2. 2m): 
„zwischen reellen und imaginären‘; 
„er ist, wie wir“. 

8.51,.2.5 vu. 03, 21): De 
Paragraphenüberschrift stammt von 
Lie. 

S. 57, 2.4,2 v.u. (136, 2.2, 4): „Be- 
trachtung von den‘; „dreifach ver- 
doppelt“. 

S.58, Z.2 (136, 2.8): R, statt: R,. 
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S.58, 2.2—4 (136, Z. 9£.): „Gerade 
g“; „Cy, welche ... schneidet, ent- 
spricht“. 

5.58, 2.46 (186, Z. 11—13): 
„Punkten, als die“; ‚in dreifach so“; 
„+. Fläche U,. Eine Reduktion mit“. 

S.58, 2.14, 15 (136, 2.14, 13 v. u.): 
„nicht ihren Komplementärpunkt . 
Im Allgemeinen enthält diese“. 

8.58, Z.11 v.u. (137, 2.3) fehlt: 
“an: 

S.58, 2.7 v.u. (137, Z. 8): „Punkten 
von dieser“. 

S.58, 2.3 v.u. (137, 2.12): „Punkte 
von der“, 

8.59, 2.1 (137, 2.13): Die Über- 
schrift stammt von Lie. 

0459, 2.7,8,. 111.119. 265.308 
v.u.): „Unendlichkeitsgerade‘ ; „in Ge- 
raden“; „nur von dieser Gerade‘, 

8.59,.2.16,.18, 21.997. (198,7 1r., 
3,6f.,8): „Kongruenzgerade‘‘ ; „Doppel- 
gerade‘; ,‚Kreise, . enthalten, 
sind“; „Doppelgerade‘‘. 

8.59, 2.15, 14 v.u. (138, Z. 11): 
„Grades, überführt‘. 

999,7 2,12 vu 1198 2 13£.): 
„welche Kreise ... benutzt, als die“. 

9:.09,.2.1 v.2.,60, 21 (138 21 

bis 10 v. u.): „welche ohnedies die... 
Erzeugende ... Punkte von der“. 

5.60, 2.4f. (188, 2.7, 6, v.u.): 
„dem unendlich entfernte entsprechen, 
so ist unserer“. 

Bu 60: 2,68, 1198, 2,5, Am u 
„Kurve der Ebene U, n-ter Ordnung 


= ‘“s 


ım . 


die . 


560,72. 147...4199,..2.2% ...Or4- 
nung aufziehen‘. 
3.60, 2.14 (139, 2.4£.): „V m-ter 


Ordnung“. 

8.60, 2.19f,. (189, 2.9£.): „früher 
($ 11, b)‘; „I-Kegelschnitts betrachtet 
das“. 

360, 21 u 199: 26 u: 
„Unendlichkeitsgerade‘“. 

8.61, 2.5 (139, Z.1v.u.) fehlt: 


‘ 


„an. 
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S.61, 2. 5f. (140, 2.1, 2): „als 
Doppelgeraden‘ ; „schneidet die“, 

S.61, 2.11 (140, 2.7): „in Ge- 
raden“, 

S.61, 2.20 (140, 2.17): „als Ge- 
raden“, 

S.61, Z.21 (140, Z.18): Die II 
fehlt. 

S.61, 2. 22—24, 26 (140, Z.20, 22): 
„desselben Systems als I gehen in 
Kegelschnitten‘‘ ; „in Geraden“. 

8.61, 2.10, 9 v.u. (140, Z. 11. io 
v.u.): „in einem Punkte... U 
dies in‘. 

9,61, 2.5 8.2. 190. 29 u: 
„Erzeugende ist von“. 

5.641,27, 9,.2 v0 (410.23 7 u) 
„U, ohnedies in“. 

8.62, 2.5 (141, 2.5): „Unendlich- 
keitsgerade‘. 

362,2 2-15 1121; 
fehlt. 

8.62, 2.17 (141, 2.17): „auch nun 
von‘. 

S. 62, 2.19, 18 v.u. (141, 2.14 v.u.): 
„Fläche U,, vierten Grades“. 

3. 62, 2.17 v.u. (141, 2.18, 12v.u.): 
„Nullgeraden‘“. 

Bananen (al 2 0 u) 
„Gerade“, 

3.022 72.2 
„Nullgeraden‘“. 

>62, ie eu 4b 25 mu 
fehlt: ‚je‘. 

8.62, 2.7 v.u. (142, 2.2) fehlt: 
„von“. 

S.63, 2.2f. (142, 2.7£.): „Ebenen, 
gehend durch ... Tetraeders bestim- 


„ ohne- 


2.15): Die II 


v.u..141,.2,2 vu): 


men“. 

8.63, 2.6 (142, 2.10f.): „Cy ‚gehend 
durch .... Tetraederecken, entspre- 
chen“. 


S.63, 2.11, 13, 15, 16 (142, Z.16, 
18, 21, 22): Geraden‘. 

S.63, 2.18f. (142, 2.10, 9 v.u.): 
„Es ist sehr leicht, durch unsere Theorie 
diese Betrachtungen länger zu ver- 
folgen‘. 


Rn 


Abhandlung IV—IX 


S. 63, 2.16 v. u. (142, 2.8 v.u.): Die 
Paragraphenüberschrift stammt von 
Lie. 

S.63, S.12 v.u. (142, 2.4 v.u.): 
„Nun ist‘. 

8:68, 2.. 2 v.u. (148, 
„von 2,) entspricht, wie wir .. 
E,, daß“. 

S.64, 2.2f. (143, 2.12f.): „zieht 
die... I-Gerade sich... Geradeö... 
Punkt desselben“. 

S.64, 2.20 (144, Z.2): „und der 
vertikalen Gerade“. 

S. 64, 2.17,16, 14 v. u. (144, 2. 3, 4, 
6): „den Nullpunkte‘“; „vertikale Ge- 
raden‘‘; „in der vertikalen Gerade“. 


2. 8£.): 
. Ebene 


8.65, Z.4f. (144, 2.13, 12 v.u.): | 


„einer Gerade des Raumes 
spricht ... Cy', welche... 
dies die Gerade‘. 


R, ent- 
und ohne- 


>..65, 4. 11.:(144, 2.10, 9 v2u.): „so | 
tritt eine Reduktion mit einer Einheit | 


im Grade von der transformierten 


Fläche ein‘. 


8.653.2.310.13. 1148, 727, 4.0) | 


„Gerade‘‘; „Gerade e“. 

S.65, 2.18—20 (145, 2.5—7): „über. 
Nun besteht ... B, von den... und 
die Horizontalebene‘‘. 

S.65, 2.16 v.u. (145, Z.11) fehlt: 
„aber“. 

2.65, 4.11. 10,9 vu. (145, 2.16, 


18£.): „vier Geraden‘; „zwei Geraden 


unserer... Grades, welche endlich die“. 
S.65, Z.4 v.u. (145, 2.13 v.u.): 
„reelle Geraden‘. 


8.66, 2.8 (145, 2.2, 1 v.u): „W| 


derselben Lage ... Gerade ö““. 
Bob, 44, 155 (146,02. 129: 


„Gerade des‘; „Falle eine collineäre“. 


8.66, 2.13 v.u. (146, 2.15 v.u.): 
Die Überschrift stammt von Lie. 

Ehe 2 21 vu: 046; 2.72 vu.) 
„Gerade“. 

5:66, 4.9 vu (146, 2.9 vu): 
„Den x-Kreisen“. 

S.66, 2.7—5 v.u. (146, 2. 7—5 
v.u.): „welche Raumkurven ... Gra- 


507 


des, welche einen ... als Geraden be- 

nutzt“. 
8.66, 2.4, 3 v.u. (146, 2.3 v.u.): 

„Kongruenz, gebildet aus den ... I- 


Kegelschnitts“. 


v 


Die Einteilung in die Nrn. 1—28 istneu. 
Die alten Nrn. 1—10 sind jetzt Para- 
graphen, bei deren jedem eine Über- 
schrift hinzugefügt ist. 

S. 68, 2.12 v. u. (54, 2. 9): „hindurch- 
legen lassen“. 

S.68, 2.6 v.u. (54, 2.17): „bleibt 
durch die dreifach unendliche“. 

9.69, 2.1. 9,U.(05,. 44, 6 wu): 
„zweiten Gattung oskulieren‘“. 

S. 71, 2.20 (58, 2.12). Im ersten 
Drucke steht richtig: „p-Transforma- 
tion.“ 

S.72, 2.2f. (59, 2.2—4): „Reye- 
schen Komplexe und... dem gegebenen 
Komplexe an und“. 

8:72, 72.106 89. 2 123 v0): „oem 
der 3. Nummer“. 

9..13,,22. 185 
3. Nummer“. 

3.74, 2.19 v.u. (02,.2.15 vu): 
„Kurve d berühren‘. 

3. 742..2:13:v.u (62.26 9 vu) 
„aller Kurven b, welche“. 

5.75.23, 2000. (64. 2 Beu): 

er 


Eur u “ 
„dessen Index c“; „, Ran 


(61... 2:6): in. der 


8776, 2.12°° 108, 4.42.) Sn der 
4. Nummer‘. 
VI: 
3: 85, € 2,,14.,.(11278,. 2.4 mu u) 


„L’intersection des deux‘. 


YoL 
S.90, 2.20 (582, Z.1) fehlt C,’. 
S.91, 2.14 (582, 2.10 v.u.): „par 
de spheres‘“. 


ER, 
Die Einteilung in die Nrn. 1—5 ist 
neu. 
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8.97, 2.3 v.u. (891, 2.2 v.u.): 
=810fE 


5.98, 2.4 (892, 2.9): „berühren 
sich in“. 
8.99, 2.21 (898, 2.5 v.u.): 
Statt: „A. 
8.101,2.119.0,3. v.u 895, 211 
v.u.; 896, Z. 8): „Developpable‘. 
x 


2.101,02 Lw.0.169: 21 vu): 
„Entwickelungen. T. I, Zweite Abth. 

S.108, 2.14 (70, 2.9): „Curver c 
(eller C)‘“. 

Sn 5 a c 
nings-Cosinusser“. 


(73, 2.7£.): „Ret- 


| fehlt: 


8.118, 2.5 v.u. (75, 2.8): Die 
Nr. (5) kommt nicht vor. 

BA 29 mu. Are 

lt] alarm +". 

8.121, 2.9 v.u. (81, 2.15 v.u.): | 
sten, 


3.128, 2,6182, 2. 17): Gatatt: C, 


Fast 


Brl2d, 2.1 9.00 81: IE VUN) 


fehlt: „linearer“. 
JA CHE | 
Brt3e 2.1 80,2 Du nz | 
4A ‘“ 
statt: „ap? : 


8.135, 2.33 vau. 
(21, b) statt: (21, a). 

3.196, 2.2 (93, 
statt: „Ligninger“. 

S.136, 2.5 v.u. (94, 2.2): H statt: 
I, 

S.138, 2. 8f. (95, Z.14f.): „af Com- 
plexerne (19) og (H=0)s linesre 
Felles-Congruenz“. Eine recht kühne 
Genitivbildung. 


2.9): „Linier“ 


8.152, :2. 8 (108, 210: „zZ, = 
12, yı +! +4". 
j SEI: 

S.154, 2.4 (183, Z2.5f.): „An der 


Seite‘, 


MB vn) 


Die Abweichungen dieser Ausgabe von den ersten Drucken 


8.154, 2.10,9 v.u. (183, 2.2 v.u.): 
„läßt eine jede D,, sich folgenderweise 
schreiben“. 

8.154, 2.2, 1 v.u. (184, 2.6£.): 
„Theorie geodätischer Kurven ... Kom- 
plexen‘“. 

8.155, 2.15 v.u. (184, 2.4 v.u.): 
„harmonisch, und wenn‘. 

3.195, 2,11 vu 186, 2.377. 58 
züglich‘“. 

S.156, 2.11 (185, 
„Regeln unter den“, 

5156, 27,6 v.u (186, 227) 
„kommt p gar nicht in... (r=0) vor“. 

S.156,2.4—2v.u. (186, 2.5—7): ‚aber 
beiläufig ausgeschlossen ... sagen be- 
züglich, daß z nicht die Größe @ ent- 
hält‘‘. 

157, 2.10, 12 (186, 2.14, 13 v.u.): 
„nur mit der‘; „folgenderweise‘‘. 

8.157, 2.14, 17 (186, Z.11, 9 v.u.) 
„von“ und: ‚den‘. 

8.157, 2.14 v.u. (186, 2.2 
„Linienkomplexe gehören‘. 

3:158, 2.16 (187, 2, 6.9.1.1. 5.90 
Fall mit unserer“. 

S.158, 2.13 v.u. (188, 2.5): 
Länge gleich Null“. 

Ba158, 278.1: 1359, 2:1, 2 (188, 
Ve De a ES Dt) 
„(H = 0), und‘; „einer gemeinsamen 
Developpablen‘“. 

S. 159, 2.18 vu. (188, 2.2 v.u.) 
fehlt: ‚Die‘. 

8.159, 2.2 v.u. (189, 2.13£.): 
so ist dieses ... der Fall“. 

S.160, 2.13, 24 (189, 2.9 v.u; 
190, Z. 4): „imselben gegenseitigen“. 

S.160, 2.9 v.u. (190, 2.8): „Cen- 


2. 12 m 


wu); 


„von 


„sind, 


terflächen‘‘, so noch mehrmals. 

S.161, 2.8 (190, 2.11 v.u.) fehlt: 
VOnE- 

3.:161,:°2..11= (1890... 28. 9, u: 


„schneiden“, 

8: 161,2. 18 9.0. (191.27) 
Zahl“. 

B-361: 2,1: vu. (193, 
„beträgt“. 


„eine 


2.9) fehlt: 


e 


Abhandlung X— XII 


=, 23 13 v0 (191, 22-1 
v.u.): „immer statt A, Bund A 1 
setzen‘. 

S. 162, Z. 18 (192, 
schneiden“. 

„20, 2.9.8 wu. (192, Z. 10f.): 
„Richtungskosinus“. 

S.163, 2.2 (192, 2.15 v.u.) fehlt: 
„von“. 

8.168, 2.7, 9, 9 (192, 2.9, 8,7 
v. u.) fehlt: ‚an‘ und ‚von‘; ‚‚Integral- 
fläche bilden“. 

162 2.131. (192: 23. 2 vu): 
„ebenso K’s Tangente‘. 

8.168, . 2.15, 14 v.u 193, 29: 
„unter den“. 


2. 3): „sich 


8.1638, 2.13 v.u. (198, Z.8): 
U NE 
we du az 


S.164, 2.1 (193, 2.12 v.u.): „und 
wenn“. 

3.164.242, 52.61. 193, 2.8, 7 v.u.): 
„indem immer‘; „zusammenhören‘. 


8.164, 2.16 v.u. (194, Z.12): „all- | 


gemeine“. 

3: 165, 2.12 1194,72. 22 vun) 
„Envelopp-Gebilde‘, so noch mehrmals. 

S.165, 2.14, 17 (195, 2.4, 7): „und 
ohnedies“. 

S.165, 2.14, 13 v.u. (195, Z. 14£.): 
„ob die... sich immer“. 


3.165, 2.6 v.u.-(195, 21: vw) | 


„passenden Koordinatenwahl‘“. 

S.166, 2.18f. (196, 2.13): ‚„folgen- 
derweise‘“‘. So noch mehrmals. 

S.166, 2.22 (196, 2.16): 
mit der‘. 

B.166,:2,3 v.0..4196, 2.8: vu) 
fehlt: „an“. 

S.167, 2.5 (197, 2. 3f.): „einen be- 
sonderen Koordinatenwahl zu machen‘. 

B:461,7. 11.1197, 2.10232 Trans: 
formationen 8 und y auf diese Flächen 
erhält“. 

3.107, 8,168. 14197, 7.158): „der 
durch unsere‘; es fehlt: ‚an‘. 

S. 167, 2.14 v.u. (197, 2.15 v.u.): 
„Klasse Komplexe, deren‘. 


„Fall 
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8.167, 2.10 v.u. (197, 2.10 v.u.): 
„Trajektorie-Kreis, Trajektorie-Kurve‘“, 
so nachher immer. 

8.168, 2.1, 2f. (197, 7.4, 2 v.u.): 
„der Gerade“; „Tangential-Kom- 
plexen‘“. 

S.168, 2.6 (198, 2.3): ‚Nun sind‘. 

8.168, 2.8 (198, 2.5): „gehören‘“ 

S.168, 2.12 (198, 2.10): „Ort für 
Berührungspunkte‘“. 

8.160; 2.191, (199, 4,91.) ‚Linie 
PP’ schneidet also die Krümmungs- 
richtung PT orthogonal“. 

S. 169, 2.19f. (199, 2. 15£.): „‚folgen- 
derweise‘‘; ‚ersten Grades‘. 

Sal69 22. 11.°8 vu. 11992 14.11 
v.u.): „in dreifach‘; ‚desselben‘. 

Bio a Nu l190, Ve wu): 
„Unter den“. 

3.170, 2,17, 16 vu. 20072. 148): 
„man statb: X .,:Y., 2, setzen die ..;: 
Größen, ausgedrückt“. 

8.170, Z.10, 9 v.u. (200, Z.11, 10 
v.u.): „steht hinsichtlich der‘; ‚‚die 
Richtung‘. 

8.190, 2.5:3,3 v.u (200, 275, 
4v.u.): „elementare“; „Kugel berührt‘ ; 
„auch nun“. 

S.171, 2.5 (201, 2.4): „Komplexe 
gehört‘. 

8.171,24. 15.217 201,2. 148,10: 
„Normal-Kegel‘“. 

S.171, 2.18 (201, S.18): „elemen- 
tare‘“. 

7ER 2. 13 vu 208. 27T vu): 
„indem durch“. 

3.171. 2.2 vu.2.001, 2:2 vu) 
fehlt: „von“. 

S.172, 2.9 (202, Z.11f.): „Integral 
bezüglich zwei ... Integrale zu geben. 
Es ist‘. 

S.172,2.20,16,9v.u. (202, 2.15,10,2 
v. u.)fehlt: „von“ und: ‚Scharen von“. 

S.172, 2.3, 2 v.u. (203, 2.6): „Es 
sagt ferner“. 

$.173, 2.1 (203, 2. 8£.): „gelten also‘. 

S. 173, 2.17, 16, 15 v. u. (208, 2.11, 
10 v.u.): „allgemeine“ ; „Gesetz“. 
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S.174, 2.1, 6 (204, 2.5, 11) fehlt: 
„sich“; „Paragraphe“. 

S.174, 2.14, 19 (204, 2.19, 24): 
„einen Linienkomplex‘ ; es fehlt: ‚von‘. 

S.174, 2.14 v.u. (204, 2.3 v.u.): 
„ebenso die‘. 

S. 174, 2.10 v.u. (205, Z. 3): „natür- 
licherweise‘“. 

8.175, 2.5 
hörigen‘. 

S.175,2.4,3 v. u. (205, 2.4,3v.u.): 
Schar Charakteristiken enthalten, so 
existiert höchstens ... Integral. Dieses‘. 

S.175, 2.7, 10, 11 (205, 2.16, 13, 
11 v.u.): „so muß die“; „sich in der 
Form‘; „und ohnedies“. 

170. 2.164 0. U. 116: :2,2,1206 
2.6, 16): „eine Zahl‘; es fehlt: „von“. 

S.176, 2.5 (206, 2.18): „die allge- 
meine‘, 

B. 110.012 78.0200, 
fehlt: ‚von‘. 

S.176, 2.6 v.u. (207, 2.9) steht F 
vor der Klammer. 

Ds 176: 425. 4 vn 1208. ZI I0E): 
„daß diese Gleichung sich auch folgen- 
derweise‘. 

5177, 2:2 0207,22. 1423,10) 
statt / d„y setzt, so“. 

8.177, 2.8 (207, 2.19): „Gesetz“. 

8. 177, 2.11 (207, 
„jeden“. 

8. 177, 2. 211. (207, 2.3 v. u.): „hier- 
bei ist zu‘. 


(205, 8.17£.): „zuge- 


8.178, 2: 7-(208, 2.10. 8,.0190°4,20 
hören“. 
8.178, 2.9 (208, 2.8 v.u.): „ein 


entsprechendes‘. 
8.178, 2.11 (208, 2.6 vu.) „ge- 
hörige“. 


ZNTAE NoAe), 


8.178, 2.5,3 v.u. (208, 2.5,3v.u.): | 
„Es ist zu erinnern‘; „sich in zwei- | 
| „Integralen‘“. 


fach‘. 

S. 178, 2.19f. (209, Z. 10): „endliche 
Zahl‘. 

S.178, 2.25—27 (209, Z.16—19): 


„so wird jedem... und zwar solldie... 


sein. Als nun“. 


| 
| 
| 
| 
| 
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8.178,.2.11, 8 v.u. (209, 2.15, 11 
v.u.): es fehlt: ‚zu‘; ‚einen ebenen 
Büschel. 

8.179, 2.12, 25f. (210, 2.4, 19): 
„nach $ 16, 42°; „Ebene ($ 16, 42)“. 

S.179, 2.21 (210, Z.14): ‚„endliche 
Zahl“. 

8.179, 9, 8v u @IO 6 
13 v. u.): „läßt die Gleichung . . . 
Ebene sich auch folgenderweise‘. 

S.180, 2.3 (210, 2.3 v.u.) fehlt: 
von. 

S.180, 2.10 (211, Z.4): „in einem 
gegebenen“. 

S.180, Z.13£. (211, 2.7—9): „habe. 
Als es mir doch, wie ... welche ein be- 
züglich zwei“. 

BIRO 2:0, Seh vu (218. 229,% 
v.u.): „Betrachtungen machen‘; „En- 
velopp-Complexes‘‘, so noch mehrmals. 

Ss.181, 2.15 (212, Z. 1-6): 
„schneiden sich nehmlich ... läßt der 
Envelopp-Complex A sich auffassen ... 
Complexe gehören ... unter A’s Ge- 
raden solche ..., so ist es klar“. 

S.181, 2.9 (212, 2.10): „viele“. 

S.181, 2.22 (212, 2.22): „von der“. 

9181, 2.14 v.u 2123, 72. Wu u) 
iehlt: ‚von. 

S-181.r 2.0. vous: 
(8 21.50). 

S.182, 2.1 (213, 2.7): ‚elementare‘. 

S.182, 2.6 (213, 2.12): „gelöste“. 

8.182, 2.11, 5, Zv.u. (218, 2.12, 
6, 3 v.u.): „lineare D,,“; es fehlt: 
108: „Krümmunsslinie dieser 
Flächen‘. 

8: 182, 2.16, 13 v. u. (214,2.6, 10) 
„Es soll aber‘‘; ‚Ferner sollen“. 

8. 188, 2.1f. (214, 2. 12£.): „somit 
geführt auf ... Problem: alle“. 

8.188; 2.182 @l4 25 vu) 


(212, 41 vu: 


8.188. 2 1 vn, ZT vu), 
Es steht pg., ohne die Seitenzahl 112f. 
S.183, 2.15,12,11v.u. (215, 2.2, 5): 
„konstanten“; „Kugeln, dıe Punkt- 


| kugeln nehmlich“. 


Abhandlung XII 


S.183, 2.3 v.u. bis 184, Z.1 (215, 
Z. 13—15): „Linien-Raum“; „und da- 
bei‘; „Punktgebilde, andermal“. 

8.184, 2.2f., 6f. (215, 2.17, 20£.): 
„beide dreigliedrige Gruppen 
linearer Complexe‘“; „Gruppe ge- 
hören“; „conjugierte“. 

S. 184, Z2.3,2v. u. (216, 2.3,2v.u.): 
„Fläche gehören‘; „Direktricen-Paar“. 

S. 184, Z. 22—24 (216, Z. 6-8): 
„natürlicherweise ... offenbar finden 
sich zweifach unendlich viele solche in 
jedem allgemeinen Integrale“. 

S.184, Z. 26f. (216, Z. 9—11): „man 
eine lineare D,, aus jedem allgemeinen 


Integrale nimmt, so besitzen dieselben 

.. . Integralflächen“. | 
S.185, 2.1 (216, 2.13f.): ‚deren 

Direktricen-Paar“. . 

S.185, 2.11£. (216, 2.13—11v.u.): „ist | 
nun mit... also geben unsere frühere‘. | 

318.278 WE. 017 21.5) | 
„Schar Kreise und‘; ‚ein bezüglich‘. 

8.185, 2.2v.u. (217, 2.2v.u.): „ließ“. | 

3.185: 2.12.10: vu. 2177 7.40, 
13): „alle mögliche‘‘; „„Bild’s‘“. | 

8.186, 2.13 (218, 2.1£.): „zu an- 
wenden“. 

S. 186, 
fallene‘‘. 

S.186, 2.22 (218, 2.11): „werden | 
nun durch‘. 

5.486..4 3 vu.108: 23 9.U): 
„Keinesweg in“. 

8.186, 2.7 v.u. (218, 2.15 v.u.): 
EB Baht, anna: | 

8.187, 2.2f., 8 (218, 2.9, 4 v.u.): | 
„der Differentialen‘‘; ‚für einen parti- | 
kulären‘“. | 

5.181, 22,190 019, 42 yiu)e 
„Paragraphs‘“. 

3.187, 2.14, 16f. (219, 2.6, 92): 
„einen ebenen‘; „alleelementare... 
für einen verschiedenen“. 

5.187, 2.16 v.u. (219, 
„(2 = 0) genügende Kurve“. 

8.187, 2.11, 10 v.u. (219, 2.16, 
15 v. u): „Differenz dasselbe 


7.18 (018, Z.%: 


„Zzer- | 


2.15): | 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. 


| „erkennen, daß, wenn ... 


Bil 
Werth ... Läßt nun (z=0) sich 
nicht“. 

8.1897, 2.9. v.u. (219, 219 vu): 
„(= 0) genügt, und“. 

8.187, 2.6, 4,3, v.u. (219, 2.10, 
8 v.u.): „bleibt zur Untersuchung der 
Fall, daß“; „‚besteht nun“. 

S.188, 2.4 (219, Z.3 v.u.): „Kreise 
sind‘. 

S.188, 2.6, 8 (220, Z.2, 4): „einen 
Büschel‘‘ ; es fehlt: ‚‚von“. 

3188, 2,15 (220,72.12): 
statt: „58“. 

S.188, 2. 18f. (220, 2. 15f.): „zugibt, 
so kann dasselbe ... werden, und‘. 

8.188, 2.10 v.u. (220, 2.11 v.u.): 
„alle mögliche“. 

S.188, 2.6—3 v.u. (220, 2.6—3 


„09“ 


v.u.): „zweier partiellen ... Raum 
durchzuziehen Gleichungen ge- 
hören“. 

>, 188,:2,8, 1 vu; 189,2. 1°7(220, 
2.9—7 v.u.): „zuordnet — gemein- 
samen haben, entsprechend. 
Wählt“. 


S.189, Z.10—13 (221, Z. 11—14): 
varliert, so 
erhalten wir, allen Werten ... Kon- 
gruenzen, deren‘. 

».189 2, 14.:v20, (228, 2.9 vo) 
„zu anwenden‘. 

>,189,..2,9° 7,0, 1221, 4,3 wu: 


| „jedem“. 


S.190, 2.2 (222, 2.8): „folgender- 


ni [23 
| weise . 


S.190, Z.11f. (222, 2. 18f.): „Kom- 
plexe C, der... unter A’seinfach... 


 Tangentialkomplexen in Q“. 


3.190, Z.16f. (222, 2. 28): „daß 
4’s Integralflächen unsere D/, genügen“. 

S.190, 2.19 (222, 2.10 v. u.): „ohne- 
dies ein‘. 

S.190, 2.29 (223, 2.1): „außer der“. 

S.191, 2.2 (223, 2.9): „bildet den 
Ausdruck“. 

S.191,. 2.8 (223, 2.15): ‚unserer 
linearer‘‘. 
I 33 
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S.191, 2.15 (223, 2.11 v. u.): „Inte- 
gral zugibt‘, 

8.191, 2.18 (223, 2.8 v.u.): „60“ 
statt: ‚59. 

S.191, 2.15—13 v.u. (223, 2. 5—2 
v.u.): „müssen dabei ... stehen, so 
bilden die Direktricen-Paar 
Vjerseit. Es“. 

S.191, 2.8,5, 4v.u. (224, 2.4, 8): 
„gehender Kreis‘; „die bezüglich“. 

S. 192, 2. 3—5 (224, Z. 15—17): „ent- 
hält, ohnedies ... @’ und Q”, welche 
Q ... berühren, gehören. Indem“. 

S. 192, 2.7—9 (224, 2.19, 20): 
„enthalten ohnedies, ... Mehr kann es‘. 

S.192, 2.21 (224, 2.2 v,.u.): „sein 
müssen‘. 

S:1093 2.18.4715 9.4.1229, 72:1, 
2,4): „S gehören‘; „unendlich vielen‘; 
esfehlt: an- 


Die Abweichungen dieser Ausgabe von den ersten Drucken 


S. 195, 2.17,15 v. u. (228, 2.17, 19): 
„mittelst‘“. 

S. 196, Z. 2f. (229, 2. 2£.): „gestattet, 
so ist dieses... Fall. In“. 

S.196, Z.4f. (229, Z.4): „Inbegriff 
von Kugeln“. 

S.196, 2.2,1v.u. (229, 2.2,1v.u): 
„sich auch nach ... mir finden“. 

S.196, 2.10f. (229, Z.11f.): „oder 
als... Fläche sich auffassen‘“. 

S.196, 2.16, 12, 11 v.u. (229, Z.10, 
6, 5 v.u.): „wir zunächst‘; „Nun ist 
es eben nach diesen Gesichtspunkten, 
daß die metrische‘“. 

8.197, 2.2, 5 (280, 2.7, 10): „fol- 
gende Form“; „läßt die Fläche (1) 
sich“. 

5.197, 2.15 (280.2.15 v.0.): „ons 


‚ sprechenden Ausdrücke“. 


8.192, 2.4 v.u. (225, 2.15): „Direk- 


tricen-Paar'. 


3.193, 2.15 u... 226,.2.5). „so. 


gelten die folgende Gleichungen“. 

8.199, 2.93,.1:025, 2 I4 7. uU: 
„Paragraphs“. 

S.194, 4.2 026.2. 8. v. 092,81 
statt: „816°“. Von hier ab (Nr. 60) 
sind im ersten Drucke die Nrn. wieder 
richtig. 

S.194, 2.6, 9 (226, 2.5, 4,2 v.u.): 
„wird dadurch‘; „besitzen; es‘. 


8.197.272: 18 v.u. 290, 2 10 vu: 
„— de(a—b)‘ und: „+ d(4ab—...“ 

8.197, Z.11 v.u. (280, 2.8 v.u.): 
„schon früher wissen (60). 

8.197, 2.4 v.u. (231, Z.1) steht 


3 WC 
zweimal: „V .dzt“. 
ac 


3.198, 2.411 (281, 2.16): „auch 
nun“, 
9.198,02. 10 va. 232,2. 3) 
| „noch 9°. 
S.198, 2.8, Tv. u. (282, 2. 8£.): 
 „Durchschnitt-Kegelschnitt“, ebenso 


9.194, 2.12 (227, 2.2f.): „werden, | 


und demzufolge“. 


S.194, 2.20 (227, 2.11): „Kongruenz 


gehören‘. 

S.194, 2.16 v.u. (227, 2.15): „lie- 
gen. Als nun“. 

S.194, 2.11 v.u. (227, 2.20): „ge- 
hören und“. 

S.194, 2.4,3 v.u. (227,2.83v.u.): „in 
Raume‘“. 

S.195, 2.13, 15 (228, 2. 7f.): „zwei 
zusammengefallenen‘; „treffen 
ohnedies‘“. 

S.195, Z. 20—22 (228, 2. 14f.): „dar- 
stellt, so besitzen die ... Singu- 
laritätenfläche‘“. 


später. 

8.198, Z.3,2 v.u. (232, Z. 9f.): 
„oder endlich in... berühren“. 

S.199, 2.3 (232, Z. 13): 
statt: ‚sechs‘. 

8.199, 2.5 (232, 2. 16): „zerfällt 
nun‘. 

8.199, 2.79 (282, 2.19f.): „be- 
rühren (6), oder nur die eine berühren; 
es... Linien g sich in“. 

S. 199, 2.12, 13 (232, Z.12, 11 v.u.): 
es fehlt „an“; „aY*“ statt: „bY?“. 

3.19,:.2.15 1232, 2.9 vu): 
„tabzt“ statt: „Sabzt“. 

9.199, 2.8 v.u. (238, 2.12): „25“ 
statt: „26°. 


a 
„fünf 


i 
1 5 


$, 
1 
5 
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8,200, Z.7 (233, Z.13 v.u.): „Theorie 
partieller“. 

S. 200, S.17 v.u. (234, 2.2): „Para- 
graphe‘. 

S. 200, 2.16, 15 v.u. (234, 2. 4f.): 
„Problem: die geodätischen ... zu 
finden, zurück. Endlich“. 

S.200, 2.13, 12 v.u. (234, 2.7£.): 
„abhang; die Form... Differentials war 
esmir... gelungen, zu bestimmen, als‘. 

S.201, 2.13—11 v.u. (235, 2.15 
bis 17): „richtig war, so mußten für 
die dreifach ... zweier D,, jJedes- 
mal die‘. 

S.201, 2.8, 7 v.u. (235, 2.15, 14 
v.u.): „wenn für die dreifach... 


Flächen-Elemente jedesmal die charak- | 


teristische‘“. 

S. 202, 2.1 (235, 2.7 v. u.): „Normal- 
Kegeln“. 

8.202, 2.7.2385, 2.1 v.u.): 
zeugende, der Länge gleich Null ist, 
haben“. 

5.202,.2.13 (236, 2.6): „und PA 
Bildliniel. Die“. 

S8.202, 2.6 v.u. (286, 2.9 v.u.): 
„gehören der“. 


ı sollen wir ... 


„Er- | 


S. 202, 2. 16f. (236, Z.10f.): „Kom- | 


plexkegelschnitt, dessen ... enthält, be- 
rühren“. 

S. 202, 2.18f. (236, Z. 11—13): „Ge- 
rade g sich in... 


mit der‘. 


en | 
nurın Ls vier ...p, | 
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S. 203, 2. 9—13 (237, 2. 9—14): 
„offenbar finden sich ... orthogonale 
Ebenen, den drei ... enthalten, ent- 
sprechend. Man ... berühren, solche 
nehmlich ... für Punktkugeln‘“. 

8.203, 2.1 v.u. (237, 2.1 v.u.): 
„Ohnedies gehört‘. Es fehlt an“. 

S.208, 2.14 (237, 2.15) fehlt: 
„von“. 

S. 203, Z. 20f. (237, 2.21£.): „Ortho- 
gonalsystem‘; „gehören“. 

S.203, 2.18 v.u. (237, 2.13 v.u.): 
„zu Koordinatensysteme“. 

S.203, 2.17 v.u.; 204, Z.1f. (238, 
2. 1£.): „läßt die... ist, sich folgender- 
weise schreiben‘. 

S. 204, 2.4 (238, 2.4): „liegt darin“, 

S. 204, 2.6—8 (238, 2.7—10): ‚so 
Schar, Kegel ... Er- 
zeugende, und zwar ... schneiden, ge- 
mein haben. Die“. 

S. 204, 2.10 (238, 
jenige konfokaler Kegel“. 

S.204, 2.13 (238, 2.14): „Nenner 
soll nur“. 

8.204, 2.42 v.u. (2388, 2.42 v. 
a--c 
b-+c 


22 12) 2,,.dıe- 


u.): „eines folgenden Ausdrucks 


war, dabei ... abhang“. 
S. 204, Z.13—10 v. u. (238, 2. 12—8 


' v.u.): „so zerfallen alle dem ... zuge- 
 hörigen elementaren ... nur eintreffen, 
wenn ... Orthogonalsystem gehören‘. 


S. 202, 2.11, 10 v.u. (236, 2.14, 13 | 
v. u.): „Systeme Haupttangenten be- | 


züglich ... Komplexen gehören“. 

9,202. 2.1 vu 208.216 vu 
(236, 2.4, 3 v.u.): „zugehörigen Kon- 
gruenz‘‘; „von Doppeltangenten“. 

8.203, 2.12, 11 v.u. (237, Z.11v.u.): 
„finden sich“. 

9.208,:.2.7: 6 9.11.7237, 2.7.86, 
5 v.u.): „Fläche gehören‘; „bezüglich 
den ... Kongruenzen gehören“. Lie 
schreibt: „unendlich viele Hyperboloids‘ 
und: „Hyperboloids-Scharen“. 

S.203, 2.6 (237, 2.6): „aber nicht 
darauf näher“. 


S.204, 2.6, 5 v.u.; 205, 2.1 (238, 
2.5 v.u.; 239, Z2.1£.): „in denselben 
doppeltzählenden nur eintreffen 
wenn der Punkt 4 sich auf‘. 

S.205, 2.6 (239, 2.7): „daß also 
(1) sich folgenderweise“. 

S.205, 2.14 (239, 2.15): „die aus 
(2) sich herleiten“. 

8.205, 2.10 v.u. (239, 2.6 v.u.) 
fehlt: ‚‚die“. 

8.205, 2.8 v.u. (239, 2.5 v.u.): 
„Anschluß zu dem Vorangehenden“. 

S. 205, 2.2, 1 v.u. (240, 2.2): „Aus 
drucke“. 
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S. 206, 2.8, 7 v.u. (240, 2.7 v.u.): 
„ich f,’s Haupttangentenkurven mit- 
telst F,’s Krümmungslinien‘“. 

S.206, 2.12 —14 (240, 2. 14—16): 
„n-ter Ordnung, die f,... berührt, 
ab. Beispielsweise geben F,’s 16 Ge- 
rade, aus denen jede fünf‘, 

S.206, 2.15 (240, 2.17): 
Büschel‘“. 

3: 206,:.2.8,°2 
v.u.): „Komplexes, dessen ... 
nehmen‘. 

S. 207, 2.12 (241, 2.13 v. u.): „wenn 
(H = 0) als einen Komplex“. 

S. 207, 2.15 (241, 2.9 v.u.): „mit- 
telst‘. 

E20 2 Dev. SA Eu: 
„es doch für‘. 

S.207, 2.8 v.u. (242, 2.8): „Punkts“. 

Ball u. a 7. Li): 
„Gruppen auf 32“. 

5.208, 2.7 (242, 2.19) fehlt: ‚„‚noch“. 

S.208, 2.10f. (242, 2. 22£.): „Stu- 
dium von Linien-Congruenzen, die... 
Complexe gehören, entsprechen“. 

3.208,:2.351. (8.282, 25 
„ausgezeichnetes“. 

S.208, 2.20 (243, Z.5): „dessen“. 

S.208, 2.13, 12 v.u. (243, 2. 12£.): 
... diesen Transforma- 


„jeder 


vu. (240, 2.3,.2 
18t, zu 


v.u.): 


„bilden, wenn 
tion“. 

S. 209, 2.3 (243, 2. 16) fehlt: ‚sich‘. 

3.209, 2.14 v.u. (243, 2.3 v.u.): 
„Schaar Kummersche“, 

5.209, 2.8—6 v.u. (244, 2.8, 7,6 
v.u.): „so läßt die Kongruenz- 
schar sich immer ... linearen Kom- 
plex‘“. 

3.209, 2.2,1 v. u. (244,2.1v.u): 
„mit n“. 

Ss. 209, 2.20 (244, 2.8): „vielen 
Weisen geteilt werden‘. 

5.210, 2.6 (244, .2.21): 
graphs‘“. 

S.210, 2.6f. (244, Z.21f.): „Kom- 
plexschar als ein Analogon im Linien- 
Raume von den‘. 


„Para- 


a 
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5.210, 2.9 (244, 2.24): „zugleich 
nach“, 

5.210, 2. 14f. (245, 2.2): „Systeme 
Linienkomplexe‘“. 

S. 210, 8.21 (235, 2.10): „unter der . 
Zugrundelegung“. 

8.210, 2.3, v.u. (245, 2.3v. u): 
„in 1868‘. 


XHa. 
S. 212, 2.22f. (367, 2.13—15): „sont 
les ... oules ... sont les“. 
S.2138, 2.6 v.u. (421, 2.9 v. u): 
„während die Herren‘. 


XII. 


Die alten Nrn. sind jetzt Paragraphen 
und mit Überschriften versehen. Die 
Einteilung in die Nrn. 1—25 ist neu. 

216. 7.5.92: 2.32, 31 vu): 
„Koordinaten (x,) (F = 0) genügen“. 

B216.,2,4111092,,2. 3.2. 9.0) 
„folgenderweise‘“. 

S. 216, 2.7, 6 v.u. (193, Z. 10—12): 
„ich über Richtung ... ich dabei 
einen ... Element zu“. 

B217, 22.1198.,2.8. 2.0202): „für 
gemeinsame“. 

S. 217, 2. 3£. (194, 2.1, 2): „für eine 
jede orthogonale“. * 

S. 217, 2.6 (194, 2. 3): 


i-en i=n 

I > FRA SS EA 66 
„ PO E , >= A; 0 . 
i=1 i=1 


S. 217, 2.15 (194, Z. 14): ‚„folgender- 
weise‘. 

S. 217, 2.8, 7 v.u. (194, 2.3 v.u.): 
„von allen dx“. 

S. 218, 2.2f. (195, 2.10): „folgen- 
derweise ... und hierbei“. 

8.218, 2,7: (195, 2.15): 
lich‘, 

S.218, 2.10 (195, 2.10 v.u.): „fol- 
genderweise‘“. 

8. 218, 2.14 (195, 2.5 v.u.): 


ien 


% “ 
” Ci T%T, » 


i=1 


„bezüg- 


8.218, 2.4 v.u. (196, Z.5 v.u.): 
„bis hier auseinandergesetzte“. 

8.218, 2.8 v.u. (196, 2. 11f.): 
„folgenderweise‘“. 

8. 219, 2.8,5 v. u. (197, 2.7,4 v.u.): 
Das „geführt“ steht an der zweiten 
Stelle, vor: „und also“. 


76 (IR, 2.111): „M._, 
die jede“. 

S.220, Z.7 (198, Z.14): „folgender- 
weise‘. 


8: 220, 2.9 (198, 2. 16): (da), 
da), ..., de). 
8.290; 2.132-(98,. 26, © 8.3.): 
Statt der beiden Gleichungen; 
I x,d2,#-9=0, IX,dat)—0 
steht bloß die eine: 
i=n—1l 


> X; d z,(®) —A0R 


i=1 : 


S.220, 2.15 (198, 2.4 v.u.): „als- | 


dann der Ausdruck‘. 

8.221, 2.9 (200, 2.1): „und ohne- 
dies die“. 

5.999 7.1.2 10200, 24.2 ve) 
„nun R,4ı ; „Transformationen, und“. 

8. 222, 2.5 (201, 2.1): 


jen+tl jen+l 

E ren’ 
5» a;—1, Days — 0“. 
j=1 j=1 


3/229..7.411 001, 2.7123:7,1n den 
entsprechenden Ausdruck“. 

3.093 ZU 201,200 .U): 
„von, 

S. 223, Z. 5, 9 (202, Z. 13, 19): „gehen 
nämlich‘; „Verhältnis“. 

8.0898 2135 70202 28 vu). ‚En 
velopp-Gebilde‘ ; so noch mehrmals. 

3.2898. 213 v.u 202 2. 1vwu): 
„von Ra,, » 

8.223, 2.1 v.u. (203, 2.15): „Num- 
mer 3“. 

S. 224, 2.Tf. (208, 2.6 v.u.): „von 


Rarı ; „welche (Yı, Ya, -- +» Yazı) 
ebene“. 
S. 224, 2.13 (204, 2.2): „folgender- 


weise‘, 
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8.225, 2.6f. (205, 2.8): „Dimen- 
sion-Zahl‘“. 
S. 225, 
+y"=0. 

8. 225, 2.22 (205, 2.5, 4v.u.): 
»Yı,» Ya, Ya Centerkoordinaten, y,ı Ra- 
dius sind“. 

S.226, 2.3 (206, Z.17): „Raumes R,“. 

S.227, Z.1 (207, 2.2 v.u.) fehlt: 


2.20 (205, 2.7 vw) 


„von“. 
S.227, 2.3 (208, Z.1): „gehören 
die“. 


8.227, 2.8, 17f. (208, 2.9. v.o., 
10, 9 v.u.): „folgenderweise“. 

8.227, 2.3 v.u.; 228, Z.1f. (209, 
2.5, 8): „wenn alle‘; „aufgefaßt wer- 
den, ein‘. 

S. 228, Z.7 (209, Z. 15): „von“ statt: 
„der“. 

5 998.:2,.2 v.u:.0009 AS Vu) 
ınn.b.. 

IV. 

299, 2.12, 13£. (50, 2.9, 11): „aller 
solcher‘‘; ‚die sie in“. 

230, 2.9 (51, 2.8): „gehörigen Be- 
wegungen“. 

2302 22.9 v2. 
„Ie70, 2. 

950.29 1 vu (1, ZEV) 
„der Komplexe“; „Ann. II, 3". 

231, 2.14 (52, 2.9): „einfach bez.“. 
So steht im folgenden immer „bez.. 

233, 2.20 (54, 2.12): „bez. mit 
der X- und Y-Achse“. 

234, 2.2, 3 (54, 218 17 vu): 
„zur X-Achse“ ; „Die Y-Achse“. 

82084. 2.5 (54. 2.10 wu). „kor- 
mel“. 

S.234, 2.9. (54, 2.120, 9 v.u.): 
„X-Achse enthalte‘; „„Y-Achse sei‘. 

8.9284: 7,12 vu. (55,:4.17): „Kor 
mel“. 

8.234, 2.2 v.u. (55, 2.28): „einer 
ihrer Länge proportionalen“. 

S. 237, 2. 8 (57, 2.16 v.u.): „selben 
dem‘, was aber auch verdruckt sein 
kann für: „selber dem“, 


(51, 2.2 „v..0.)« 
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8. 237, 2.10f. (57, 2.18, 12 v.u.): 
„(Zur Theorie der ternären Formen ... 
Variabeln. t. I, 3.)“. 

S. 237, 2.13 v.u. (58, 2.16f.): Die 
Bezeichnung (8) fehlt. 

3.288, 2,9 vw,.u. (59, 2.19): „von 
vorne herein“. 

9.239, 2.31 159.214 13v. u). ur 
sprüngliche Gleichung“ ; ‚in derselben“. 

S.240, 2.3 (60, 2.16 v.u.): „Glei- 
chung IV“. 

5.240, 2.9, :11:(60, 2.10, 3 v;n.): 
‚„X-Achse parallel“; „der X-Achse“. 

S.240, 2.13 v.u. (61,2.9):,‚demeben“. 

8.241, 2,19 (62, 2.1): „mut der- 
selben Kurve“. 

3.246. 25 9.0..167,.2.12): „zur 
X-Achse“. 

S.249, 2.8 v.u. (70, 2.3): „wir, 
weil bei‘. 

3.2592. 2.14. 3 v.u (2,4141 
v. u.): „eine Kurve @ entsprechen‘; 
(15) & = ann, Y=bp". 

S. 253, 2.3, 4 (72, 2.5,4v.u.): 
(16) N So A 1 
(17) =, y=P. 

S. 253, 2.11 (73, 2.8): „der 9. Num- 
mer‘. 

S. 253, 2.12 (73, 2.9): „Anfangs- 
punkt z,, y und‘. 

953 3 V.1u.. 113; 
„Eentwickelungen“. 

3:9253,.2.8 v.u (88, Zisa vu): 


Ze ıS2290): 


{ea he u Er 
( Bene | a 
S. 254, 2.11-—6 v. u. (74, 2.13 


bis 16): „In unserem Falle hat man nun 
offenbar: 


02" "lea m)’ 
ARE Em, 4 
7 lyy'm)’ 
und 
Op ER op 
dee d(2za2’=m)’ 
op , op “ 
=, = —myy "TI —— 
Y : Du 9) 
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S.255, 2.16 (75, Z.1): „der Glei- 
chung (15)“. 

8.256, 2.46 (75, 2. 23—25): 
„Punkt von C gehen ..., welche C” be- 
rühren. 

S. 256, 2. 8-10 (75, 2. 27—29): 
„Mithin wird C’ auch ... Punkt die 
Kurve C durchläuft... © die Kurve C’“, 

S.256, 2.14 (75, 2.8 v.u.): „ent- 
haltenen besonderen“. 

S. 256,2.10,9v.u. (76, 2. 6£.): „n.18°; 
„der Gleichung (14)... derselben‘. 

8.257, 2.3 (76, 2.18): „nn. 18”. 

8:257, 2.8 9.0.1706, 45 vu): 
„bleiben bei der Transformation nun“. 

S. 257, 2.18£. (77, 2.3): „und setzt 
man gleichzeitig statt x (— r), so“. 

3.258, 2.21 77, 2.9y.u): „im.18.) 
allen Punkten der“. 

3.258, 2.24 (77, 
„unter anderen‘. 

S. 260, Z. 13—15 (79, Z. 11—18): die- 
jenige Gerade zu, welche diejenigen drei 
Punkte enthält, in denen die Seiten“. 

S. 261, 2.8 (80, 2.4): ‚‚daran, weil wir“. 

S. 262, 2.9—6 v.u. (81, 2.22, 24): 
„Parallelen zur X-Achse und das‘; 
„Substitution y = xt; t ist dabei ein“. 

S.263, 2.17 v.u. (82, 2.11): „aller 
solcher‘. 

S. 263, Z.11 v.u. (82, 
riabelen‘‘. 

S.264, 2.14f. (82, Z.1 v.u.; 88, 
2.1): „Funktion von &, & als“. 

S. 264, 2.19 (83, 2.5): 


ZB), 


2. 17): 388 


d Er 
9 I)“. 
8.265, 2.8, 2 v.u.; 266, 2.2 (84, 
7.18, 21): „Geraden schneiden“. 


xXV. 
S.268, Z.4 (8, 2.5): Im ersten Drucke 
steht richtig: „oo? algebraiske Flader“‘. 


XVI. 

Die Einteilung in die Nrn. 1—29 ist 
neu. Lies ursprüngliche Nrn. 1—3 sind 
jetzt Paragraphen und mit Überschrif- 
ten versehen. 


Abhandlung XIV—XVI 


8.271, 2.7. (535, 2.15, 14 v.u.): 
„scheint in den... Mathematikern sich 
dargeboten“. 

8.271, Z.14f. (535, 2.5, 4 v.u.): 
„ganz andere Richtung als die meinigen 
zu gehen.“ 

8.272, 2.5 (536, 2.14 v.u.): „von 
Ru, - 

S.272, Z2.10—8 v.u. (536, 2.5—2 
v.u.): „glücklichen Zweifel bezeichnen, 
daß, obgleich ich ... nicht kannte, ich 
in derselben“. 

8.272, 2. 17£. (537, 2. 14—16): „auf 
welche die... 
sich anwenden“. 

8.272, 2.20 (597, 2.19): „N ge- 


ringer oder‘. 
8. 272, 2.17, 16 v.u. (537, 2.15, 14 
v. u.): „‚Orthogonalsysteme, welche 


Theorie durch“. 

8. 272, 2.3, 2 v. u. (537, 2.3, 1v.u.): 
„daß die dritte Nummer eine‘; „beiden 
ersten Nummern“. 

S.273, 2.4£. (538, Z.4f.): „folgender- 
weise‘. 


. 1869 gegebene Operation | 


9.273, 2.16 (538, Z.17): „ich es | 


fanden“. 

5.9278. 2.8.9.u.1(599,. 2.31.) „und 
darnach nach“. Das [nämlich] hätte ent- 
weder nicht hinzugefügt werden sollen 
oder statt seiner: [dagegen]. 

S.274, 2.6—3 v.u.: Diese Anm. 
steht im ersten Drucke auf S.538, 
unten, im Texte fehlt aber die Ver- 
weisung darauf. Ich habe diese Ver- 
weisung S.274, Z.1 (539, 2.13) an- 
gebracht. 

S. 274, Z. 4 (539, 2.18): „Werte A,“. 

S. 274, 2. 23, 25, 30 (540, 2.8, 10, 
19: „u R,.; „n.hy ; „uch, 

S. 274, 2.1 v.u.: 275, 2.18, 16, 15 
0.1540, 323,7, I > uU) in 
Bu, „maR, ;„er.ob auch“; „in R;“. 

8.274, 2.8 v.u.; 275, Z.1f. (540, 
2.18; 541, Z.1): „wählen kann, so 
wende ich‘; „Punkt in R, an. Als“. 

S. 275, Z. 10 (541, Z. 11): „Envelopp- 
Komplex‘, so auch nachher. 
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S. 275, 2.13 (541, Z.16): „und zwar 
einer“. 

8.275, 2.9, 8,5 v.u. (541, 7,5, 
1 v.u.): „in Rx; „m Bu; „in A, 

S. 275, 2.21 (542, Z. 3) fehlt: „von“. 

3.276, 2.20 (542, 2.6 v.u.): „in 

S. 276, Z.11 v.u. (543, Z. 13): „sind. 
Ohnedies‘“. 

S. 276, 2.5, 2 v.u. (543, 2.15, 11 
v.u.): „werden, indem“; „in Ry“. 

S. 277, 2.1 (543, 2.8 v.u.): „folgen- 
derweise“. 

S.277, 2.9, 12, 26 (544, 2.6, 11 
a0, A sm) sin). 

9.0277, 2.11, 6 v.u.; 278, 2.1 (545, 
718 Lem, 
Rn 

SE 1 ER En N TR u 5 
Z.12f.): „welche Darboux’s Operation 
sich anwenden‘. 

S, 277,2.3 v.u. (545, 2.12, 11 v.u.): 
„Reihe (Cfr. Nummer 2)“. 

8.278, 2.3 (545, 2.16): „kreisför- 
mige‘“. j 

S.278, 2.6—8 (545, 2.18—21): „In 
der vorangehenden Nummer habe... 
insofern einen gemeinsamen Charakter 
mit der Darbouxschen haben ... in 
BR. 

S.278, 2.6—1 v.u.: Auf diese Anm. 
wird im ersten Drucke S.545, Z.17 
(jetzt S.278, Z.4) verwiesen, wozu sie 
gar nicht paßt. Ich verweise daher auf 
sie $S. 278, 2.10 (545, 2.13 v.u.). 

8.278, 2.5 v.u. (545, 2.7,6 v.u.): 
„der sich, ob auch .... folgenderweise“. 

S.278, 2.13 (546, Z.3f£.): „Reihe 
Operationen anzugeben. Dieselben schei- 
den“. 

S.278, Z.15—13 v.u. (546, 2.13 
bis 10 v.u.): „in R,_, gehören ... 
M„_., bestimmen, auf welche Darboux’s 
Operation sich anwenden läßt“. 

S.279, 2.3 (547, 2.4): „auf R,“. 

S. 279, 2.7—9 (547, Z. 10—12): 
„kann man erinnern, daß ich in der 
ersten Nummer. . . Operation gegeben“. 


‘“s 
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S. 279, Z.14f. (547, 2.16, 15 v.u.): 
„auf R, erweitern läßt, die sich noch im 
anderen‘‘, 

S.279, 2.16f. (547, 2.13, 12 v.u.): 
„Note, ob auch dies nicht in... Dar- 
stellung ersichtlich ist“. 

8.279, 2.20, 23 (547, 2.8, 4 v.u.): 
„bilden. Auf‘; ‚auf So“, 


8.279, Z.15, 14 v.u. (548, Z.1, 2): 


„die beiläufig‘‘; „auf R,“. 

8.279, 2.11 v.u. (548, 2.6): „zer- 
fallene‘“. 

„Wie dies sich auf R„ ... hinsicht- 
lich R;““. 

S.280, 2.4—7 (548, 2.9—5 v.u.): 
„Schar KomplexeF,...inR,..., daß 
die Darbouxsche Operation sich auf“. 

S.280, 2.8, 10 (548, Z.4,3,1v.u.): 
ish ch, 

5.280, 2.12 (549, 2.8): „von R,. 

572607 92 Ir: 


verse von der‘. 


und ein... denen % sich findet“. 

S.280, Z.11 v.u. (549, 2.10 v.u.): 
RE 

S.280, 2.9,8 v.u. (550, Z. 2f.): „der 
ersten Nummer in R„_ı eine Schar 
Kugeln“. 

3.280. 2: ey. 1.5281. 2,1: (368, 
2.5f., 7): „in R,„_,‘; „gehören kann.‘ 

S.281, Z.3, 4 (550, Z.9, 10, 12): 
von D.... z.,: und ame... mh, 

3.281, 2.4 (550, 2.11): .:M 
unterscheidet sich im ersten Drucke 
nicht von der vorher benutzten M„_,- 

S. 281, 2.8 (550, Z.17) fehlt: ‚von‘. 

S. 281, 2.13, 14 (550, 2.7,6,5v.u.): 
-ın ns Bat a SA 

S.281, 2.15 (550, 2.4 v.u.): „ge- 
hören kann“. 

S.281, 2.16 (550, Z.2 v.u.) fehlt: 
Ma 

S.281, 2.18 (551, Z.1): „in R, eine 
Schar Kugeln‘. 


ns 
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5.281, 2.20 (551, Z.4f.): „in R,_, 
die... Schar Kugeln“. 

S.281, 2.22, 24, 24 (551, Z.8, 10, 
11):,,Schar Kreise in‘ ; „Schar Kugeln“; 
„gehören, zu‘. 

S.281, 2.25, 26, 26 (551, Z.18, 18, 
14): „in R, ist"; „in R,_.‘:;Bcher 
Kugeln“. 

S.281, 2.28, 30 (551, 2.17, 19£.): 
„in R,“; „unter bestimmten Winkeln‘. 

9.281, 2.7 v.u. (551, Z. 21f.): „der 


=} 


' zweiten Nummer“. 
9:279, 2.23 9.9.6048. 2.192.) | 


(549, Z.10f.): „in 


B 2 N2090993, 2. le 5) Tehle- von. 
R,“; „Transformation von R, (die in- | ‚553, 2.1, 5) & 


S.282, 2.8 (552, 2.6): „wenn auch 
dieselbe nicht“. 

S. 282, 2.12 (552, Z.12): „gehören“. 

8.282, 2.3—1 v.u. (552, 2.4—1 
v.u.): Die Verweisung auf diese Anm. 
fehlt im ersten Drucke; ich habe sie 
S. 282, 2.17 (552, Z.18) angebracht. 

>. 282.7:16, 10.1: 9,0..1502, 2.11, 
1 v.u.; 553, 2.2): „gehören“. 


»- 


3.282, 2.15, 11, 7 v.u. (552, 2.10 


8.283, 2.3 (558, 2.18): „folgender- 


5.280, 2.197. (949, 2. 141.3: „nn BR; | weise‘. 


ı1f.): 


8.283, 2.9 (558, 2.13 v.u.): „I 
das“. 

S.283, 2.21 (554, Z.4): „der zwei- 
ten Nummer“. 

S. 283, 2.23 (554, Z. 8): „ob auch“. 

S.283, 2.15, 14 v.u. (554, 2.10, 
„bemerke dann zunächst‘; 
„Schar Flächen“. 

8.283, 2.10, 9 v.u. (554, Z.18—20): 


ı „anwendet, so erhält man eine Schar 


ı Flächen, die .. 


. gehören“. 

8.288, 2.7 v.u. (554, 2.16 v.u.): 
„darin“. 

8.284, 2.4 (554, Z.1 v.u.) fehlt: 
VON 
8.284, 2.6 (555, Z.2f.): „hervor- 
geht. So ist“. 

S.284, 2.7 (555, 2.4f.): „Beispiel 
scheidet“. 

S.284, 2.10 
allein so“. 

S.284, 2.15 (555, 2.16): „Ob man 
aber auch“. 


(555, 2.9): „nicht 


; 
; 
q 


8.284, 2.18 (555, 2.21): „oo!, 
welche“. Das hätte nicht in „oo!“ son- 
dern in ‚005‘ verbessert werden sollen. 

S. 284, Z.18 (555, Z. 22): „frühere“. 

S.284, Z.19 (555, Z.23): Im ersten 
Drucke steht richtig: „nur 10“. 

S. 284, Z. 22£. (555, 2.9 v. u.): „‚über- 
führt‘. 

S.284, 2.9 v.u. (556, Z.9) fehlt: 
se“. 

XV. 

Die Einteilung in die Nrn. 1—58 ist 
neu. 

8. 286, 2.9 (157, 2.8): „in 1872“, 

S.286, 2.16 (157, Z.8 v.u.) fehlt: 
„worden“. 

9: 286: 2217, 18.157, 27,0 vu): 
„selbstverständlicherweise‘‘ ; 
sieht“. 

S.286, 2. 19—21 (157, 2.5—3 v.u.): 
„alle reelle algebraische Minimalflächen, 
deren ... respektive nicht die... über- 
steigen, anzugeben‘. 


„weg- 


S.286, 2.4 v.u. (158, 2.8): „keine | 


andere‘. 

S. 287, 2.7 (158, 2.14 v. u.): „welche 
letzte doch‘. 

5.287, 2,3208 11582 2. 10° 7:0): 
„Diskussion von der‘. 

S.287, 2.12 (158, Z.8 v.u.): „unter 
umfassenden‘. 

8.287, 4.12, 11 vw.u. (159, 2.9: 
„Beziehung stehen‘. 

8.287, 2.8, 7 v.u. (159, Z.12—14): 
„Lage hinsichtlich zwei Tangenten ... 
angehören, haben. Alle... ohne weiter“. 

5.288, 2.2.1 vu (10, 2,2, 1v.u): 
„Flächen, so wie auch wenn“. 

S.288, 2.10 (160, 2. 7£.): „liegenden 
linearen Komplexen“. 

S. 288, 2.12 (160, Z. 10£.): ‚‚von allen 
Linienkomplexen‘. 

S.288, Z.14f. (160, 2.13): ‚daß 
die... Kurve sich“. 

B.298..2,.9 vu. (150; 2.8 v.U.) 
hätte gesetzt werden sollen: ‚‚Develop- 
pablen‘. 
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8.289, 2.8 (161, 2.8): „wo t ein 
Parameter bezeichnet, bringen‘. 

8.289, 2.15 (161, 2.16): „‚Sei jetzt‘. 

8.289, 2.2 v.u. (162, 2.2 v.u) 
fehlt: ‚so‘. 

S.290, 2.2 (162, 2. 8): „einPunktp“. 

S.290, 2.7 (162, 2.14): „entfernten 
Spitze‘. 

S.290, 2.12 (162, 2.20): „man nun 
den“. 

B.290,:2:163. (162, 2,10, I vu): 
„genügt, indem beide konjugierte 
Gerade‘. 

S.290, 2.22 (163, 2.2): ‚Develop- 
pabelen‘‘. 

S. 290, 2.9 v.u. (163, Z.12) fehlt: 
„von“, 

S.290, 2.7 v.u. (163, 2.14): ‚‚wer- 
den durch‘. 

S. 291, 2.5 (163, 2.6 v.u.): „haben 
jedoch die“. 

S.291, 2. 9£. (164, Z.4£.): „‚Integral- 
flächen, die... sind, haben soll“. 

S.291, Z.11f. (164, 2.6—8): „ein 
sehr ausgedehnter Fall“; ‚„Richtungs- 
kosinus‘‘. 

S.291, 2.17£. (164, 2.13): „Funk- 
tion gibt‘. 

S. 291, 2.19 (164, 2.15): „Punkts‘“. 

S.291, 2.23 (164, 2.18): ‚reel‘, 
so noch öfter. 

3.291, 2.2,1v.u. (164,2.2,1v.u.): 
„Falle, daß... ist, weg“. 

231. 25 u: (164, A 5 vu 
165, Z.1): ‚paarweise einander ima- 
ginär konjugiert‘“. 

5.292, 2.19, 17, 39.28 (165,2, 10. 
8,6,2v.u.) fehlt: „zu“. 

S.292, 2.17 (165, 2.9 v.u.): „daß 
diese Kurven sich“. 

S. 292, Z. 20, 21 (165, 2.5, 4v.u.): 
„denkbar wäre‘; ‚‚konjugiert wäre‘. 

S.292, 2.10, 8 v.u. (166, 2.1, 3): 
„Punkts“. 

8. 292, 2.7 v.u. (166, 2. 4). fehlt: 
VOR ; 

S. 293, Z.18 (167, Z. 8): „diskrete 
Zahl“. 
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8.293, 2.11 v. u. (167, 2.15): „Schar 
imaginär-konjugiert.‘“ 

8.293, 2.3 v.u. (167, 2.7 v.u.): 
„selbstverständlicherweise‘‘. 

S. 294, 2.3 v. u. (168, 2.3 v. u.): 
„Folgenden über die‘‘. 

S.294, 2.8 (168, 2.5): „Sei in“. 

S. 294, 2.10 (168, 2.7): „Punkts“. 

S. 294, 2.16f. (168, Z.15£.): ‚„Trans- 
lationsbewegung in die... Kurve wie- 
der über‘“. 

5.294, 2.7,5 v.u. (168, 2.5 v.u; 
169. 2.71): „Punkta'. 

S.295, 4.2 (169, 2.4): „anwenden, 
erkennen wir‘. 

9:298;.: 2.1 (110, 2.73: als 
imaginär konjugiert‘. 

9.296, 2,16 v.10,21171.2:.0): Ro- 
rollar aus dem nächstvorangehenden 
Satze geht‘. 

> 296, AB Ali 20ER) 
„beliebig vorgelegten“. 

38.296, 2.5 v.u. (171, 2.16) fehlt: 
SVvon.. 

3.296, 2:4 vn, (171,2.18): „Sei. 

S.297, 2.4 (171, 2.5 v.u.): „mich die‘. 

S. 297, 2.13 (172, 2.8) fehlt: „o“. 

3.297, 2.17£. (172, 2.14): „lassen 
diese Gleichungen sich“. 

PR a 
„welche die“. 

S. 298, Z. 14f. (173, Z. 13): „deren 
Ordnung“. 

m Ds wu lie 210 
bis 8 v.u.): „keine solche finden, die 
... Null, indem unsere‘‘. 

5.299, 2.6f., 11 (174, 2.12, 16): 
„durch ihre Schnittkurven mit“; ‚„‚aus- 
geführt wird“. 

5.299, 2.12 (174, 2.12 v.u.): „Hülf- 
Theorie“. 

S.299, 2.15, 15, 17 (174, 2.9, 8,7 
v.u.): „alle mögliche‘; „ausgeführt 
wird‘ ; „zweier algebraischen‘“. 

S.299, 2.18 (174, 2.5 v.u.): „Sei‘‘. 

S.299, 2.7 v.u. (175, 2.5): „Reihen- 
entwicklungen‘“. 


ve U, 
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5.300, 2.7 (175, 2.9 v.u.): Das 
Wort „höchstens“ hat Liein einem der 
Sonderabdrücke am Rande zugefügt. 

8.800, 2.9 (175, 2.7 v. u.): „eine 
oder beiden Kurven‘, 

S.300, 2.8 v.u. (176, Z.11): „zu- 
sammenfallenen“. 

8.300, 2.4 v.u. (176, Z.11 v.u.): 
„passenden“, So auch später. 

BO0l, Zu1L 9E28 Io 8 
4 v.u.): „ein Maximumswert‘‘; „liegt 
darin‘‘; ‚sind, indem die‘. 

5.301,.2.1,3.319.16,23 (0 21, 
3.7.18, 197): 


Dar statt: a 
q s 


Vgl. die Anm. zu $. 301. 
3,301. 2.32 vu: (177, 0 vu): 
ER 
9,30, 2.230. vu (IT ZB vu) 


‚ a Voss 
„Bap-a = Bon + Bo“. 


8.801, 2.9 v.u. (177, 2.7 vu): 
an 
8.301, 2.5 v.u. (177, 2.2 v.u): 

2p—q. 
a 
5.302, 2.1 (178, Z.4): „höchstens 


, 


.(2p — q)q Sehnittpunkte“. 


3.302, 2.6 (178, 2.9£.): „zusam- 
menfallen sind. Ebenso“. 

8.302, 2.17,15 v.u. (178, 2.4, 1v.u.): 
„(2pP — qQ)Q";  „zusammengefallenen 
Punkte“. 

S. 302, 2.10—8 v.u. (179, 2.4—6): 
„oder: pP (2p — q)q, womit‘. 

3.308,23 (119, Z1B vu) cu 
sammenfallen sein, im“. 

S.303, 2.4 (179, 2.12 v.u.): „ist 
daher von“, 

8.303, 2.5, 6f.,7 (179, 2.11—9v.u.): 
„Punkten einander“ ; „Punkt einander“ ; 
„zweite und nächst-letzte‘“. 

S. 303, 2.10, 12 (179, 2 6,4 v.u.): 
„folgenden erhält‘; ‚‚mögliche Fälle, 
indem einige“. 


Pz: 


Abhandlung XVII 


8. 303, 2.16 v.u. (180, 2.4): „An- 
wendet man... Sätze, so“. 

S.304, 2.1 (180, 2.6 v.u.): „ent- 
fernte‘‘. 

S. 304, 2.9 (181, 2.3): „Sei in“. 

5.304, 4.16 (181, 2.10): ‚„‚bestim- 
men, soll man“. 

06, 231, Ww.u. (18L, 219, 
12 v.u.): „so haben unsere Kegel für 
... Punkts q mp gemeinsame“. 

S.304, Z.1 v.u. (181, 2.2 v.u.): 
„diese Gerade‘. 

S.305,2.3 (182, 2.3): „Erzeugenden“. 

S.305, 2.11 v.u. (183, 2.5): „Mini- 
malflächen angab, und“. 

>.209, 2.8, 1.v.u. (1893, 4,81.,10): 
„Verdienste aus der Theorie‘‘; ‚‚alle 
reelle“. 

S.306, Z.4f. (183, 2.16): ‚„‚Monats- 
Berichte 1866 kürzlich‘. 

S. 306, 2.6 (183, 2.18): „Auffindung 
von allen“. 

S.306,2.11f. (183,2.10,9v. u.): „Me- 
thoden zweckmäßigst zu sein‘ ; „reelle“. 

8.306, Z.15, 14 v.u. (184, 2.5): 
„diesen Kegel‘. 

S. 806, 2.12 v. u. (184, 2.8): „des 
Punkt q“. 

3.206, :2:3,:1 v:. 0.1184. 19,.18,.-11 
v.u.): „R der Rang‘; ‚„Developpable 
einer‘‘. 

S.307, 2.11 (185, 2.4): „alle alge- 
braische‘“. 

2.307, 2.18f. (185, Z2.13f.): ‚so bil- 
den die Geraden... schneiden, sich als‘“. 

S.307, 2.3 v.u. (185, 2.4 v.u.): 
„zweier zusammenhörenden‘“. 

S.308, 2.3 (186, 2.4): 
Punkte‘‘, 

S. 308, 2.18, 17 v.u. (186, 2.13, 12 
v.u.): „Minimalfläche, deren ... ist, zu 
finden, so“. 

S.308, Z. 15,10, 9 v.u. (186, 2.10, 
4—2 v.u.): „sein, insofern es keine‘‘; 
„selbstverständlicherweise‘ ; „Ebene 
weg“. 

S. 309, 2.16 (187, 2.9 v.u.): „ach- 
ten Ordnung“. 


„Anzahl 
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S. 310, 2.8 (188, 2.5 v. u.): „auf der 
Ebene“. 

S.310, 2.14 (189, 2.3): „Integral- 
fläche. Dies‘. 

8.310, 2.8 v.u. (189, 2.92): ‚zu 
bestimmen, differentiiere‘“. 

S.310, 2.7—5 v.u. (189, 2.11 bis 
13) fehlt rechts überall der Faktor ds. 

1,22. 17.098, 2. Iwa, 
„man daher‘; „Ist daher F(s)‘‘. 

3311; 2, 11f. (190, 2.5): ‚von & 
sind. Folglich (ß) sind eine“. 

S.311, 2.14 (190, 2.7): „rationale 
Funktionen von‘. 

all. 2:20 7190,24. 18): 
Größe“. 

8.311, 2.22f, (190; 2.168): ‚kann, 
daß F’s Nenner von... Grade wie der 
Zähler, wird. Indem‘. 

Sal Aıw u I) Au ru): 


Ar 
a 


In der Neubearbeitung Ann. XIV, 
S.366 (d. Ausg. Bd. II, Abh.II, 88, 
Nr. 30) ist dieser Schreib- oder Druck- 
fehler des ersten Abdrucks berichtigt. 

8.312, 2.3, 3 (191, 2.4, 5) fehlt: 
„so‘ und: „von“. 

$. 312, 2.8 (191, 2.9): fehlt A,. 

3.312,2.10 1191, 211): Rh. (2)° statt: 
ae 

S. 312, 2.12 (191, 2.13): Links fehlt 
A,„, rechts steht „‚h, (2)“ für „hn_ı(s)“ 
und es fehlt A,. Links hätte noch der 
Faktor 2m hinzugefügt werden sollen. 

S.312, 2.13—15 (191, 2.14—16): 
„Da indes der... links sich nicht ... 
Folglich ist der ... Ordnung m+1 
und m +2“. 

3.312, 212 vu (85 23 u): 
„zusammenfallenen“. 

S.312, 2.8 v.u. (192, Z.1) fehlt: 
„der“. 
S. 313, 2.1 (192, Z. 10): „ohne 
weiter‘. 


„Hülf- 


A Ar 
(ar (sa)! 


tr. 4+ 
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8.818, 2.11, 18. (192, 2,9 Tv.u): 
„wir erinnern‘; „Fläche gibt“. 

8.814, 2.1 (9,:2.14%: ‚im 
Schlusse“. 

S.314, 2.2f. (193, 2.16): „zusam- 
menfallenen‘“. 

S. 314, 2.5 (193, 2.19): „Sieh‘“. 

S.314, 2.8 (193, 2.22): „in zwei 
verschiedenen Weisen befriedigt“. 

S.314, 2.12f. (193, Z.6—4 v.u.) steht: 
„von der Kurve“, erst nach: ‚‚ge- 
schnitten“. 

8.314, 2.14 1932,83 2.09: ..147 
Stattı 12°, 

8.314, 2.5 v.u. (194, Z.11) fehlt: 
ZU 

S. 315, Z.1—3 (194, Z. 16—18): ‚‚end- 
lich im letzten Falle im allgemeinen 64. 
Dieser letzte Fall verlangt indes ... 
ich jedoch nicht hier eingehe‘“. 

8.315, 2.1 vu. (194-217 0.2): 
„scheint nicht früher bemerkt zu sein‘. 

S.316, 2.15 (196, 2.1): „Bestim- 
mung von den‘. 


RES 1 1 EA ur EL 
statt: S. 

8:8316, 2.207196, 2, 7). wir -er- 
innern‘“. 

3.316,:2.7 v..1(196,.2:13)° oder 
weniger‘. 

92.317.213 (196, 2:1 9.072, ‚darf 


nicht p3“. 


$. 317, 2.10, 9 v.u. (197, 2.16, 15 | 


v.u.): „alle Flächen‘“. 

8.918, 2.1 (197, 2.5 v.u.): „gibt 
keine Kurve im linearen Komplexe, 
deren‘. 

8.318, 2:3-/197, 22 
Länge‘. 

S. 318, Z.4f. (197, Z.1 v.u.): „noch 
mehreren zusammenfallenen‘. 

S. 318, 2.7 (198, Z. 3): „von Länge“. 

S. 318, Z.10 (198, Z. 6): „ist auch“. 

8.818, 2.21 (198, 2.18): „Im fol- 
genden“. 

S. 318, 2.25 (198, Z.23) steht bei 
der Ordnung: ‚14 statt: „12°. 


vu.) ,,von 
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XVIlla. 
8.821, 2.70 (em, 2 205 un, 
II;, ..., ZI,, so liegt jede Gerade 


Pih 


XX. 


Die Einteilung in die Nrn. 1—9 ist 
neu. Im ersten Drucke steht einfach I, 
II, III ohne die Bezeichnung $. 

S. 324, 2.2 v. u., 825, 2.5 (86, 2.18, 
7 v.u.): „droite passante‘“. 

8.325, 2.18 v.u. (97, 2.12): „fon- 
damentale‘. 

S.325, 2.8 v.u. (87, 2.17) fehlt: 
„lin&aire‘“. 

S.326, 2.8 (88, 2.3): „‚correspon- 
dent‘. 

323205 
pöles““. 

S. 327, 2.5 (89, 2.5): „coefficiens“. 

S. 327, 2.6 (89, 2.6): „distinctes“. 

TI Aa): 
„O3 = Rs YaYa - 

5:9977,:9.4 7.100, 24) 2.08 
tinctes‘“. 

8,3085. 22 9.2.00, 72.5. u. 
„fondamentale‘“. 

5.329,22. 14 192,2. 5); 


2.1 .(80,#2.2): de 


„heu 


„general“. 


xx: 

Die Einteilung in die Nrn. 1—13 ist 
neu. 

S.331, 2.2 v.u. (166, 2.2 v.u.): 
„haben Bonnet und Weierstraß sich“. 
S. 331, 2.9 (166, 2. 9): „Variable“. 

S.881., 72.18 vn. (167, A21) „is 
1872. 

S. 331, 2.5 v.u. (167, 2.10): „Der 
Hennebergsche Satz. Enthält“. 

S.332, Z.3 (167, Z.15f.): „erlaube 
mich‘; „hier kürzlich“. 

S. 332, 2.8, 10£. (167, 2.10, 7 v.u.): 
„ohne weiter“; „gelegen in der zy- 
Ebene‘. 

S.332, Z. 9, 8, 6 v.u. (168, 2.13, 
14, 16): „Es soll“; „einer Variable‘; 
„zugleich s algebraische Funktionen‘, 


; 
a 
j 


S.333, 2.3—1 v.u. (169, 2.4—1 
v.u.):„Wark+i=0Oundwaralso... 
so reduzierte die... Minimalfläche sich 
zu der betreffenden Kurve, .... Zylinder- 
achse nicht den Kugelkreis träfe‘“. 

S.333, 2.12 v.u. (169, 2.14 v.u.): 
„algebraisch gleichzeitig mit der 
Kurve. 

5.088, 558 vu (1899 27 vu}: 
„kann durch“. 

S.334, 2.3, 4, 4 (170, 2.4, 5, 6): 
„Der letzte Satz ist‘; ,„Developpablen‘ ; 
„kürzlich entwickeln“. 

5:394,.2.9, WiV.o, 3 v.u..170, 
2.13 v.o.,2v.u.): „von Länge‘. 

8.984. 2.16 vu. (1711, 7.1): „die 
bezüglich mit“. 

5:9394.7.11. 10 vw. u, (178 ZT 
„schneiden sich nach“. 

S. 335, 2. 15—17 (171, 2.4—2 v. u.): 
Ar, Br, Cr ohne Index 1. 

8.336; 2.61. (119, 2. 81.): „Lünffach 
unendlich ... Developpablen‘“. 

32336, 4.41, 413. (178.2,132.,16): 
„Developpablen‘“. 

S.336, 2. 14f. (173, 2.17): „Evolute 
ist. Auf“. 

S. 336, 2.5,4 v.u. (173, 2.5—3 v.u.): 
„Minimalfläche, die in einer‘; ‚solche 
Fläche, die in derselben‘. 

8.336, 2.19f. (173, 2.11—9 v.u.): 
„Ist insbesondere die betreffende De- 
veloppable ein Kegel ... erhält man 
jedoch nur‘. 

97330, 208 vol 837 7, (TE, 
2.9£., 11): „bezüglich“; ‚die zu der 
Kurve“. 

8.337, 2.4, 6 (174, 2.18f., 16): „‚De- 
veloppable‘‘. 

S. 337, 2.10 v.u. (175, 2.15): ‚die 
C’s Evolute als“. 
8.338, Z.1f. 
„Herzog und‘. 

S.338, 2.10—6 v.u. (175, 2.6—2 
v.u.): „einige Unübereinstimmungen 
zwischen Hr. ... Mitteilung zur Ge- 
sellschaft ... Hennebergs wertvollen 
Arbeit‘. 


(175,112:.13 w..u0): 


Abhandlung XVII—XXI 


523 


5.338, 2.38,2v.u. (176, 2.8, 2v.u.): 
„Gerade L‘“; „Kurve nach L die“. 


XXI. 

S. 340, 2.4 (224, Z.3): „in einem‘, 

S. 340, 2. 9f. (224, Z.10): „in einem 
beliebig vorgelegten“. 

S.340, 2.12 (224, 2.13): „habe, 
jetzt analytisch‘. 

S. 341, 2.4 v.u. (226, 2.17): „Zu 
der Berührungskurve‘. 

5.842, 2:10, 9 vu. (227, 2.18, 
v.u.): „Zu den betreffenden ... un- 
endlich viele‘. 

8.842, 2.2 v.ü. 927, 23 vu): 
„nun gegeben ein ... Kegel“. 

S. 343, 2.2 (228, 2.1): „in diesem“. 

3.343, 2.9 (228, 2.7): „Sodann 
füge ich eine“. 

S.343, 2.14 (228, 2.13): ‚Sodann 
nehme ich .... Erzeugende‘. 

S.343, 2.17 (228, 2.17): „bilden 
eine‘. 

S. 343, 2.15, 11, 4 v.u. (228, 2.12, 
8, 2 v.u.): „in einem beliebig“; 
„jeder Erzeugende‘‘; „in dem vorge- 
legten“. 

D: 349,2. 74280, 7, 1133, 4,2 
bezeichnet. Bezeichnen‘. 

3.349. .-.2.7, 206 020.-(290> 2.4.3 
v.u.): „man die nächstletzte und ... 
Gleichung, findet man“. 

5:3493,. 2,4 vu. 280,241 vu) 
„Jetzt geben“. 

8.345, 2.3... 300, 08831,,2.1,°3) 
y" —z’y und: ya’ — ı'y. 

S.346, 2.1 (231, 2.4): „reelle und 
imaginäre‘. 

8.346, 2.121. 1281, 28, 7 vw) 
„alle algebraische‘; ‚einem vor- 
gelegten“. 

S.346, 2.16 (231, 2.3 v.u.): „ich 
mich kürzlich die‘. 

S.346, 2.19f. (232, 2. 2£.): „deren 
überhaupt ... Minimalflächen sich um- 
wandeln‘. 

S.346, 2.3 v.u. (232, 2.15): „fest 
verbundener“. 
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8.346, Z.1 v.u. (232, Z. 17%. Zist 
daher wichtig“. 

8.347, 2.1, 2 (282, 2. 18—20): es 
fehlt: ‚von‘; ‚in Minimalflächen um- 
wandelt‘. 

3.347, 2.4 (232, 2.22): „alle mög- 
liche‘‘. 

9.8347, 2.17f. (238, Z. 2f.): „Kegel 
und sämtliche algebraische ... in dem- 
selben ... sind, führe sodann unsere‘‘, 

5.347, 2.19, 21, 22, 23 (233, 2.5, 
7, 8f., 9f.): „in dem Kegel‘; „in der 
Developpable; ‚in dem Kegel“; ‚in 
der Developpable‘‘, 

8.347, 2. 25f., 27, 29, 31 (233, Z. 12, 
14, 15, 18): ‚um derselben‘; ‚in dieser 
Developpable‘‘; es fehlt: „von“; ‚In 
diesem Kegel“, 

Sa U A LE A 
v.u.): „in der vorgelegten‘; „liefert, 
die in der betreffenden‘. 

8.348, 2.1, 2 (233, 2.8, 7 v.u.): 
‚so laßt sich ın der hiermit er- 
haltenen Developpable‘. 

8.348, 2.5—2 v.u. (233, 2.5—1 
v.u.): „darauf gerichtet, daß alge- 
braische Minimalflächen sich nur in 
solchen Zylindern ... alle algebraische 

. in einer solchen‘. 


XI. 

Die Einteilung in die Nrn. 1—16 ist 
neu. Die Bezeichnung $ bei I—III fehlt 
in dem ersten Drucke. 

S.349, 2.3 (340, 2.2): „einer alge- 
braischen‘“. 

8.349, 2.15f., 20 (840, 2.10, 4 
v.u.): „Developpable‘“; ‚nah, daß“. 

3.949..7.0,5, 1. v.u.0841r2,3, 5, 
9): „Developpable‘‘. 

38.349, 2.4 v.u. (341, 2.6): „Er- 
zeugende‘. 

8.350, 2.6 v.u. (342, 2.10 v.u.): 
„indem‘‘ statt: ‚‚weil‘“. 

S. 351, 2.6 (343, Z.2): „als unbe- 
kannte‘‘; es fehlt: ‚an‘. 

8.861, 2.9,.14 (948, 2.51, 11): 
„Hülf-Variable‘“. 


8.351, 2.14, 13 v.u. (343, Z.11 
v.u.): „erledigt wurde, so“. 

8.851, 2.17 vi; (343, Z2.4—1 
v.u.): „Normalebenen mit den“; 
„der Developpable“; „Jeder Er- 
zeugende der Developpable“; ‚der 
Erzeugende mit“. 

8.351, 2.1 v.u, 352, Z.1 (344, 
2.2f.): „parallel mit der... Er- 
zeugende ist. Diejenige“, 

5.352, 2.9 (844, 2. 11): „In der 
Evolute‘‘, 

8.352, 2.12—15 (344, Z. 15—17): 
„als Hülfkurve“; „Tangenten paar- 
weise mit den... Raumkurve parallel 
sind‘; „als Hülfkurve‘‘, 

8.852, 2.9 v.u. (344, Z.1 v.u.) 
fehlt: „sich“. 

8.352, 2.7 v.u. (345, Z.2): „vom 
Satze I“. 

8.352, 2.5 v.u. (845, Z. 4): ‚‚der 
vorangehenden Nummer“. 

SV / AR En as (345, 2.4 v.u.): 
„weggesehen‘‘, 

8.353, 2.2 v.u. (8.345, Z.2 v. us): 
„in denen sich‘. 

8.353, 2.3 (845, 2.10): „umge- 
schriebene Developpable‘“. 

S. 353, 2.8, 9, 10 (345, Z.15f., 17, 
18): „„Developpable‘‘. 

8.353, 2.9, 11 (845, Z.16, 19): 
„Erzeugende‘“. 

5.353, 2.10 (345, 2.18): „o den 
Distanz“. 

8.353, 2.17, 23 (345, 2.9 v.u.; 346, 
2.5): „do (Adz + udy + vdz)“. 

8.353, 2.21 (846, Z.2): „Develop- 
pable‘“. 

S.354, 2.14 (347, 2.7): „Erzeu- 
gende“. 

S. 354, 2.15, 17 (347, 2.9, 11): „nach 
den Vorangehenden‘; „unabhängige 
Variable‘. 

S.355, 2.9 (348, 2.7): 

Adv—vdi Be 
EEE SR 2 A 
S. 355, Z.15 (348, 2.13) fehlt: „an“, 


FRE OHENR 


{ 
F 
i 
Be 
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S.355, 2.16 (348, 2.14): „dot“; 
es fehlt: ‚= 0“. 

8.855, 2.7 v.u. (848, 2.4 v.u.): 
„+ 2i(s— o)F'”’ds“. 

DB. 855: 2.8 vu. 
„+ 2iF" .(s— o)ds“. 

S.355, Z.1 v.u. (349, 2.3): Vor 
dem ersten Integrale, das im Exponenten 
von e steht, fehlt das Minuszeichen. 

8.366, 2.1; 81, (949, 24, 118): 
„Developpable“. 

S.356, Z. 14, 15, 17 (349, 2.8, 7, 6 
v. u): „A“ statt: „x. 

5.356, 2.2 v.u (850, 2.0): 
denen sich“. 

S.357, 2.1 (350, Z.14): 
folgende Korollaren‘“. 

8. 857, Z.11 (850, 2.2 v.u.): „in der 
Evolute‘‘. 

8.357, 2733, 
„Hülfkurve“. 

S. 357, 2.14 (351, 2.2): „in der“. 

S.357, Z.16 (351, Z.5f.): „Bonnet- 
schen. 


(349, Z.1): 


ae 


„moge > 


XXIV. 


3..958,. 2.10: (1, 
mäßigen‘. 

S. 358, 2.6 v.u. (1, Z.4 v.u.) fehlt: 
"Von. 

S.358, 2.20 (1, 
matische Annalen‘. 

S. 358, 2.21 (1, 2.14): „Sieh auch‘. 

B:8358,..2. 12, Ib u u..l, Z.160): 
„partielle Differentialgleichungen höhe- 
rer Ordnung wie auch gewöhnliche 
Differentialgleichungen betrifft“. 

3.358, 2.9 4:0. (1, 210,9 vu): 
„umfangsreiche‘“. 

S.358, 2.8 v.u. (1, 2.9 v.u.) fehlt: 
„den“. 

S.359, 2. 5f. (2, 
„in Arkiv“. 


2. 9): „zweck- 


2.18): 


Z.1f.): „besaßen“ ; 


S.360, 2.4 (2, Z.9, 8 v.u.): „neues 
x und als neues y‘“. 
S.360, 2.8 (2, 2.5 v.u.): „ähn- 


lichen‘. 


15, 85% 2 1,4)) 


„in Mathe- | 
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S. 360, 2.13 (2, Z.2 v.u.). Die Be- 
zeichnung 3) fehlt. 


38.360, 2.3.7.8, Zen} 


„Liouville bestimmt die... aller Flä- 
chen, deren‘. 
8.360, 2.18 (3, Z.4): „besitzen 


können“, 

S.360, 2.5 v.u. (3, 2.15): 
sich“. 

S.361, 2.8, 11 (8, 2.14, 12 v.u.): 
„alle derartige‘; es fehlt: ‚‚an‘“. 

8.361, 2.15 (3,2. 7 v.u.): „Außer der“. 

S.361, 2.2 v.u. (4, Z.11£.): 
mehr elementaren‘. 


„findet 


„einen 


S.362, 2.13 (4, Z.7 v.u.) fehlt: 
von. 

S.363, 2.5 (5, 2.8): „nach un- 
serer“. 

S. 363, 2.7 (5, 2.10): In der Klam- 
mer vor Ze steht an Stelle von y’ 
dreimal 


S. 363, 2.13 (5, 2.11 v. u.) fehlt: 
Mon 


Ser za 
dy 
a de 
sta a 
8.363, Z.5, 4v.u. 6, Z.2v.u): 


„zweite identisch besteht, so daß‘‘. 
2309: 29 17, 2.6) 
graph‘. 
S. 365, 2.15, 16 (7, 2.12, 13): „die 
zweite von‘; „‚diese beiden Größen‘. 
5.965, ZU v.u. (1, 20 eu): 
„abwickeln auf eine Spiralfläche‘“. 
S.366, Z.4f. (8, Z.4f.): „eintreten, 
indem & und n... sein können“. 
S.366, Z.12f. (8, 2.13): „können 
daher in“. 
8.566, 2:12, 9.0.8, 2 I. I v0) 
„indem sonst‘‘; „während die zweite‘. 
S. 366, 2.6 v.u. (8, 2.3 v.u.): „als 
neues y“. 
5. 367, 43.0, 2.8) 
an dw 
„ dz ig dy 


„Im Para- 


Es fehlt: 


zr 
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S. 367, Z.6 (9, Z. 9): „ich mich“. 

S. 367, Z.11 (9, Z.14): in der Mitte 
zweimal ‚„di‘‘ statt: „öt“. 

S. 367, Z.6,4 v.u. (9, 2.5, 3 v.u.): 
„Transformation gehen nämlich alle“; 
„geodätischer Kreis“. 

8.869 714.45. GE ZI 38): 
„zweckmäßigen‘; :,,That y’ das“. 

8.369, 2.10 v.u. (ll, 4,6 v.u): 
viermal: d statt: 6. 

S. 370, Z.10 (12, Z.14) fehlt: „an“. 

5.317, 2.107. (13, 2. 14): 9, ,wep- 
sehen‘. 

8:372. 2.11 vun (4, 
Q' statt: Q. 


DER NEN 


So A u a A 
„Pf —F"f, woraus“. 

8.373, 22 vu (DB, 22 wu): 
„Funktion allein von x“. 

S8.374, 72.1 v.u (16.2.2, I vu): 
„Applications d’analyse‘. 

8.874, 2.10 v.u. (16, 2.8 v.u.): 


(773 
. 


„Variable x’ und y 

S. 375, 2.9,5 v. u. (17, 2. 
„Gleichungen (21) ; „ist hierbei die“. 

8:976., A.177..018, 292 redn- 
zieren die ... (22) sich auf“. 

S. 377, Z.14 (19, Z.1) fehlt: „von. 

8.977, 2.6, 5 vr. u (9 2 18): 
„Werte haben, so würde die ... Rela- 
tion sich nicht“. 

8.378, 2.5—8 (19, 2.15—13 v. u.): 
„setzen, indem diese ... Flächen sind 
Rotationsflächen, deren geodätische 
Kurven somit ... .. Transformationen 
gestatten“. 

8.978, 2.12 (19, 2.10 v.u.): „und 
welche sich‘. 

S.378, 2.18 (19, 2.2v. u.)fehlt: „an“. 

S. 378, 2.10, 9 v.u. (20, 2.4): „un- 
notwendig‘. 

5.898. 22 vu. 80, 23,2 
„ds? = 0 nicht schon integriert“. 

S. 380, 2.5 (21, Z.10): „sein soll“. 

S.380, Z.11f. (21, 2.16): 


vu): 


„wenn 


1 — y ver- 


gleichzeitig die Größen » +» z: 


schwinden‘. 


12,9v.u.): | 


| 
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S. 381, 2.6,2 v.u. (22, 2.7,4v.u.): 
„sind oder nicht sind‘; „passendem 
Wahle‘‘. 

S. 382, 2.7 (23, 2.4) fehlt: „von“. 

8.382, 2.15 v.u. (23, 2.14): Die 
Bezeichnung: ‚13° fehlt. 

8.382, 2.5 v.u. (23, Z.11 v.u.): 
„ihre geodätische‘“. 

8.383, 2.6—8 (23, 2.3—1 v.u.): 
„passenden ... keine mehr umfassende 
Gruppe ... in keiner mehr umfassen- 
den‘. 

S. 383, Z.10 (24, Z.1): Hier steht im 
ersten Drucke: „13‘, es folgt aber keine 
Nr. 14, sondern auf S. (25) gleich Nr.15. 


S. 383, 2.18—15 (24, Z. 3—5): 
„durch lineare Gleichungen .. 


besitzen kann, die“. 

S.383, 2.18, 29 (24, 2.7, 17) fehlt: 
„von“. 

9,383, Z.14, 4 v.u. (24, 2.13, 22) 
fehlt: ‚an‘. 

9.384, Z.18—20 (25, Z. 3—5): „Spi- 
ralflächen, die mehrere konforme inf. 
Transformationen gestatten. Dabei ... 
Flächen konstanten ... 
sehen‘. 

9.384, 2.3 v.u. (25, 2.16): „sein, 
indem sonst“. 

SARA EV Al 
Fläche auch ... gestattet‘. 

S.385, Z.3 v.u. (26, 2.11) steht im 
Zähler „K*“. 

S.386, 2.2 (26, 2. 14) : „gestatten, so“. 

8.386, 7.4 v.u. (27,:2.8): „es soll 


vom weg- 


wir) „die 


möglich‘. 
9.887, 2,58...07,2 2148): Be 


stimmung von den drei‘. 

3.987. 2. 22.16.21, 10 vu 2% 
7.14, 8,4, 3 v.u.) fehlt: „von“. 

8.387, 2.15 v.u. (27, Z.8 v.u.): 
„sind, wegsehen‘. 

8.387, 2.5 v.u. (28, Z.1) fehlt: 
„von“. 

S.388, Z.14, 17, 20 (28, 2.18, 21, 
24): „M“ statt: „N“. 

9.889, 2.1 (28, Z.1 v.u.): „in (14, 
1+2)". 


8.389, 2.2, 1’v.u. (9, Z.1 v.u.): 
„daß diese beiden Annahmen keine 
Lösung ... liefern“. 

8. 3%, 2.8 (90, 2. 6): 
Fläche gestattet, da c, eine‘, 

S.390, Z.14 (30, Z.12): „daß unsere 
Fläche zugleich“. 

S. 390, Z.17£. (30, Z. 14): „‚gestattet. 
Mehrere Transformationen kann unsere 
Fläche, deren‘. 

S. 390, 2.10 v.u. (30, 
„(HıH;) = 2H;“. 

S.390, 2.8, 5 v.u. (30, 2.14, 12 
v.u.) fehlt: „an“. 

8.892, 2.9 v.u. (82, 2.7£.): „oder 
mehrere“; es fehlt: ‚von‘. 

3.892, 2.2 v.u. (82, 2.13): „Als- 
dann soll“. 

8.393, Z.8, 13 (82, Z.11, 6 v.u.) 
fehlt: „von“. 

8.393, 2.9 (32, 2.10 v.u.): „Exi- 
stierte‘‘. 

9.9099,.2,5:4. 2,1 v.u..485, 253, 
6f.): „daß unsere Fläche eine ... ge- 
stattet, welche‘; „Fläche abwickeln 
auf eine Spiralfläche“. 

S. 394, 2.9, 6 v.u. (33, 2.3,1v.u.) 
fehlt: ‚„‚von‘“. 

S. 396, 2.6, 7 (85, Z. 2, 3): Im ersten 
Drucke stehen diese beiden Gleichungen 
in umgekehrter Reihenfolge. 

S.396, 2.8 (35, Z. 4) fehlt: „von“. 

S.396, 2.17 (35, Z. 9): „sein soll“. 

5.996, 2.6, 4: ve1l21397 2.32.10 
v.u.) steht: 


2 cos? 4 
aÜ+ 2 —_ und: c, 


„Unsere 


214); 


2 
3.397, 2.9 (86, Z.1) fehlt: „so“. 

3 
8.398, Z.6v.u. (37,2.12): = 5 1.“ 


8.998, 2.4, 1 v.u..(87, 2.14, 17): 
„unnotwendig‘; „annehmen, indem 
die‘. 

S.399, Z.10 (37, Z.3 v.u.): „Ge- 
stattet eine Fläche“. 

S. 399, Z. 13—16 (88, Z.1, 2, 3): „so 
gestattet sie‘; „(+ &)p + (m+N2)4 
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und gehört somit ... Klasse. Die... 
ist daher ®=cy+D“. 

S. 399, Z.12—10 v.u. (38, 2.7, 8): 
„Klasse gehören ... von denjenigen 
schon ... angehören, wegsehen ... ich 
wegsehen“. 

8.399, 2.9 4 v.u. (388, 2.9,13): Für 
„gestatten‘‘ hätte gesetzt werden sollen: 
„besitzen“. 

8.399, 2.5 v.u. (88, 2.12): 

Zn statt: nn R 

8.400: 2.9.10 (88, 298 vu): 
„daß gleichzeitig e, und &, gleich ... 
Betrachtung von den drei Fällen“. 

S.400, 2.15 (38, 2.4 v.u.) steht: 
„=eE" und: „=en”. 


S.400, 2.10 v.u. (89, Z.2): re 
dn“ 
und urn ® 


8.401, Z.9 (89, Z.10 v.u.): „Es 
soll“. 

S.402, 7.4 (40, 2.6): Im ersten 
Drucke steht schon vor 2logzx” ein- 


y" 
mal: „HN =: 


38.402, 2.2, 7,:8,.10. 16,37 GD 
2.7, 9, 10, 12, 16, 17) steht überall 


ae“ pr 


vor log a Bar re 


ayk "2 
8.403, 2.3 (40, Z.1v.u.): „D(2=— y)“ 
statt: „p (x — Y)“. 
S. 403, 2.7 (41, Z. 2): „Variablen“. 
S. 404, 2.4 (41, 2.4 v.u.): „sieh“. 
S. 404, 2.6 (41,2.3v.u.): 


S.404, 2.5 v.u. (42, 2.11) fehlt 
das zweite „von“. 

8.404, 7 2. ww. 10: 42.722123 
„2 (u — +++)“ statt: „(20 — +++)". 

3:404,: 24.9 "vu m. (42, 2218) 
„u—e(2—y)+ß= v. 

S. 404, Z.2 v.u. (42, Z. 14): zweimal: 
„e“ statt: „Le. 

S.405, 2.2 (42, 2.17): „der zweiten 
und der“. 
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S.406, 2.5 v.u. 
„von R und S$“. 

S.407, Z.1 (44, Z.5): „sollen wir“. 

S.407, 2.5, 6 (44, 2.9, 10) fehlt: 
„der; 

S.408, Z.20 (45, 2.15): „e® = 
ztiy“. 

S.408, Z.21, 25 (45, 2.16, 18): „die 
drei verschiedene‘‘; „gestattet“. 
S.408, 2.23 (45, 2.17): 

p+tiq". 

8.408, 2.7,6 v.u. (45, 2.21): „ich 
mich vor‘; „angeregten“. 

SA08: As vu: 15 275 
v.u.): „daß die Differentialgleichung 
der geodätischen Kurven eine Lösung 
den. ahlormes. 2, 
zeichnen, besitzen soll. Es ergibt“. 

8.409, 7. 3 yv.u (45, 22: 9.0.) 
„endliehm 0, n- rt. 


(43,° 2.1: v0): 


„Hı Te 


wo m eine ... be- 


XXI Va. 

5 411, 2.12 1414,.4,2 vu): „neue 
x und neue y“. 

4 411.22..19. 1410. 222% 
lichen“. 

S.412, 2.2 (415, 2.11 v.u.): „Flächen 
gestatten. 

87419,72.831:. (415, 49 v0): „Be 
hören‘‘. 

S.412,2.8,9,10 (8.415, 2.5,4,2v.u.): 
„der Klasse‘. 

S,412, Z.2 v.u. (S. 537, 2.4): „ähn- 
lichen“. 


„ähn- 


8.413. 2.9 9.02:(9.084, 2.21): 
„gestatten die“. 
xXXV. 


Die Einteilung in die Nrn. 1—44 ist 
neu. 

9.414, 2.6 v.u. 417, 2.2 vu): 
„schon in 1870“. 

S.415, 2.15, 18 (478, 2.13, 9 v.u.): 
„gelegenen“. 

S.415, 2.16 v.u. (478, 2.7 v.u.): 
„einen Büschel“. 

8.415, 2.13, 11 v. u. (479, 2.2, 4): 
„Differentialen“ ; ‚„Punkts“. 


Die Abweichungen dieser Ausgabe von den ersten Drucken 


S. 416, 2.15 (479, 2.3 v.u.): „etwa 
drei“. 

S.416, Z.12 v.u. (480, Z.3) fehlt: 
PR 3 

S.416, Z.1 v.u. (480, Z.14): „bilden 
daher einen“. 

S.417, 2.6 (480, Z.12v.u.): „Gerade“. 

S. 417, Z.11 (480, Z.8 v.u.): „einen 
Büschel“. 

$.417, 2.17 (480, 2.3 v.u.): „in- 
dem die“. 

8.417, 2.3 v.u. (481, Z.13f.): „den 
allgemeinsten Büschel Kegelschnitte 
rat 

S.418, 2.5 v.u. (481, 2.2 v.u.): 
„wird weggesehen von Flächen der‘. 

8.418, 2.2 v.u, (482, 2.2, 1v.u.): 
„Inbegriff durch alle‘. 

5418.22 10=29..0. (482,230): 
„Kombination von unseren‘. 

3.419. 2,9: 39.1..(489,. 2.18): „reel’, 
so auch später. 

8.419, 2.6 v.u. (483, 2. 15f.): 
„paarweise einander imaginär konjugiert 
sein“. 

9.419. 2.4.8 9.u..1483,. 2 18£.): 
„einen neuen Büschel ... Kegelschnitte 
die zusammenhörenden“. 

S.420, 2.2, 4f. (483, 2.8,6 v. u.): 
imaginär-konjugierte“. 

S,420, 2.6f. (483, Z.4, 3 v. u): 
„zwei reel, und ... paarweise imaginär- 
konjugierte Gerade“. 

8.420, 2.12, 14° (484, 2.3, 5): 
„imaginär-konjugiert“. 

S.420, 2.10 v.u. (484, 2.10): „b“ 
statt: „di“. 

S.420,2.4,1 v.u. (484, 2.8,5 vu): 
„ni (rz’ + oz’) und: „cosn (rz’ +oa')“. 

8.421, 2.2 v.u. (484, 7.2 vl): 
„wurde von Scherck“. 

S.421, 2.6f. (485, 2.5): „gefunden. 
Wählt man in der Tat ein“. 

8.421, 2.9, 13 (485, 2.8, 12) fehlt: 
„von“. 

S.421, 2.15 (485, 2.15): „in unend- 
lich vielen Weisen“. 

8.421, 2.18 (485, 2.18): „daß der“. 


E 
e 
er 
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S.421, 2.4, 3 v.u. (485, Z.1v.u; | 


486, 2.1): „einen Büschel Kegelschnitte, 
unter deren vier gemeinsame Schnitt- 
punkte‘, 

S.422, 2.3 (486, Z.4) fehlt: „nach“. 


8.422, 2.12 (486, 2.15): „develop- 


pable“. 


„‚ Weise ist es jedoch unmöglich reelle... 
zu erhalten. Denn der ... selbst ima- 
ginär-konjugiert sein‘. 

8.422, 2.2,1 v.u. (487, Z.7): „ima- 
ginär-konjugiert‘“. 
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zwei solche Kegelschnitte durch ... 
Ebene gehen“. 

8.427, 2.7f. (492, Z2.5—7): „unter 
denen jedesmal zwei durch ... Fläche 
gehen‘. 

8.427, 2.18, 20 (492, Z.19, 20£.): 


| „ich doch hier‘; „‚transzendenten‘“. 
8.422, 2.5—4 v.u. (487, 2.24): | 


8.427, 2.21 (492, Z.10 v.u.): „all- 


 gemeinerens‘‘. 


8.427, 2.2 v.u. (492, Z.2 v.u.): 


| „‚zwei‘ setzen“. 


8.423, Z.5f. (487, Z.12f.): „einen 


Büschel Kegelschnitte‘‘. 


S. 423, 2.8 (487, Z. 16) fehlt: ‚nach‘. 


8.423, 2.16: (487, 2.7 vw. u): 
„+ log(my + B)“. 
8.423, 2.9 vu (48 Z 1): 


„+ log (mx’ — imy’ + B)—= 0“. 
S.424, 2.5f. (488, Z.11f.): „einen 
Büschel Kegelschnitte“. 
3.424, 2.8 (488, Z. 15) fehlt: „nach“. 


8.424, 7.16 (488, 2.8 v.u.): „Aem® 
Dee 

8. 424, 7,8, Tv.u. (489, 2. 8£.): 
„einen Büschel Kegelschnitte“. 

8.424, 2.5,4 v.u. (489, 2. 12): 
„werden bestimmt (3) durch“. 

8, 423, 2,10 (489, ZA vu). 
„Cayleyschen‘“., 


8.425, 2.3 v.u. (490, 2.15 v.u.): 


Diese Gl. hat im ersten Drucke die 
‚ legene Gerade y“. 


Nr. (10): 
8.425, Z.1v.u.; 


426, 2.5, 9, 12 | 


(490, 2.13, 7,3 v.u., 491, 2.2): „(16)“ | 


statt: „(d*)“. 

S. 426, 2.13 (491, Z. 2£.): „aus- 
sprechen pflege‘. 

S. 426, 2.15 (491, Z.4): „Trans- 
formation gehen“. 


8.426, 2.21, 22; 427, 2.2 (491, | 


2.11, 12 v.o., 6 v.u.): „(16)“ statt: 
str): 

8.426, 2.8—6 v.u. (491, Z. 12—10 
v.u.): „Kurve, zwar aber ... Daher 
ist... Transformation (15) dem“. 

8.427, 2.5f. (492, Z.3f.): „so daß 


8.427, 2.13 v.u. (492, Z.4v.u., 493, 
Z.1): „Ebene sämtlich imaginär sind, 
wegsehen‘“. 

8.427, 2.4 v.u. (493, 2.12): ‚etwa 
die Achse“, 

S.428, 2.5f. (493, Z.18): „K die 
Schnittkurve gehört oder nicht gehört“. 

S.428, 2.9 (493, Z.12 v.u.) fehlt: 
„von®. 

S.428, 2.12 (493, Z.9 v. u.): „möge 
p sich einem“. 

3.428. :2.17: (498. 23, 3 wu): 
„Durchschnittsgerade‘“. 

8.428, 2.14 v.u. (494, Z.6) fehlt: 
„vonz: 

S.428, 2.13 v.u. (494, 2.7): „Grenz- 
übergang“. 

5.428, 2.12, 11 v.u. (494, 2.8): 
„die erste mit t,, die zweite mit‘. 

5.428, 2.4 v.u. (494, 2.16): „ge- 
rader Linie y““. 

5.429, 2.7 (494, 2.8 v.u.): „ge- 


8.429, 2.9 (494, 2.6 v.u.): „durch 
4 gelegene Ebene“. 

S.429, 2.17 (495, 2.5): „außer der- 
selben‘. 

8.429, 2.10 v.u. (495, 2.18): „die 
Fläche‘. 

S.430, 2.7 (496, 2.5): „Tangenten 
zu der‘. 

S.430, 2.9 v.u. (496, 2.7 v.u.): 
„bleibt, ob auch“. 

S. 430, 2.5,3 v.u. (496, 2.3,1v.u.): 
„denen jedoch‘, „sich auf die“. 

S.430, Z.1 v.u. (497, 2.2): „redu- 
ziert, und daher (19) identisch‘. 

34* 
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S.431, Z.2 (497, Z.4): „einer in 
den Ebenen“. 

8. 432, 7.2, 4 (498, 2.10, 12): 

A en, 

oral Bine, 

8.432, Z.5 (498, Z.13): „A gleich- 
zeitig mit den beiden‘. 

S.432, 2.12f. (498, 2.10 v.u.): „U?“ 
statt: „U ;,,(1 + g)*" statt: „(+)“. 

8.432, 2.14 (498, 2.9 v.u.): „Da- 
her gibt es“. 

8.432, 2.16 (498, 2.6 v.u.): „etwa 
developpable‘“. 

9.439, 7.14 w.u::1488, 2.1 y.u.): 
„zusammenhörten‘“. 

S.432, 2.8,7v.u. (499, 2.8, 9): „alle 
mögliche‘. 

S.433, Z.4 (499, Z.17): „develop- 
pable‘‘. 

S.433, Z.13 v.u. (500, 2.12): „es 
mir doch“. 

8.433, 2.7 v.u. (500, 2.18): „eben- 
so mit“. 

Se nn Be A re Gl 
„Scherckske‘“. 

9.481.289 W305 2.11.10 5..): 
„sein, indem auch‘; „sein müßten“. 

$.435, Z.2 (501, Z.1 v.u.): „Glei- 
chung pe +qn=1:8& als“. 

5.435, 2.19 (502, 2.11): 


”dq, 
S.435, Z.14f. (502, 2.9 v.u.): „von 
den Größen n und nı 
S.435, 2.5 v.u. (503, 2.1): 


S.435, 2.4 v.u. (503, 2. 2): 


dn E: RL) 
em 


ae dn 
P+ 47: P+47: 
S. 436, Z.1f. (503, 2. 6f.): „ordnen 
zu jedem ... p, q allgemeiner Lage“. 
8.486, Z2.9f. (509, 2.9, 8 v.u.): 


„Ordnung von z: x, ß, y, ö Gleichungen 
der Form‘. 


Die Abweichungen dieser Ausgabe von den ersten Drucken 


8.486, 2.7,6 v.u. (504, Z. 7£.): „wir 
wegsehen‘“. Es fehlt: „von“, 

S.497, Z.1,11f. (504, Z.14,8 v.u.): 
Es fehlt: ‚an“. „Zu diesem Elemente“. 

S.437, 2.17f. (505, 2.4f.): „wie 
alle in... hervorgehenden Gleichungen, 
gibt“. 

S. 437, Z. 20f. (505, Z. 7£.) fehlt vier- 
mal der Faktor: „FI“. 

S. 488, 2.3,2 v.u. (506, 2.3,2 v.u.): 
„algebraische‘“; „eindeutige“. 


SAVE 

Die Einteilung in die Nrn. 1—12 ist 
neu. 

S.440, Z7.9£. (490, Z.10): „nah zu- 
erst‘; „aufzufinden“. 

S. 440, 2.5 v.u. (490, 2.2,1v.u.): 
„ihren analytischen‘; „in die Glei- 
chung“. 

S.440, Z.3 v.u. (491, 2.2): „in die 
äquivalente‘“. 

8.441, 2.13 (491, 25 v.u.): „Kon- 
stante‘“. 


8:449, 2.18.1492 2524 vl). 
„konstante‘. 


S.442, 2.10 v.u. (493, 2.4): „un- 
graden“. 

8.442, Z.7 v.u. (493, 2.7): „sind. 
om: 

S.444, Z.1f. (494, 2.11, 10 v.u.): 
„etwa die k-te des 8ystems (15) von 
der (5 — k)-ten des Systems (14) und“. 

8.444, 2.10 (494, 2.2 v.u.): Es fehlt 


| die „I“. 


8.444, 2.15 (495, Z.4f.): „darf, in- 
dem X ... Konstante“. 

8.445, 2.1 (495, Z.11v.u.): Es 
fehlt die „II“. 

S.445, 2.14 (496, 2.4): 
sich“. 

S.445, 2.21 (496, Z.11): „Null 
sind“. 

8.445, 2.3 v.u. (49%, Z.8 v.u.): 
„Annahmen‘. 

S.447, 2.3 (498, Z. 3): „zweckmäßi- 


‘“s 


gen“. 


„unter 


$.448, Z.4t. (499, Z.121.): 
' 2 
(Fr); +2) Ye. 


8.448, 2.10 (499, Z.3 v.u.): „oder 
durch Berücksichtigung von der Wer- 
then“. 

S. 448, 2.12 v. u. (500, 
»P (2 —y)”. 

8.449, Z.1 v.u. (501, Z.2 v.u.): 
„gemeinsamen“. 


2:8): 


XXVI. 


Die Einteilung in die Nrn. 1—22 ist 
neu. 

S.450, 2.3 v.o., 6 v.u. (155, 2.6 
v.u.): Im ersten Druck fehlt die Ver- 
weisung auf diese Anm. 

S.450, 2.4 v.u. (155, 2.4 v.u.): 
BBA-ZIV. 1878. 

S.451, 2.8 (156, Z.11, 
„die Gleichungen“. 

5,451. 2:.11#(156,227 u): 


10-920): 


dz, _ Ei 
2, aus ® 
S. 451, 2. 13f. (156, 2.4 v. u.): 


„Auflösung von den Relationen“. 
92451. .2: 112 (156, 22-0): 
„Gleichungen der‘; ‚‚oder auch oo#“., 


Antwort im folgenden“. 

8.451, 2.8 v.u. (157, 
„von“. 

S.452, 2.2 (157, 2.17): „Dieselben 
können“, 

8.452, 2.14 (157, Z.1 v.u.) fehlt: 
„von. 

3.402. 2:5, 4.9.0. (158, 2. 14): 
„Yıeine... von X ist“ 

8.453, Z.1 (158, 2. 9 vu) 
zielle‘“. 

S.453, 2.8 (159, Z.1) fehlt: „zu 

S.453, 2.13, 14 (159, 2.6, 7): 


= dX. 
„Aß+ XırY=-—s+ Is’ 


2.8) fehlt: 


„Sspe- 


Yß+Yır= Tan 
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5.458, 2.11, 10 v. u. (159, 2.12, 
13): Im ersten Drucke sind diese Glei- 
chungen aus den beiden fehlerhaften, 
mittleren Gleichungen von (4) abge- 
leitet. 

8.453, 2.6, 3 v.u. (159, 2.6,3v.u.): 
„Falle, daß X oder Y konstant sind, 
weg. Ist z.B.“; „so gibt es ipso“. 

8.453, 2.8 v.u. (159, Z.11 v.u.): 
„von X zu‘. 

5.454, 2.7f. (160, Z.4f.). Ent- 
sprechend den Gl.(5) steht hier im 
ersten Drucke 9 =... vy=... 

S. 454, 2.10 (160, Z.7) fehlt: ‚‚von‘“. 

S.454, 2.11 (160, Z.8): Die vorher 
begangenen Zeichenfehler haben offenbar 
auf die Richtigkeit dieser Gl. keinen 
Einfluß. 

8.454, 2.6 v.u. (160, 2.6 v.u.): 
„weg, indem f, @“. 

S.455, 2.4, 5 (161, Z.4, 6): „so 
soll nach‘‘; „Konstante‘‘. 

8.455, 2.2 v.u. (162, 2.3): 

„= —m-+ Const‘“. 
S. 456, 2.2 (162, Z.6) fehlt: „von“. 
3.486, ), 2:9 # vs .0 2.1682 22, 8): 


|„X=ne“. 


S.457, 2.13 v.u. (164, Z.7) steht 


| rechts überall 2x und 2y an Stelle von 


8.451, Z.18 v.u. (157, 2.4): „ihre | „ und y. 


5,4815,:0,.,07 9. U..70104,2. 9: vu) 
fehlt: ‚von‘. 

8,498 22.11.0164, 2.1798. u. 165, 
2.1): ‚indes nicht für das Folgende als 
bekannt“. 

S.458, 2.10f. (165, 2.11): „von X 
ist und“. 

S.458, 2.9—2 v.u. (166, 2.2-5): 
Die erste Gl. lautet: 


dE£, dnz 
A Ag, 
und die drei übrigen entsprechend. 
S.459, 2.8 (167, 2.2): „+ dere, 


dq 
8.459, 2.18 (167, 2.7): „a“. 


S.460, Z.8, 10 (169, 2.4, 5): „ns“ 
und „ne“ 


+ NN’ 
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8.460, 2.10 v.u. (169, 2.3 v.u.) 
fehlt: „uns“ 

Die Seiten S.458—460 (166—169) 
sind im ersten Drucke mit von unten 
nach oben laufenden Zeilen gesetzt. Ich 
habe das nicht beibehalten, mußte aber 
freilich infolgedessen darauf verzichten, 
in den Gl. 8.458, 2.9—2 v. u. (166, 
Z2.2—5) und 8.459, 2. 12—15 (167, 
2.6—9) die Buchstaben «, ß, y, ö in 
vier senkrechten Linien anzuordnen. 

3460; 25 7.0.1110, 2.2): „und 
es fragt sich nach den Werten der“. 

Se 1 13 By RE ya Gi [6 Pa a DA Te er: 
fa zur fe. 

9.461,.2,37, 20 (171, 7.1.10: Im 
ersten Drucke fehlt die Verweisung auf 
diese Anmerkung. 

S. 461, 2.20 (171, 2. 16) fehlt: ‚‚von‘“. 

S.462, Z.6 (171, Z.8): ‚man bei- 
läufig &*. 


$. 462, Z. 10 (171, 2.12): me". 


B:.462, 2.16 3.0 (172, 2.7): ‚nun 
nah‘. 

S.462, S.13, 12 v.u. (172, 2.10, 
11): es fehlt: „uns“; „zusammen- 


hören‘. 


S. 463, 2.2 (172, 2.8 v. u.): „Kegel“. 


S.463, 2.10 (173, Z.1): „beiden | 
Kegel‘. | 
S. 463, 2.15 (173, 2.6f.): „ohne | 
weiter“ | 
S.463, 2. 24f. (173, 2.18): „gestattet | 


wiederum die Fläche‘. 

3.403, 2.5 vu. (178, Zu 5 vn): 
„im selben“. 

S. 464, 2.3 (174, Z. 3£.): 
ben‘. 

S. 464, 2.6 (174, 2.8): „Gerade“. 

S.464, 2.9 v.u. (174, Z.11 v.u.): 
„Schon in 1872“. 

S.464, Z.11 v.u. (175, 2.7): „Kon- 
stante‘“. 

8; 465,2. 3-1 v..u. (176, 2. 2,1v.u.); 
„man erinnern, daß alle Zylinderflächen 
werden können“. 


„im sel- 


ine 
8.455, 49. u.-(176,,24,/7): „und 
ihre‘. 


Die Abweichungen dieser Ausgabe von den ersten Drucken 


5.466, 2. 2f. (176, Z.11 v.u.): „aus- 
gedehnte“, 
XXVIIa. 


8.465, 2.14 (642, 2.9 v.u.): 
S. 528‘. 


„1879, 


XXVIH. 


8.468, 1 v.u (4, Z.1 vu): 
„geodätische“. 

8.468, 2.18; 469, 2.2, 15 (41, Z.2, 
5, 20) fehlt: „von“. 

5.469, Z.1, 4 (41, 2.4, 8f.): „aus- 
führen brauche‘; „viele geodätische‘. 

8.469, 2.10, 9 v.u. (42, 2.5£.): 
„gewissen... abwickelbaren‘“. 


BA 2 O2 LE 
geodätischen‘“. 

S.470, 2.8 (42, Z.14f)): „in Üb- 
rigen ... gekannt“, 

5.470, 2.12 (42, 2.19): „denke 
mich“. 

S.470, 2.7 v.u. (43, 2.2f£.): „be- 


nachbarten geodätischen‘“. 
9:471..2,4 vu (44, 2,7% 


ER, 2y: Dr 


8.472, 2.7 (44, Z.6 v.u.) fehlt: 
"Von. 

8.472, 2.9 (44, 2.5 v.u): „dX 
— UdX“, 


S. 472, 2.3 v.u.; 473, 2.1 (45, 2.9, 
14f.): ‚„infinitesimale 'Transformationen 


dieser‘‘; „Wegwerfung:von den... Glie- 
dern“. 
S.473, 2.11 (46, 2.1): „Zu Be- 


rechnung“. 

S.473, 2.3, 2 v.u. (46, 2.6,5 v.u): 
„bis weiter nicht berechnet werden‘. 

S.473, 2.1 v.u., 474, 2.1 (46, 2.4, 
2 v.u.): „Werte von den Inkrementen‘ ; 
„hiernach‘, 

S. 474, 2.4 (47,2.1): „ao“ statt: „op. 

SD. 474, z “ (47, 2.3): 

/ dW 


dy 


S.474,2.13 (47,2.13): Yy'-2(&,y)“. 
8.474, 2.17 (47, 2.17): „2 (y, 2)“. 


+ U statt: ya + We 


„MH 


Abhandlung XXVII, XXVIII 


8.474, Z.10, 9 v.u. (47, 2.5 v.u.) 
„sollen wir“. 
S.475, 2.16 (48, 2.4 v.u.): 
1 yrsy“. 
S.476, 2.5 (49, 2.5 v.u.): 
Ban an. 
ee 


8.476, 2.5 v.u. (50, Z.11) fehlt: 
„sein“. 
8.477, 2.1 (50, 2.6 v.u.): „Be- 
stimmung von den“. 


Si. 44 5.150.22. 1vur 


3 
Das Glied Jon. folgt gleich auf 
3 
das Glied mit en .— Es steht: 
dy? 
den 
EI A 
„ 2) dy® 5 
BA AU ZB VB): 
dr 
a 
DEE ZI ve land, ZEN 
ne dR. 
„ N] yZ 


S. 478, 2.7 (52, Z. 12) fehlt: ‚„‚setzen“. 

3: 418,5 2.8. U .(53,.2-2) fehlt: 
von. 

5.478, 2.4 v.u. (53, Z.6): „passen- 
den‘. 

>48. ZD2 vn, 
statt: „ec“. 

S. 478, Z.1v.u. 
halten ebenfalls den“, 
8.479, 2.1 (53, Z.10): „Flächen“. 

8.479, Z.4f. (53, Z.13): Die Worte 
„und zwar eine konforme Punkt- 
transformation“ hat Lie in einem der 
Sonderabdrucke der Abhandlung hand- 
schriftlich hinzugefügt. 

3219, 2:15.17 (58, 2 Aus 
54, Z.1). Diese Formeln sind im ersten 
Drucke nicht mit einer Nummer ver- 
sehen. 


S.479, Z.11 v.u. (54, 2.2): „Sind 
sowohl“, 


GE ARE 


(99, 4. 8}:r. „er 


533 
8.480, 2.3 (54, Z.6 v.u.) fehlt: 


sa, 
. pa 

S.480, 2.11 (55, 2.3): „a 

8.480, 2.3 v.u. (55, 2.7 v.u.): 
„man endlich“. 

S.481, 2.3f. (55, Z.1 v.u.): „ver- 
schieden sind, so“. 

9.481, 10 v.u.0656, 26 v.u) 
fehlt: „von“. 

S. 482, 2.3 (57, Z.7): „Konstante“. 

S.482, 2.4 (57, 2.8): 

Naar... 

8.482,72597.0..107, 23 v.u.) 
„Pptgundzp +yıdı=p+ g. 

S.482, 2.6 v.u. (58, Z.1): „erforder- 
lichen“. 

5482: 2.8 v:0..158, 4.4)2 „E 1, 
Re N 

S.483, Z.11 (58, 2.10 v.u.): „ge- 
wissen‘. 

5.483.293 9. U..499,.:2.419): 


„Aa yyr3“. 
S.484, Z.1 (59, Z.14): ‚‚mehrere 


konforme“. 


5,484, 2.2.0092. 16)2 024° 
statt: „p— Q- 
S.484, 2.3 (59, 2.17): „gestatten 


kann“. 
35-484: 7.4.1099, 2:19) „up I Yg. 
8.484, 2.5,6 (59, 2.20): „n= y*" 
und „(13)“ statt: „(7*)“. 
S. 484, 2.7 (59, 2.7 v.u.): 
„—ıylety)°?r2e+ Wet)”. 
S.484, 2.8 (59, 2.6 v.u.): 
„—t2(2+y)?+2(e + y)(a + yP)”. 
8.484, 2.12 (59, 2.2 v.u.): „im 
folgenden“. 


S. 484, Z. 18 (60, 2.5) fehlt: „von“. 
S.485, 2.4 (60, 2.3 v.u.): 


S.485, Z.9, 15 (61, Z.3, 9) fehlt: 
„von“. 
S.485, Z.12 (61, Z.6): „hat jo“. 
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XXIX. 

Die Einteilung in die Nrn. 1—10 ist 
neu. 

S. 487, 
lichen‘. 

S. 487, 2.13 v.u. (62, 2.8 v.u.): 
„und ihren‘. 

8.487, 2.10 vu (82 A5v.u): 
„herrührende‘“. 

S.488, 2.4, 6 (63, Z.11, 14). Es 
fehlt: ‚„von‘‘; „Ausnahmfalle weg“. 

S.488, 2.6 v.u. (64, Z.4) fehlt: 
vor. 

S.488, 2.5 v.u. (64, 2.5): „„Ya?, Ya“ 
statt: „y”2, y’“. 

S.488, 2.2 v.u. (64, 2.8): „yaWı“ 
statt: „y"Wı“. 

S.489, 2.4 (64, 2.12) fehlt: „sein“. 


Z.12 (62, Z.11): „ähn- 


S.490, Z.1 (65, Z.9 v.u.): „daher | 


ihren‘‘. 


Die Abweichungen dieser Ausgabe von den ersten Drucken 


S.490, Z.9 (66, 2.2): „wegsehen‘“. 
S.490, 2.13 (66, Z. 8): „abhängen“. 


S.490, Z.14 (66, 2.9): „Verein- 
fachung von unseren“, 
S.490, 2.15 (66, 2.10): „dann 


wird‘“. 

S.490, Z.18 (66, 2.13): „Bogen- 
elements‘“. 

8.491, 2.17 v.u. (67, 2.6 v.u.): 
„im konstanten“. 

8.491, 2.16 v.u. (67, 2.5 v.u.): 
„Falle weg‘. 

8.491, 238 v.u (6, Zi vu) 
„Ausnahmfall“. 

S 491, 2.2 v.u. (68, Z.11) fehlt: 
„von“. 
9.492, 2.6 (68, 2.6 v.u.): „allge- 


meiner‘. 


3.499, 2.11.0068, 212 v.0): „au 
sammenhange“. 


Anmerkungen. 
Zu Abhandlung I, S. 1—11. 


Zu 8.3, Z. 7—9. Den Wiederabdruck im Crelle hat O. J. Broch vermittelt. 


Ein in norwegischer Sprache abgefaßtes Gesuch, das Lie im Jahre 1867 ein- 
gereicht hat, gibt Aufschluß über den Verlauf seiner Studien. Es folgt hier in deut- 
scher Übersetzung: 


„An das Akademische Kollegium. 


Indem ich mir hiermit erlaube, ehrerbietigst darum nachzusuchen, daß mir eines 
der Adjunktstipendien bewilligt werde, um mein Studium der Mathematik fort- 
zusetzen, will ich folgendes mitteilen: 

„Ich bin geboren am 17. Dezember 1842, wurde 1859 Student von der Nissen- 
° schen Schule aus mit dem Hauptcharakter Laudabilis (15 Points), legte 1860 das 
zweite Examen ab mit Laudabilis praeceteris (8 Points) und beendete das Real- 
examen Weihnachten 1865 mit Laudabilis. Meine speziellen Charaktere bei den 
drei Abteilungen dieses Examens waren der Reihe nach 1, 2,2, und es wurde, als 
ich die zweite Abteilung ablegte, dem Protokolle hinzugefügt, daß der Charakter 2 
in diesem Falle die Möglichkeit nicht ausschließen solle, daß ich vorgeschlagen?) 
würde. 

„Seit beendetem Examen habe ich, mit Ausnahme des darauf folgenden halben 
Jahres, wo mein Gesundheitszustand mich daran verhinderte, meine mathema- 
tischen Studien fortgesetzt, indem ich mich daneben nicht weiter mit Unterricht- 
geben befaßte, als nötig war, um mir ein bescheidenes Auskommen zu verschaffen. 

„Schließlich sei hinzugefügt, daß ich bisher noch nicht um eine öffentliche Unter- 
stützung nachgesucht habe.‘ 

Ehrerbietigst 


„Christiania, 15. November 1867. . 
a n.. M.Sophus Lie, 


Cand. real.‘ 


Andrerseits wird berichtet, daß Lie in den ersten Jahren nach dem Real- 
examen noch nicht recht über die Wahl eines Berufs im klaren war. Jedenfalls warf 
er sich von 1868 ab mit dem größten Eifer auf die mathematischen Studien. Dabei 
fesselten ihn in erster Linie die Werke von Poncelet und Plücker; sie waren es, 
die seinen Schaffensdrang weckten. Aber auch die Schriften von Chasles haben 
großen Einfluß auf ihn ausgeübt. 

Die erste Frucht seiner Tätigkeit war die hier zu besprechende Abhandlung I, 
die er auf eigene Kosten drucken ließ und im Februar 1869 veröffentlichte. 

Je mehr den Mathematikern klar geworden war, von welcher Bedeutung 
die imaginären Zahlen für die Algebra und Analysis sind, um so näher lag der 
Versuch, sie auch" für die analytische Geometrie nutzbar zu machen. Man ‘hätte 
sich damit begnügen können, in der Ebene und im Raume die „imaginären Punkte“ 
rein formal einzuführen, indem man Koordinatenpaare oder -tripel betrachtete, 
deren Zahlen nicht alle reell sind. Die moderne algebraische analytische Geometrie 


1) Nämlich zu einem Adjunktstipendium. Anm. d. H. 
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stellt sich tatsächlich oft auf diesen Standpunkt: Ihre Sätze drücken dann alge- 
braische Tatsachen in geometrischer Einkleidung aus. Für den Geometer ist es jedoch 
zweifellos erwünscht, diesen imaginären Punkten eine anschauliche Repräsentation 
geben zu können.!) Die Herstellung einer solchen beweist nicht bloß auf eine neue, 
nicht analytische Weise die Widerspruchsfreiheit der logischen Grundlage, sie er- 
öffnet zugleich die Möglichkeit, neue geometrische Sätze zu gewinnen, indem man 
die bekannten mit Hilfe der repräsentierenden geometrischen Gebilde deutet. 

Poncelet hatte schon 1822 in seinem „Trait& des proprietes projectives des 
figures“ diesen Weg betreten. Seine Repräsentation der imaginären Punkte einer 
Ebene beruht auf der Tatsache, daß es immer eine reelle gerade Linie und eine 
kontinuierliche Schar von reellen Kegelschnitten gibt, die durch einen solchen Punkt 
gehen. Man kann also den Punkt als Schnittpunkt einer gewissen reellen Geraden 
und eines reellen Kegelschnitts darstellen. Nur schneiden die Gerade und der 
Kegelschnitt einander in zwei „‚konjugiert-imaginären“ Punkten. Die Unbequem- 
lichkeit dieser paarweisen Darstellung hat erst von Staudt wirklich beseitigt. 

Es würde zu weit führen, hier die Ponceletsche Theorie und die späteren 
Untersuchungen, insbesondere die von Chasles?), Paulus®), von Staudt®), 
Laguerre®), F. Klein!), Lüroth®), Juel’), Study°®) und Hatton°) näher zu 
besprechen. Auch €. Segre und Coolidge wären zu nennen. Bibliographische 
Übersichten findet man bei A. Ramorino, Giorn. di mat. 35 (1897), S. 242; 36 
(1898), S. 317 und bei C. A. Scott, The math. gazette, Bd. 18—23. 

Die Liesche Repräsentation der imaginären Punkte der Ebene durch an- 
schauliche Raumpunkte ‚‚cotiert‘‘ mit ‚„Gewichtszahlen‘“ ist in $1 beschrieben. 
Es fehlt ihr wohl etwas von der mathematischen Eleganz der oben genannten Theo- 
rien, und es ist nicht ohne weiteres möglich, die Darstellung auf die imaginären 
Punkte des Raumes auszudehnen. Andererseits ist ihre Grundlage so einfach und 
verlangt so wenige mathematische Kenntnisse, daß sie entschieden pädagogischen 
Wert besitzt und größere Verbreitung, bis ins Gymnasium, verdient. Insbesondere 
sollte sie beim Unterricht an den höheren Schulen berücksichtigt werden.!®) Zur Zeit 
ist die Abhandlung fast ganz in Vergessenheit geraten. 

Die Hoffnung, welche Lie offenbar seinerzeit hegte, daß man durch Umdeu- 
tung der plangeometrischen Sätze in einfacher Weise wichtige neue Beiträge zur 
Geometrie der Linienkongruenzen erhalten würde, hat sich nicht ganz erfüllt. Ein 
Teil der Sätze, die er gewonnen hat, war damals schon bekannt, andere sind so ver- 
wickelt, daß sie kein größeres Interesse haben. Wie wir aber sehen werden, wurde 
die ganze Untersuchung für Lie selbst von der allergrößten Bedeutung, denn sie 
führte ihn unter anderem zu der Entdeckung, die seinen Namen mit einem Schlage 
bekannt machte, zu der Transformation, bei der die Geraden des Raumes in die 
Kugelflächen übergehen. 


1) Vgl. F. Klein, Gött. Nachr. 1872, S. 375 (Ges. Abh. Bd. I, S. 40). 

2) Trait& de geometrie sup£rieure (1852). 

3) Grundlinien der neueren ebenen Geometrie (1853). 

4) Beiträge zur Geometrie der Lage (1856—60). 

5) Euvres, Bd. 2, S. 88ff. (Abhandlungen von 1870). 

6) Math. Ann. Bd. II (1877), S. 84. 

7) Bidrag til den imaginäre Linies og den imaginäre Plans Geometri (Diss. 
Kopenhagen 1885 — Acta math. 14 (1890) S.1). 

8) Vorlesungen über ausgewählte Gegenstände der Geometrie I (1911). Eine 
Fortsetzung: „Das Imaginäre in der ebenen Geometrie“ hat E.A. Weiß aus dem 
Nachlasse herausgegeben. Bonn 1933. 

9) The Theory of the Imaginary in Geometry (1920). 

10) Vgl. P. Heegaard, Kongreß zu Bologna. Atti III, S. 421. 
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Die Abhandlung enthält eine Reihe Behauptungen, deren Beweise Lie nicht 
mitteilt. Wir haben in den Anmerkungen versucht, wenigstens einen Teil der Be- 
weise so wiederherzustellen, wie Lie sie wahrscheinlich selbst geführt hat, geschult 
wie er war an der Art der Darstellung bei Poncelet und Chasles. Die übrigen 
Beweise führen wir analytisch. P..Domsch!) und L.Monville?) haben dazu bereits 
Vorarbeiten geliefert. Für moderne Leser erleichtert das vielleicht das Eindringen 
in den Gegenstand, es ist aber nicht selten viel umständlicher. Von Lies Hand liegt 
eine Niederschrift vor, die auf die von ihm verfolgten Ziele Licht wirft und die des- 
halb hier abgedruckt wird. Die Akten der Universität Kristiania vom Jahre 1869 
enthalten nämlich unter der Personalnummer 187 ein Schreiben, das in Übersetzung 
so lautet: 


„Stipendiengesuch von Sophus Lie, eingereicht durch die math.-naturw. 
Fakultät am 24. März 1869. 


„An das 
Collegium Academicum! 

„Ich beantrage hiermit, daß mir von der Universität eine Unterstützung von 
100 Spd. bewilligt werden möge, damit ich mich in den nächsten kommenden 
Monaten ausschließlich mit der Redaktion meiner mathematischen Arbeiten be- 
schäftigen kann. Ich erlaube mir in dieser Beziehung auf die Beilagen zu meinem 
Gesuche um ein Reisestipendium hinzuweisen, das ich gleichzeitig einreiche. Für 
den Fall, daß ich ein Reisestipendium bekomme, will ich erst im Herbst abreisen. 

„Sollten für den oben genannten Zweck keine Mittel verfügbar sein, so be- 
antrage ich, daß mir aus dem Hjelmstjerne-Rosenkroneschen Legat der genannte 
Betrag zuteil werde als Zuschuß zur Bestreitung der Ausgaben bei meinem zu er- 
hoffenden Aufenthalte im Auslande. Die 400 Spd., um die ich mich beim Kirchen- 
departement beworben habe, dürften, wie man vermutlich zugeben wird, dazu nicht 
ausreichend sein. 

„Ich reiche dieses Gesuch ein, weil ich auf anderem Wege mich nicht imstande 
sehe, mit gebührender Kraft die Arbeiten fortzusetzen, mit denen ich mich in den 
letzten Monaten mit überraschendem Glück beschäftigt habe. 


„Ehrerbietigst f 
2 Sophus Lie, 


Cand. real.‘ 


Die Beilagen, von denen hier die Rede ist, waren erstens ein Exemplar des 
ersten Abdrucks von Abh. I, versehen mit handschriftlichen Zusätzen, zweitens 
einige andere Aufzeichnungen. 

Die handschriftlichen Zusätze sind zum Teil in den Abdruck im Crelleschen 
Journal übergegangen. Daher braucht hier nur der folgende angeführt zu werden: 

S.3,Z.7 v.u. (Erster Druck, S. 3, Zeile 13): „Ich rede von der Höhe und dem 
Azimute einer beliebigen Geraden.“ 

Erwähnt sei noch, daß in einem andern Exemplare des ersten Drucks am untern 
Rande von $. 4 hinzugefügt ist: 


0%: p= bı (ya) —bs(@ 01) . en - tg h. 
vbi+b vVbi+b} 

Dagegen sei die zweite Beilage vollständig wiedergegeben, das Norwegische in 
Übersetzung: 


1) „‚Über die Darstellung des Imaginären in der Geometrie‘‘, Programm der 
Realschule zu Borna i. Sa., 1888. 

2) „Analytische Beiträge zu Lies Abbildung des Imaginären der ebenen Geo- 
metrie.‘‘ Dissertation, Mitteil. des math. Seminars zu Gießen, Heft V, 1922. 
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„Chasles, Geomötrie superieure (1852), Chap. XXXIII et XXXIV, 
„Chasles betrachtet hier unter dem Namen ‚‚le cercle imaginaire‘‘ die Glei- 
chungsform: Z? + X? —= — R?%, 
„In unsrer Theorie wird der Nullstreifen dieses J-Kreises durch das Gleichungen- 
system: 
a— !=—r, 0=0 


definiert. Den Scheitel S dieser Hyperbel betrachtet Chasles als Repräsentanten 
für „le cercle imaginaire“. 

(549). „Cette idee d’un cercle imaginaire est done une pure fiction.“ 

(553). „Ces proprietes permettent de substituer le point S au cercle imaginaire 

. ces considerations qui seront extr&mement utiles.“ 

(558). „Cette theorie offre un exemple assez remarquable des transformations 
auxquelles les imaginaires peuvent donner lieu en G&ome6trie.““ 

„In einer Arbeit in Liouvilles Journal 1860, S. 425 nimmt Chasles beim 
Studium räumlicher Formen seinen Ausgangspunkt von hieran geknüpften Betrach- 
tungen. 

„Hamilton, Lectures on Quaternions, p. 685. Es handelt sich um die Raum- 


kurven: 
un ne 
| ) \ z=0 )’ 


die ich auf S. 8 [hier S. 10] betrachte. 

„of which the consideration has presented itself to some former writers in 

connexion with modes of interpreting certain results respecting the ordinary 
— 1.“ 

v „Hamilton, Elements of Quaternions (1866), p. 90 „‚no interpretation is here 

proposed for imaginary intersections of this kind, such as those of a sphere with a 

right line, which is wholly external thereto.‘“ 

„Grassmann, S.62 in der Vorrede zu den Lectures on Quaternions, die 
überhaupt Aufklärungen über die Geschichte dieser Dinge gibt: 

„Hingegen ist es nicht mehr möglich, vermittelst des Imaginären auch die 
Gesetze für den Raum abzuleiten.“ 

„Salmon (1865): „Das System dritter Ordnung ist hinsichtlich der Theorie 
der Reziprozität das vollständige räumliche Analogon der Kegelschnittslinien in der 
Ebene.“ 

„Das ist ein Spezialfall der allgemeinen Analogie zwischen ebenen Figuren 
und Raumformen, die meine Imaginärtheorie angibt. 

„Poncelet, 1865. Applications d’analyse ... p.568. Es handelt sich um 
supplementäre Kegelschnitte in derselben Ebene. „la theorie des coniques supple&- 
mentaires ... pouvait servir & point de depart & de plus vastes doctrines, concer- 
nant sinon la representation du moins l’interpr6tation simple et naturelle des 
expressions imaginaires.‘ 

„Poncelet bespricht sodann Maximilian Maries Arbeiten!) auf diesem 
Gebiete. Die sind von den meinigen vollständig verschieden. Er betrachtet nur Fi- 
guren in der Ebene. Die oben angeführten Worte zeigen, daß Poncelet nicht der 
Meinung ist, daß Maries Arbeiten mehr leisten, als eine Interpretation — 
nicht eine Repräsentation — gewisser Erscheinungen zu geben, die sich auf die 
Imaginären beziehen. Marie macht auf mehr keinen Anspruch. 

„Die Hauptwerke über Liniensysteme im Raume sind die von Kummer 
und die von Plücker (1868 herausgegeben von Clebsch). 


1) „Liouvilles Journal 1860, 1861 ... usw. 


” 
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„Angenommen, daß meine Betrachtungen mit der daraus folgenden Mannig- 
faltigkeit von Sätzen in bezug auf Linien im Raume schon früher aufgestellt wären, 
so müßten diese Werke Andeutungen darüber enthalten, was sie, wie ich beweisen 
zu können glaube, nicht tun. — 

„Entwickelung dessen, was ich unter Repräsentation der Imaginären der Geo- 
metrie verstehe. 

„Die Algebra hat in die Geometrie die Begriffe: „Imaginärer Punkt, Imaginäre 
Linie‘ eingeführt. Das Wort imaginär ist hier wie immer mit ungedacht zu über- 
setzen, nicht mit undenkbar. Die Geometrie hat diese Begriffe nicht abgewiesen, 
sie räsonniert mit ihnen, benutzt sie als Zwischenglied für Sätze über gedachte geo- 
metrische Dinge. Dieses Räsonnement ist algebraisch. 

„Man hat eine Repräsentation der Imaginären der Geometrie gesucht, das 
heißt, man hat höhere Gesichtspunkte, umfassendere Definitionen gesucht, für die 
auch die imaginären geometrischen Dinge Existenz haben. 

„Wäre dieses Ziel erreicht, so würden allerdings immer noch geometrische 
Probleme gestellt werden können, die nur algebraische Lösung hätten, aber jedem 
solchen würde ein umfassenderes entsprechen, das algebraisch auf dieselbe Weise 


formuliert würde wie jenes und das eine geometrische Lösung hätte. 
S. Lie.“ 


S. 3, Z. 10—7 v. u. Die positive Richtung der y-Achse wird also erst durch die 
Wahl der positiven Drehung um die positive z-Achse festgelegt. 

S.4, Z.9. Hier wird vorläufig B als endlich und =+ 0 vorausgesetzt, so daß 
die J-Gerade zu keiner der Koordinatenachsen der Z, X-Ebene parallel ist. Vgl. 
8.5, 2.1—3. 

S.4,2.8v.0.—8v.u., 8.5, Z.4—15. Man macht sich diese Verhältnisse wohl 
am anschaulichsten, wenn man (vgl. 8.5, Z. 9—12) bemerkt, daß die J-Gerade 
folgende Punkte enthält: 


ie 1 230, 
2.X=A+B,2=1. 


Zu 1.: Der Vektor vom Koordinatenanfange bis zum Durchschnitte des Null- 
streifens mit der Gaußischen x, y-Ebene hat den komplexen Wert A. 

Zu 2.: Der Vektor von diesem Schnittpunkte bis zu dem Punkte des Null- 
streifens, für den 2 = } ist, liefert auf die x, y-Ebene projiziert einen Vektor mit 
dem komplexen Werte B. Man hat also: 


|B]|=ecoth. 


Zu 8.: Der Ausdruck pBi= Bi.p stellt einen Vektor dar, den man erhält, 
wenn man den eben besprochenen Vektor B um seinen Angriffspunkt im positiven 
Sinne um einen rechten Winkel dreht und sodann die Länge des Vektors mit p 
multipliziert. Der Endpunkt des hierdurch erhaltenen Vektors kommt in die Spur 
des p-Streifens auf der x, y-Ebene zu liegen, das heißt, der p-Streifen hat von 
dem Nullstreifen den Abstand d=p.coth. 

In jeder Ebene, die weder zur x, y-Ebene noch zur z- Achse parallel ist, kann 
eine beliebige ihrer Linien größter Neigung zum Nullstreifen gewählt werden und 
die Ebene stellt dann eine ganz bestimmte Gerade BZ= X — A dar, für die B 
endlich und von Null verschieden ist. Durch den Nullstreifen sind nämlich nach 
1.und 2. die Vektoren A und B bestimmt. Ist x, y,z ein Punkt der Ebene, der nicht auf 
dem Nullstreifen liegt, und legt man durch x, y, z die Parallele zur positiven z-Achse, 
so bestimmt der Vektor B eine Drehung um diese Parallele als Drehachse (S. 4, 
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7.108 v. u.). Der Sinn dieser Drehung liefert das Vorzeichen, das der Abstand d 
des Punktes x, y,z von dem Nullstreifen bekommt, und das zu dem Punkte ge- 
hörige p erhält den Wert d.tgh. 

Demnach kann jede weder zur z2- Achse noch zur x, y-Ebene parallele Gerade 
als der Nullstreifen einer ganz bestimmten gestreiften Ebene aufgefaßt werden, 
die eine gewisse .J-Gerade repräsentiert. Folglich kann man jede solche Gerade 
selber als Bild einer JJ-Geraden betrachten. Man erhält auf diese Weise Bilder für 
alle im Endlichen liegenden J-Geraden der Z, X-Ebene, die weder zur Z- Achse, 
noch zur X-Achse parallel sind. 

Der Deutlichkeit wegen wollen wir von jetzt an den Bildraum mit r, 4,3 be- 
zeichnen und mit den Buchstaben z, y, z bestimmte Werte der Koordinaten £, 9,3. 

8.5, Z2.1-3. Für B=%0 hat man eine im Endlichen liegende J- Gerade 
Z — Const., die der X-Achse parallel ist. Diese wird durch eine horizontale Ebene 
dargestellt, deren Punkte alle dasselbe Gewicht haben. Dagegen bekommt man 
für B — 0 die zur Z- Achse parallele J- Gerade X = Const. Diese wird abgebildet 
durch eine Parallele zur 3-Achse, deren Punkte mit allen möglichen Gewichten 
behaftet sind. 

Demnach ist jede im Endlichen liegende, nicht zur Ebene 3 —= 0 parallele Ge- 
rade des Raumes r,),3 der Nullstreifen einer im Endlichen liegenden, nicht zur 
X- Achse parallelen Geraden. Dies gilt auch von den zur 3- Achse parallelen Geraden, 
nur ist jede solche Gerade zugleich der Träger jedes p- Streifens der betreffenden 
.J- Geraden. 

Eine zur Ebene 3 — 0 parallele Gerade ist nur ein Teil des Bildes einer J- Ge- 
raden. Erst die ganze, durch die Gerade gehende, zur Ebene 5 = 0 parallele Ebene 
bildet eine zur X-Achse parallele J-Gerade ab, und zwar bekommen alle Punkte 
der Ebene dasselbe Gewicht. Unter diesen J-Geraden Z= A sind daher die- 
jenigen, bei denen A reell ist, die einzigen, die einen Nullstreifen enthalten, aber 
dieser Nullstreifen besteht aus der ganzen zur Ebene 3 = 0 parallelen Ebene 3 = A. 

8.5, 2.10-—-8 v. u. Es sind also A und B Linienkoordinaten und die Gleichung 
init konstanten Z, X ist in Linienkoordinaten die Gleichung des Geradenbüschels, 
das den Punkt (Z, X) zum "Träger hat. 

S.5, 2.75 v.u. Jede durch den Punkt x, y,2z gehende, nicht der 3- Achse 
parallele Ebene ist, passend gestreift, das Bild einer durch den J-PunktZ=z-+1p, 
X=xz-+iy gehenden J-Geraden, die nicht der Z-Achse parallel ist. Ist die 
Ebene auch nicht zur r, d-Ebene parallel, so liefert ihre durch x, y, 2 gehende 
Linie größter Neigung den p-Streifen auf der Ebene; der zugehörige Nullstreifen 
hat von dieser Linie den Abstand d—p.coth. Die Richtung nach dem Null- 
streifen hin findet man, indem man die aufsteigende Richtung des p-Streifens 
senkrecht auf die Ebene 3— 0 projiziert und diese Projektion in der Ebene 5 — 0 
um einen rechten Winkel dreht, wobei die Spur des p- Streifens als Drehpunkt dient. 
Die Drehung geschieht im positiven oder im negativen Sinne, je nachdem p positiv 
oder negativ ist. 

S.5, 2.5 v.u—6, Z.2. Es sein: {=r-+iy, ö=3 tip laufende Ko- 
ordinaten. Der Nullstreifen der J-Geraden: B3=%— A hat die Gleichungen: 


b3=t 4, bI3=Y)—%, 


und es sind @,, 4,, bı, b, seine Plückerschen Linienkoordinaten. Geht die J- 
Gerade durch den J-Punkt Z, X, so befriedigen diese Linienkoordinaten die 
Gleichungen: 

bz—bp=2—a, b2+bp=y—@, 


wo 2,y,2z,p gegebene Werte haben. Die Nullstreifen der durch Z, X gehenden 
J-Geraden gehören also zwei linearen Komplexen an, das heißt, sie bilden eine 
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lineare Kongruenz. Durch Wegschaffung von a, und a, erhält man die Glei- 
chungen der Geraden dieser Kongruenz, nämlich: 


” b6-)+bp=r—, 
ba —2)—bp=4—Y, 
wo b,, b, Parameter sind. 

Jeder im Endlichen liegende .J-Punkt Z, X liefert eine solche Kongruenz und 
wird umgekehrt durch diese Kongruenz vollständig bestimmt; er ist ja der Schnitt- 
punkt aller J-Geraden, deren Nullstreifen der Kongruenz angehören. Für jeden 
im Endlichen liegenden J-Punkt vom Gewichte Null wird diese Kongruenz ein 
Strahlenbündel, dessen Träger ein im Endlichen liegender reeller Punkt ist. 

Es ist jedoch zu bemerken, daß die Kongruenz nicht alle durch den J-Punkt 
Z,X. gehenden J-Geraden liefert. In der Tat gibt es eine und nur eine J-Gerade 
durch Z,X, die in der Kongruenz keinen Vertreter hat, nämlich die J- Gerade 
83=Z.Istp=# 0, so wird diese durch die Ebene 9 = z abgebildet, deren Punkte 
alle das von Null verschiedene Gewicht p haben. In diesem Falle stellt daher die 
Kongruenz wenigstens jede durch Z, X gehenden J-Gerade dar, die einen Null- 
streifen besitzt. Ist aber p=0, so wird die J-Gerade 3—=Z durch die Ebene 
3 = z abgebildet, deren Punkte alle das Gewicht Null haben. Man muß daher in 
diesem Falle die Kongruenz durch Hinzufügung der Ebene 3 = z vervollständigen, 
die den Nullstreifen der J- Geraden 3 =Z darstellt. 

Den wahren Einblick in diese Verhältnisse gewinnt man erst, wenn man be- 
achtet, daß die Gleichungen (1) nicht die vollständige Darstellung der Kongruenz 
liefern. Um diesem Übelstande abzuhelfen, setzen wir b = ß:6, b»=y:6 und 
führen noch eine Größe e ein, die mit $,y,6ö durch die Gleichung: 


(1*) an u 


verknüpft ist. Dann werden wenigstens alle im Endlichen liegenden Geraden 
unsrer Kongruenz durch die Gleichungen: 


Ba —2)+yYp=der —r), 


Ro 6 —2)— Pp= u —Y), 
&(3 —2) = Pe —)+YW—Y)), 
ep =ye —- )— Pu — Y) 

dargestellt. 


Ist nun p=# 0, so enthält die Kongruenz überhaupt keine zur Ebene 5; = 0 
parallele reelle Gerade. Ist aber p=0, so liefern die Gleichungen (1’) für 
ß=y=6= 0 bloß die eine Gleichung 3 = 2; die Kongruenz enthält also in diesem 
Falle außer den durch den Punkt z, y,z gehenden reellen Geraden auch noch alle 
reellen Geraden der Ebene 3—=z. Jede dieser Geraden stellt aber nur einen Teil 
des Nullstreifens einer J-Geraden dar, und erst ihre Gesamtheit, das heißt, die 
ganze Ebene 3 — 0 ist ein solcher Nullstreifen, nämlich der der J-Geraden 3=Z. 

Einem J-Punkte Z, X, dessen Gewicht verschwindet, mit andern Worten 
einem Nullpunkte ist demnach als Kongruenz eine Figur zugeordnet, die besteht 
erstens aus allen reellen, nicht zur Ebene 3 —= 0 parallelen Geraden des Raumes 
£,4,3, die durch den Punkt z, y,2z gehen, und zweitens aus der Ebene 3=2. 
Es sind das die Nullstreifen aller durch Z, X gehenden J-.Geraden, und zwar ohne 
Ausnahme. 

Ein unendlich ferner J-Punkt, der nicht auf der X-Achse liegt, kann defi- 
niert werden als der Schnittpunkt der parallelen J- Geraden: 


BB=&—A, 
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wo B=ß,+iß, eine endliche bestimmte komplexe Zahl ist und A ein komplexer 
Parameter. Die Nullgeraden dieser J-Geraden bilden das Parallelstrahlenbündel: 
(1”) t-=ßi 9—-—=ßz 

mit den Richtungskoeffizienten ß,:ß,:1 und mit den Parametern a,,@. Träger 
dieses Bündels ist ein unendlich ferner Punkt, der nicht auf der Ebene 3 = 0 liegt. 
Für %,= 0 wird unser J-Punkt reell, und die Strahlen des Bündels werden der 
Ebene 9 = 0 parallel. 

Faßt man (1”) als die Gleichungen einer linearen Kongruenz auf, so muß 
man zu dieser Kongruenz auch noch alle unendlich fernen Geraden des Raumes 
£,), 3 hinzurechnen. Der Inbegriff dieser Geraden, also die ganze unendlich ferne 
Ebene bildet, wie wir nachher sehen werden, den Nullstreifen der unendlich fernen 
J-Geraden. Als zu unserm unendlich fernen J-Punkte gehörige Kongruenz haben 
wir daher die Figur zu betrachten, die aus den Strahlen des Bündels besteht, zu- 
sammen mit der unendlich fernen Ebene. Diese Kongruenz repräsentiert die Null- 
streifen aller durch den J-Punkt gehenden J- Geraden. 


Der unendlich ferne Punkt der X-Achse ist der Schnittpunkt der parallelen 


J-Geraden: 
4 —= Gonst. 


Diese werden abgebildet durch die zur r, Y-Ebene parallelen Ebenen, wobei die 
Punkte einer solchen Ebene ein beliebiges, aber alle dasselbe Gewicht haben. Für 
diesen J-Punkt liefern also die Nullstreifen der hindurchgehenden J- Geraden bloß 
oo! Nullstreifen, nämlich die oo! reellen Ebenen: 


3 = Const. 


Für jeden J-Punkt der Z, X-Ebene, mag er nun im Endlichen oder im Un- 
endlichen liegen, haben wir daher eine Figur des Raumes r, y, 3, die ihn vollständig 
bestimmt und die infolgedessen als Vertreterin des J-Punktes dienen kann. Wenn 
wir von dem unendlich fernen Punkte der X-Achse absehen, besteht diese Figur 
aus 00? reellen im Endlichen liegenden Geraden, zu denen aber unter Umständen 
eine Ebene hinzukommt, die auch im Unendlichen liegen kann. Wir bezeichnen 
diese Figur der Bequemlichkeit wegen als die zu dem J-Punkte gehörige Kon- 
gruenz. Betrachten wir die erhaltenen Figuren, so erkennen wir zugleich die Mög- 
lichkeit, die Liesche Abbildung der im Endlichen liegenden J-Punkte durch Ge- 
wichtspunkte des Raumes r,, 3 zu vervollständigen, und zwar so, daß auch den 
unendlich fernen J-Punkten Punkte des Raumes r,), 3 zugeordnet werden. 

In der Tat, jeder unendlich ferne J-Punkt Z,X, der nicht auf der X-Achse 
liegt, wird abgebildet durch einen ganz bestimmten unendlich fernen Punkt des 
Raumes, der nicht auf der Ebene 3 — 0 liegt. It X:Z = P, + 1 ß,, so ist sein Bild 
der unendlich ferne Punkt der Geraden r = ß,3, U = fsz. Die reellen unendlich 
fernen Punkte der Z, X-Ebene haben zu Bildern die unendlich fernen Punkte der 
Ebene Hy =0. 

Der unendlich ferne Punkt der X-Achse wird abgebildet durch alle unendlich 
fernen Punkte der Ebene 3—= 0. Diese müssen aber als mit einander identisch be- 
trachtet werden, entsprechend der Tatsache, daß die Ebene 3 —= 0 als Bild der J- 
Geraden Z = 0 eine Gaußische Zahlenebene ist, die nur einen unendlich fernen 
Punkt besitzt. 

Jede im Endlichen liegende J-Gerade, die weder der X-Achse noch der 
Z-Achse parallel ist, wird abgebildet durch eine Ebene, die weder der r, y-Ebene 
noch der 3-Achse parallel ist. Umgekehrt ist jede Ebene dieser Art das Bild von 
oo! parallelen J-Geraden von jener Art. Die Streifenrichtungen sind auf jeder 
solchen Ebene die Linien größter Neigung der Ebene, und die einzelnen durch die 
Ebene abgebildeten J-Geraden unterscheiden sich durch die Verteilung der Ge- 


Das unendlich Ferne. — Eigenschaften der Kongruenz 543 


wichte auf die einzelnen Streifen. Die unendlich fernen Punkte jeder solchen Ebene 
sind als mit einander identisch zu betrachten und können durch den unendlich 
fernen Punkt der Streifen repräsentiert werden, der den unendlich fernen Punkt 
der durch die Ebene abgebildeten oo! parallelen J-Geraden abbildet. 

Jede im Endlichen liegende, zur Z- Achse parallele J- Gerade wird nicht durch 
eine Ebene, sondern durch eine zur 3-Achse parallele Gerade abgebildet, deren 
Punkte alle möglichen Gewichte bekommen. Die zur 3- Achse parallelen Ebenen sind 
daher die einzigen Ebenen des Raumes 1,4, 3, die nicht die Bilder von je oo! 
J-Geraden sind. Vielmehr enthält jede solche Ebene oo! zur 3- Achse parallele Ge- 
rade, deren jede das Bild einer zur Z- Achse parallelen J-Geraden ist. 

Als Bild der unendlich fernen Geraden der Z, X-Ebene ist hiernach die un- 
endlich ferne Ebene des Raumes r,),3% zu betrachten, nur müssen alle Punkte 
dieser Ebene, die der Ebene 3 = 0 angehören, als identisch aufgefaßt werden oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, es müssen alle die eben genannten Punkte mit 
Ausnahme des unendlich fernen Punktes der r-Achse weggelassen werden. 


Als Bilder der unendlich fernen J-Punkte bekommen die unendlich fernen ° 


Punkte des Raumes r, 9, 3 keine Gewichte, da sie als bloße Punkte, ohne Gewicht, 
zur Repräsentation ausreichen. Jeder gestreiften Ebene, die als Bild einer J-Ge- 
raden dient, ist ja nur ein unendlich ferner Punkt zuzuschreiben, der Schnitt- 
punkt ihrer p-Streifen, in dem das Gewicht offenbar unbestimmt wird. 

Die im Endlichen liegenden, zur 3- Achse parallelen Ebenen sind demnach die 
einzigen Ebenen des Raumes r,),3, die bei unsrer Abbildung nicht als Gaußi- 
sche Zahlenebenen auftreten. 

Wir haben nunmehr für jeden J-Punkt und für jede J- Gerade der Z, X-Ebene 
ein ganz bestimmtes Bild im Raume r, y, 3, und diese Abbildung ist eindeutig um- 
kehrbar. 

Wir kehren zurück zu der Repräsentation eines beliebigen im Endlichen 
liegenden J-Punktes, die durch die Kongruenz (1) geliefert wird. 

Auf welchem Wege Lie zu der auf S. 6, Z. 1f. ausgesprochenen Eigenschaft 
dieser Kongruenz gelangt ist, das ergibt sich aus einer Bemerkung in Abh. III, 
S.17, 2.14—12 v.u. Ist nämlich BZ= X — A, wo Z und X gegeben sind, so 
wird: B= (X — 4):Z, also stellt die Gleichung: 


K—A)3=Z(& —A) 


mit den laufenden Koordinaten 3, & und dem Parameter A alle durch Z,X 
gehenden J-Geraden dar. Der Nullstreifen einer solchen J-Geraden schneidet die 
Ebene 3 = 0 in dem Punkte r, y, der bestimmt ist durch: <= r+iy=A, und 
die Ebene 3—= 3, wo 3 reell ist, in dem Punkte: 


Ker+iy=4+3 X). 

Es wird also: 
es 5 

2) ©=77+(1-$)8 
das heißt, eine lineare monogene Funktion der komplexen Veränderlichen &. Die 
Geraden (1) unsrer Kongruenz vermitteln demnach die durch (2) dargestellte kon- 
forme Abbildung der komplexen Ebene 3; = 0 auf die komplexe Ebene 3—= 3‘, eine 
Abbildung, die sich offenbar aus einer euklidischen Bewegung und einer nach 
dieser ausgeführten Ähnlichkeitstransformation zusammensetzen läßt. 

Hierin liegen die von Lie angegebenen Eigenschaften der Kongruenz. Ins- 
besondere sei noch erwähnt, daß für ein von Null verschiedenes 3’ dann und nur 
dann % = X% werden kann, wenn {= X ist, und daß in diesem Falle 3’ unbestimmt 
bleibt. Man findet auf diese Weise die einzige auf der Ebene 3 = 0 senkrecht stehende 
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Gerade %’ — X der Kongruenz, die von Plücker als die Achse der Kongruenz 
bezeichnet wird. Es ist das die durch den Bildpunkt z, y, 2 des J-Punktes gehende 
Kongruenzgerade. Auch sei bemerkt, daß es unter Umständen zweckmäßig ist, die 
Gleichung (2), die alle Geraden unserer Kongruenz darstellt, in der Form: 


9 j e — Pe, ’ as 
62) E— X= (1 5 ) (8) 
zu schreiben. 


Liegt der Punkt Z,X im Unendlichen, aber nicht auf der X-Achse, so sei 
X:Z=ß, + iß,. An die Stelle von (2) tritt dann die Gleichung: 


(2*) "= (A+iß)it 8. 


Die Kongruenz ist ein Parallelstrahlenbündel, dessen Gerade nicht zur Ebene 
3 — 0 parallel sind, und die Abbildung der Ebene 3 — 0 auf die Ebene 3= 5 ist 
eine bloße Translation. Zu diesem Bündel kommt noch die unendlich ferne Ebene 
hinzu. 

Ist Z, X der unendlich ferne Punkt der X -Achse, so haben wir überhaupt 
keine Linienkongruenz. 

S.6, Z.3—6. Es sei Z, X ein im Endlichen gelegener J -Punkt. Nimmt man 
auf der Ebene 3 — 0 einen Kreis an, der auch in eine Gerade ausarten kann, und legt 
durch diesen alle hindurchgehenden Geraden, die der Kongruenz (1) des J - Punktes 
angehören, so erhält man eine geradlinige Fläche. Ist das Gewicht p des J-Punktes 
— 0, so ist diese Fläche ein Kegel oder eine Ebene; ist es ++ 0, so erweist sie sich als 
ein Hyperboloid mit horizontalen Kreisschnitten, und die zweite Schar von Er- 
zeugenden dieses Hyperboloids ist in der Kongruenz eines gewissen andern J- 
Punktes enthalten. Wir wollen uns jetzt davon im einzelnen überzeugen. 

Legen wir durch alle Punkte einer zur Ebene 5 = 0 parallelen Geraden die 
hindurchgehenden Kongruenzgeraden des J -Punktes Z,X, für den p = 0 ist, so 
erhalten wir eine geradlinige Fläche, deren ebene Horizontalschnitte offenbar 
lauter Parallelen zur Ebene 4 — 0 sind, also ein Hyperboloid, das die unendlich 
ferne Gerade und somit auch die Kreispunkte der Ebene 3 — 0 enthält. Die zweite 
Schar von Erzeugenden dieser Fläche, die aus horizontalen Geraden besteht, ver- 
tritt nach $. 542 die Schar der horizontalen Ebenen, mit anderen Worten die Kon- 
gruenz des unendlich fernen Punktes der X- Achse. 

Nehmen wir jetzt eine beliebige nicht zur Ebene 5 = 0 parallele Gerade, die 
durch den Punkt X, dieser Ebene geht. Es sei Z,, X, einer der unendlichen vielen 
J-Punkte, deren Kongruenzen die von uns ausgewählte Gerade enthalten. Dann 
schneidet, wie aus (%) hervorgeht, die Gerade die Ebene 5 — 3 in dem Punkte: 


reX,+(i -}) MX) 


Durch jeden Punkt %, 3 der Geraden legen wir die hindurchgehende Kongruenz- 
gerade von Z,X. Schneidet diese die Ebene 3 = 0 in dem Punkte &, so ist: 


mithin wird: 


4 
1— 
Be a ee.‘ 21 
2 er er 
Z Z 


Hält man hier X, fest und läßt 3 alle reellen Werte annehmen, so beschreibt der 


5 
1 
- 
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Punkt &% der Ebene 3 — 0 einen Kreis, der durch den Punkt %, geht. Dieser Kreis 
schrumpft dann und nur dann auf den Punkt %, zusammen, wenn die Gleichung: 
* Se. © 1 1 

@ 22-2) 
erfüllt ist, das heißt, wenn die Kongruenzen Z, X und Z,, X, die durch den Punkt 
%, der Ebene 3— 0 gehende Gerade gemein haben. Ist (4) nicht erfüllt, so ist (3) 
im allgemeinen ein wirklicher Kreis und wird nur bei reellem Z eine Gerade. 

Legt man also durch eine Gerade, die nicht der Kongruenz des 
J-Punktes Z,X angehört, alle hindurchgehenden Geraden dieser 
Kongruenz, so erhält man eine geradlinige Fläche, die auf der 


Ebene 3=0 und somit überhaupt auf jeder Horizontalebene einen 


Kreis ausschneidet. Dieser Kreis artet nur dann in eine Gerade aus, 
wenn die ausgewählte Gerade der Ebene 3—=0 parallelist, oder, wenn 
das Gewicht des J-Punktes verschwindet. Eine Ebene ist die Fläche 
nur im letzten Falle. 

Sollen die durch die Kongruenzgerade von Z,, X, gehenden Kongruenzgeraden 
von Z, X eine Fläche bilden, die auch von Kongruenzgeraden von Z,, X, erzeugt ist, 
so ist jedenfalls notwendig, daß der Kreis (3) ungeändert bleibt, wenn man die beiden 
J-Punkte Z,X und Z,, X, vertauscht. Die Gleichung: 


1 et 
I (2 -3)+ u, (2 -2)+ —2 
ad: Aa: i z Z, RT, i 
2 Z RB ze 


muß also eine reelle, und zwar eine bilineare Beziehung zwischen 3’ und 3” liefern. 
Nun aber läßt sich diese Gleichung schreiben: 


it b: \ j ’ ” 1 1 14 | Ra . 
zen. a & -_ le 
ist daher (3) ein wirklicher Kreis und ist also (4) nicht erfüllt, so ergibt sich die 
Beziehung: 


6) + —(z +y) =, 


die dann und nur dann reell wird, wenn Z, —= Z ist, unter Z diezu2=2+ ip kon- 
jugierte Größe: 2 — ip verstanden. 

Wir schließen nunmehr den Fall eines reellen Z aus, setzen also p =+ 0 voraus. 
Bezeichnen wir dann den aus (4) folgenden Wert von %, mit X, setzen wir also: 


ZX,—XZ 
6 re ee 
(6) ga 
so erhalten wir aus (3): y 
ee 
N) 1 Z 
a 2 1 
Em ser z)En a 
y7 Z 
mithin: 
z 
a: 
(N &— Km = = (Ko — Kn) » 
ar 


und insbesondere für Z,=Z: 


18%, 1= 1% —&n|- 
35* 
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In diesem und offenbar nur in diesem Falle ist also der Kreis (3) der durch &, gehende 
Kreis mit dem Mittelpunkte X 

Damit ist aber zugleich Folgendes bewiesen: Es seien Z, X; Z,, X, verschiedene 
J-Punkte, Z und Z, beide nicht reell. Legt man durch den Punkt %, der Ebene 
3 = 0 die hindurchgehende Kongruenzgerade von 21 X7, und ist diese keine Kon- 
gruenzgerade von Z,X, so schneiden die durch sie gehenden Kongruenzgeraden 
von Z,X auf der Ebene 3= 0 einen Kreis aus. Soll nun jede durch diesen Kreis 
gehende Kongruenzgerade von Z,, X, von allen durch den Kreis gehenden Kon- 
gruenzgeraden von Z,_X geschnitten werden, so ist notwendig und hinreichend, 
daß Z, und Z konjugiert imaginär sind, also Z,=Z. Die beiden durch den Kreis 
gehenden Scharen von Kongruenzgeraden sind dann die beiden Scharen von Er- 
zeugenden eines Hyperboloids mit horizontalen Kreisschnitten.t) 

Sollen sich daher die Kongruenzgeraden zweier J- Punkte 2.% 
und Z,,X,, die keine Nullpunkte sind, derart auf oo! Hyperboloide 
mit horizontalen Kreisschnitten verteilen, daß auf jedem Hyper- 
boloide die eine Schar von Erzeugenden der Kongruenz Z,X ange- 
hört, die andre der Kongruenz Z,,X,, so ist notwendig und hinrei- 
chend, daß Z, und Z konjugiert imaginär sind. 

Beschreiben wir in der Ebene 3 = 0 um den Punkt *%,, einen Kreis vom Halb- 
messer r, so sind die Punkte dieses Kreises alle die von der Form X „t re”. 
Legen wir durch diese Punkte die hindurchgehenden Kongruenzgeraden von Z,X, 
so erhalten wir eines der erwähnten Hyperboloide, und zwar (vgl. (2)) erzeugt von 
den oo! Kongruenzgeraden: 


ZX,—XZ j 
Te) 
at a 


die wir auch so darstellen können: 


X—X rue AX,—XZ 
8 ee en Dial ! 
(8) A 12 V_y 


Wa, - + rei? 


Dasselbe Hyperboloid wird dann auch von den oo! Kongruenzgeraden: 
X—X AR ZXN,—XZ 
(9) en en rat 
222322 VAR A 
des J-Punktes Z, X, erzeugt. .r 
Ist Z,=Z, so bestimmt die Gleichung: 
ZX,—XZ 
7—Z 


+re? 


Em => 


jede der beiden Größen X, und X, durch die andere, da ja unter der gemachten 
Voraussetzung weder Z noch Z— Z verschwindet. Hierin liegt: 

Ist Z,X ein J-Punkt von nicht verschwindendem Gewichte, so 
lassen sich seine Kongruenzgeraden auf o0®? verschiedene Arten auf 
je ©! Hyperboloide mit horizontalen Kreisschnitten verteilen. Jede 
Schar von oo! konzentrischen Kreisen der Ebene 3=0 bestimmt eine 
solche Verteilung. 


1) Lie spricht immer von dem Hyperboloide mit ‚„‚horizontalem Kreisschnitte‘. 
Es ist aber klar, daß ein solches überhaupt von jeder Horizontalebene in einem 
Kreise geschnitten wird. 


“ 


i 
| 
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Benutzt man statt der oo! konzentrischen Kreise oo! parallele Gerade der 
Ebene 4 = 0, und legt man durch jede dieser Geraden die hindurchgehenden Kon- 
gruenzgeraden von Z, X, so erhält man ebenfalls eine Verteilung der Kongruenz- 
geraden von Z, X auf oo! Hyperboloide mit horizontalen Kreisschnitten; nur zer- 
fällt jeder dieser Kreisschnitte derart, daß er die unendlich ferne Gerade der Ebene 
3=0 enthält. Solcher Verteilungen erhält man oo! verschiedene. Der J-Punkt 
Z, Xı, der mit Z, X zusammen diese Zerlegungen liefert, ist der unendlich ferne 
Punkt der X-Achse, dessen Kongruenz, wie wir wissen, nicht aus Geraden besteht, 
sondern aus den horizontalen Ebenen (vgl. S. 542). 

Wir haben im Vorangehenden das Reelle und das Imaginäre nicht getrennt. 
Wir haben dadurch den großen Vorteil, daß wir zur Darstellung einer Kongruenz- 
geraden eines J-Punktes bloß eine lineare Gleichung zwischen &% und 3 brauchen. 
Fügen wir zu dieser einen Gleichung die konjugiert imaginäre zwischen &, 3 hinzu, so 
haben wir zwei Gleichungen zwischen r,),3, die den gewöhnlich für die Darstellung 
einer Geraden benutzten Gleichungen auch rein formell äquivalent sind. Mit diesen 
Gleichungen zwischen %,& und 3 werden wir im Folgenden durchweg arbeiten.!) 
Wollten wir sie in Gleichungen zwischen r, ), 3 auflösen, so würden wir auf ganz 
unübersichtliche Formeln stoßen und nicht den richtigen Einblick gewinnen. 

Man wird gut tun, sich daran zu gewöhnen, daß jeder J-Punkt durch eine 
Kongruenz von der hier betrachteten Art ersetzt werden kann, und daß umgekehrt 
jede solche Kongruenz einen ganz bestimmten J-Punkt vertritt. Ebenso präge 
man sich ein, daß jedes Hyperboloid mit horizontalen Kreisschnitten durch seine 
beiden Scharen von Erzeugenden die Kongruenzen zweier J-Punkte bestimmt.?) 
Sind die Kreisschnitte wirkliche Kreise, so liegen beide J-Punkte im Endlichen und 
haben entgegengesetzt gleiches, von Null verschiedenes Gewicht. Sind sie in gerade 
Linien ausgeartet, so liegt nur der eine J-Punkt im Endlichen und hat ein nicht ver- 
schwindendes Gewicht, der andre ist der unendlich ferne Punkt der X- Achse. 

Es bleiben jetzt noch gewisse Fragen zu beantworten, auf die Lie fast gar 
nicht eingeht. Wir wollen sie hier der Reihe nach besprechen. 

Erstens. Wenn der Träger z,y,z und das Gewicht p des J-Punk- 
tes Z,X gegeben sind, wie findet man die zugehörige Kongruenz? 

Es sei p-=+ 0, denn nur in diesem Falle haben wir eine wirkliche Aufgabe. 
Die Kongruenz ist offenbar durch zwei ihrer Geraden vollständig bestimmt. 
Schneiden nämlich zwei solche Gerade die Ebenen 3 = 0 und 3 = 3’ der Reihe nach 
in den Punkten P,,P,’ und P,, P,, und ist P ein beliebiger Punkt der Ebene 
;= 0, so schneidet die durch P gehende Kongruenzgerade die Ebene 3=3/’ in 
dem Punkte P’, der dadurch bestimmt ist, daß X P’P/P!/=<X PP,P, und 
&PPP'’=X PP,P, nach Größe und: Sinn, 

Nun kennen wir bei gegebenen x, y, z, p von vornherein eine Gerade der 
Kongruenz des J-Punktes, nämlich deren Achse, das von dem Punkte x, y,z auf 
die Ebene 3 — 0 gefällte Lot. Um eine zweite Gerade zu finden, legen wir durch 
x, y,z eine beliebige Ebene. Diese stellt eine durch den .J-Punkt gehende J-Ge- 
rade dar, und zwar ist der p-Streifen dieser Ebene die durch z, y,z gehende Ge- 
rade größter Neigung der Ebene. Ist h die Höhe dieses p-Streifens, so findet man 
den Abstand d des Nullstreifens von dem p-Streifen, indem man die Gleichung 
Abh.I, $S.4: d=p.coth benutzt. Das Vorzeichen von p bestimmt dabei die 
Seite des p-Streifens, auf der der Nullstreifen innerhalb der gewählten Ebene liegt. 

Den Fall, daß der gegebene J-Punkt im Unendlichen liegt, brauchen wir augen- 
scheinlich nicht zu behandeln, da die Lösung auch da am Tage liegt. 


1) Dieses Verfahren hat schon Monville in seiner auf $.537 angeführten 
Dissertation mit gutem Erfolge angewendet. 
2) Genaueres hierüber $. 5ö4f., Anm. zu S.6, Z. 7—15. 
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Zweitens. Es sei eine Kongruenz von der hier betrachteten Art 
gegeben, wie findet man den zugehörigen J-Punkt Z,X? 

Wir sehen selbstverständlich von dem Falle ab, daß die Kongruenz ein 
Strahlenbündel ist. Wir nehmen drei Gerade der gegebenen Kongruenz und legen 
durch jede die Ebene, von der sie eine Gerade größter Neigung ist. Jede solche Ebene 
ist dann das Bild einer durch den gesuchten J-Punkt gehenden J- Geraden, und die 
Gerade, durch die sie gelegt ist, ist die Nullgerade auf ihr. Die drei Ebenen gehen 
alle durch den Träger x, y,z des Bildes des J-Punktes, und da die drei Nullgeraden 
paarweise zu einander windschief sind, haben die Ebenen nur den Punkt x, y,z 
gemein. Die Größe p findet man schließlich, indem man die Gleichung: p=d.tgh 
auf eine der drei Ebenen anwendet. 

Es ist wohl nicht nötig, die Beziehung noch einmal zu besprechen, die zwischen 
den beiden verschiedenen Abbildungen einer J-Geraden besteht, einerseits der 
gestreiften Ebene und andrerseits der Nullgeraden. Wir wenden uns daher gleich 
zu den noch übrig bleibenden Fragen. 

Drittens. Wie findet man den J-Punkt, in dem zwei gegebene 
J-Gerade einander schneiden? 

Sind die beiden J-Geraden durch ihre Nullgeraden gegeben, so bestimmen 
diese Nullgeraden ohne weiteres die Kongruenz des gesuchten J - Punktes. Ist die 
eine durch ihre Nullgerade gegeben, während die andre durch eine Parallele zur 
3-Achse vertreten wird, so bringt man die gestreifte Ebene der ersten mit der Par- 
allelen zur 3-Achse zum Schnitt und hat sofort den Punkt z, y,z mit dem zuge- 
hörigen Gewichte. Ist die eine durch ihre Nullgerade gegeben, die andre durch eine 
zur Ebene 3 — 0 parallele Ebene vom Gewichte p, so sucht man den p-Streifen der 
gestreiften Ebene, die zur ersten Geraden gehört, und bringt diesen zum Schnitt 
mit der gegebenen Ebene. Die noch übrigen Möglichkeiten brauchen wir wohl 
nicht aufzuzählen, da bei ihnen jedesmal die Beantwortung der Frage auf der 
Hand liegt. 

Viertens. Wie findet man die J-Gerade durch zwei gegebene 
J-Punkte? 

Liegen die beiden J-Punkte Z,, X, und Z,, X, im Endlichen und haben sie 
gleiches Gewicht p. so haben die J- Punkte: 


ıZ, + uZ; AX, + UN, 
A+tu ' A+u 
wo A und .ı reell sind, alle dasselbe Gewicht p. Die Bildpunkte dieser J- Punkte 
liegen auf der Verbindungslinie der Bildpunkte von 7,, X, und Z,,X, und liefern 
den p-Streifen auf der gestreiften Ebene der gesuchten J- Geraden. 

Liegen die J-Punkte im Endlichen, haben sie aber verschiedenes Gewicht, 
so erhalten wir für }, = p,, u — — pı einen Nullpunkt der gesuchten J - Geraden. 
Die zu dieser gehörige Nullgerade finden wir, wenn wir durch diesen Nullpunkt 
die hindurchgehende Kongruenzgerade von Z,, X, legen; die ist dann zugleich die 
hindurchgehende Kongruenzgerade von Z,, X,. Sie schneidet auf der Ebene 3 = 0 
den früher erwähnten Punkt (6) aus. 

Mehr im Geiste Lies ist es, wenn man aus den Kongruenzen der beiden 
J-Punkte die diesen Kongruenzen gemeinsame Gerade sucht. Legt man durch 
drei Punkte P,Q, R der Ebene 30 die hindurchgehenden Kongruenzgeraden von 
Z,, X, und die von Z,, X,, und schneiden diese auf der Ebene 3 = 3 die Punkte 
P,,Q,, Rı und P,,Q,, R, aus, so hat man zwei ähnliche Dreiecke. Es sei p der 
Winkel zwischen P,Q, und P,Q,, dabei P,Q, als erster Schenkel betrachtet. Ist 
p = 0, oder r, so liegen die beiden Dreiecke perspektiv und die gesuchte gemein- 
same Gerade der beiden Kongruenzen geht durch das Perspektivitätszentrum der 
Dreiecke. Tritt keiner dieser beiden Fälle ein, so beschreibe man über P,P, und 
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0,0; je einen Kreisbogen, nämlich die Örter der Punkte, von denen aus die Strecken 
P,P, und 0,9, unter dem Winkel erscheinen. Die gesuchte Gerade geht dann 
durch den Schnittpunkt dieser Kreisbogen. 

Liegt der eine J-Punkt im Endlichen und ist p sein Gewicht, während der 
andre im Unendlichen liegt, aber nicht auf der X-Achse, so ist die durch den Bild- 
punkt des ersten gehende Kongruenzgerade des zweiten der p-Streifen der ge- 
suchten J-Geraden, und dadurch ist zugleich deren Nullstreifen bestimmt. 

Liegt der eine J-Punkt im Endlichen und ist der andre der unendlich ferne 
Punkt der X-Achse, so wird das Bild der gesuchten J-Geraden die durch den Bild- 
punkt des ersten gehende, zur Ebene 3 = 0 parallele Ebene, versehen mit dem 
Gewichte des ersten .J-Punktes. 

Liegen beide J-Punkte im Unendlichen, so ist die unendlich ferne Ebene das 
Bild der gesuchten J- Geraden. 

S.6, Z.3—1 v.u. Bisher sind nur die reellen Punkte des Raumes r,y,z in 
Betracht gezogen worden. Lie hat die Geometrie der komplexen Ebene Z, X durch 
eine reelle Geometrie ersetzt, die keine imaginären Gebilde enthält (s. Abh. III, 
S.18, Z.2,1 v.u.). Hier aber und auch bei späteren Gelegenheiten erweist es 
sich als nötig und nützlich, den reellen Raum r,9,3 wenigstens vorübergehend 
durch Hinzufügung seiner komplexen Punkte zu vervollständigen. Weil Lie das 
getan hat, ist ihm, nach einer Äußerung von F. Klein, der Vorwurf gemacht 
worden, er arbeite mit Doppelimaginären. Es ist klar, daß er das tat, aber es wäre 
eine vollständige Verkennung der Sachlage, wenn man glaubte, Lie daraus einen 
Vorwurf machen zu können. Davon kann gar nicht die Rede sein. Es handelt sich 
nur darum, ob Lie bei seinen Schlüssen immer die Vorsicht beobachtet hat, die 
offenbar bei Verwendung solcher Doppelimaginären erforderlich ist. Das hat er 
aber in jedem einzelnen Falle getan. 

Nimmt man die komplexen Punkte des Raumes x, y, 3 mit, so muß man bei 
der Kongruenz (1) des J-Punktes Z, X ihre komplexen Geraden berücksichtigen 
und ebenso bei den früher besprochenen Hyperboloiden ihre komplexen Erzeugen- 
den. Um jedem Irrtume vorzubeugen, wollen wir bei den komplexen Gebilden des 
Raumes r,h, 3 das Zeichen i durch ein andres ersetzen, etwa durch vi’. Dann sind 
zum Beispiel die unendlich fernen imaginären Kreispunkte der Ebene 3—=0 die 
unendlich fernen Punkte der beiden Geraden: 3z=0,1+ {9 =. 

Stellen wir uns auf diesen Standpunkt, so müssen wir in jedem einzelnen 
Falle untersuchen, ob die im Reellen gefundenen Beziehungen auf das Komplexe 
übertragen werden können oder nicht. Jedenfalls aber werden wir uns auf die im 
Endlichen liegenden komplexen Geraden des Raumes z, d, 3 beschränken, denn 
schon die unendlich fernen reellen Geraden treten bei der Lieschen Abbildung 
der J-Geraden der Z, X-Ebene nicht auf. 

Die Kongruenz des J-Punktes Z, X wird durch die Gleichungen (1) nicht voll- 
ständig dargestellt, es kommen nicht einmal alle im Endlichen liegenden Geraden der 
Kongruenz heraus. Um diesen Übelstand zu vermeiden, setzen wirin(1)b, =ß:6, 
b,—=y:6ö und führen eine Größe e ein, die mit P,Y, ö durch die Gleichung: 


(10) +7? de 

verknüpft ist. Dann können wir die Kongruenz (1) durch die vier Gleichungen: 
Pot rB IE 2), 

b »@—2)— Pp= 64 — Y), 

e(#— 2) = Pte —)+r0—Y). 

| ep =yE 2) PU —Y) 
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darstellen. Da x, y,z, p reell sind, erkennt man, daß für p=+0 durch jeden im End- 
lichen liegenden Punkt der Ebene 3 = 0 eine und nur eine Kongruenzgerade hin- 
durchgeht, mag er nun reell sein oder komplex. Ebenso ist klar, daß jede Kongruenz- 
gerade, für die ß? + y? =# 0 ist, die Ebene 3 = 0 in einem bestimmten, im Endlichen 
liegenden Punkte trifft. Daß die unendlich fernen imaginären Kreispunkte der 
Ebene 3 = 0 hier eine Ausnahmestellung einnehmen, hängt damit zusammen, daß 
sie allen Kreisen der Ebene 3 = 0 angehören. Nun ist der unendlich ferne Punkt 
der Kongruenzgeraden (1’) zugleich der unendlich ferne Punkt der Geraden: 


B=Öör, =, H—=Pırtyb, O=yı—Py, 
wo selbstverständlich (10) erfüllt sein muß. Auf der Ebene 3 = 0 liegt dieser Punkt 
nur, wenn ö verschwindet, und 8? + y? = 0 liefert dann die beiden Kreispunkte, 
wenn ß und y nicht beide verschwinden. Die Kongruenz (1’) enthält daher ein 
ganzes Büschel von Geraden: 


1) 3—2+Up=0, y—-y=t’e—a)+ Rp, 


dessen Träger der eine Kreispunkt ist. Ersetzt man hier ’ durch —i’, so erhält man 
das Büschel durch den andern Kreispunkt. 

Denken wir uns nun oo! konzentrische Kreise der Ebene 3 —= 0 mit dem reellen 
Mittelpunkte r,„, U” und legen wir durch alle reellen und komplexen, im Endlichen 
liegenden Punkte dieser Kreise die hindurchgehenden Kongruenzgeraden (1’), so 
erhalten wiro0! Hyperboloide mit horizontalen Kreisschnitten, deren zweite Scharen 
von Erzeugenden der Kongruenz des J-Punktes Z,, X, angehören, der durch (6) 
und durch Z,=Z bestimmt ist. Das alles ergibt sich sofort, wenn man in den Glei- 
chungen (2) und (3) 3° als komplexe Zahl von der Form: 3,’ -+ 3,’ betrachtet, 
X, &%, &%, aber als doppeltkomplexe Zahlen, wenn man also zum Beispiel: 


t=nHnttiaot+i + id) 


setzt. Zweifelhaft bleibt nur, welche Erzeugenden unsrer Hyperboloide durch die 
Kreispunkte der Ebene 3 = 0 gehen; denn jede unsrer beiden Kongruenzen enthält 
zwei Büschel von Geraden, deren Träger diese Kreispunkte sind. 

Um darüber ins klare zu kommen, betrachten wir die Kongruenz, die zu dem 
J-Punkte Z,=Z,X, gehört: 


BG —- 2) p= lt—H) 
BD m — Yı), 
| &(3 — 2) = Ace )+NG— yı), 

ap=— NE aA)+AH— N): 


mit der Bedingungsgleichung: ß} + y? = &6,. Jede Gerade dieser Kongruenz, 
für die ß} + yj = Öı&, nicht verschwindet, gehört einem ganz bestimmten Hyper- 
boloide an, das von den durch sie gehenden Kongruenzgeraden (1’) erzeugt wird. 
Unsre Gerade (12) schneidet eine gewisse unter den Geraden des Büschels (11), 
und zwar ist das offenbar die Erzeugende des betreffenden Hyperboloids, die der 
Kongruenz Z, X angehört und durch den Kreispunkt geht, der Träger des Büschels 
(11) ist. 
Durch Verbindung von (11) mit (12) erhalten wir die Gleichungen: 


—V/p(h —Vy)= IE — 2), 
pr —Vy)= "VdK —E) ty Va —n)+APp), 
var = bHim)e— a )+Nn{y— y—V(a—n)+APp), 
area ty) nn) +htly ta —a)+Ap)}; 


(12) 


(13) 


E* 
ge 


4 
i 
: 
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aus denen folgt: # r 
% Hly—M—i (—2)+ ip} 


—=0, 
Bin)ly mn Ma@—a)+ip)=0, 
also wegen: B? + y? = ha #0: 


PTR: Amen Bash ic Bazsn 
p 


womit alle Gleichungen (13) befriedigt sind. Demnach ist die Gerade des Büschels 
(11), die von unsrer Kongruenzgeraden (12) geschnitten wird, diese: 


(14) =z2—V/p, y- yadllla)- 


Sie ist von der Wahl der Kongruenzgeraden (12) unabhängig und liegt deshalb 
auf jedem Hyperboloide, das man erhält, wenn man um einen reellen Punkt der 
Ebene 3= 0 einen Kreis beschreibt und durch dessen Punkte die hindurchgehenden 
Kongruenzgeraden (12) legt. Man erkennt auch leicht, daß die Gerade (14) über- 
haupt jede Kongruenzgerade (12) schneidet. Vermöge (14) kommen nämlich die 
Gleichungen (12) auf die beiden zurück: 


Zei vp (Bı — i/'yı) a öı (X Es 2), 
ap=tilh + VN)E— 9). 


Diese aber sind mit einander verträglich und liefern auch in dem bisher ausgeschlos- 
senen Falle: f? + y!= &6,— 0 stets einen bestimmten Schnittpunkt, nämlich 
entweder den im Endlichen liegenden: = 1,,9=Yy, 3=2— ip, oder einen 
unendlich fernen. Das letztere tritt ein, wenn ß, + 1'y, = 6, = 0 ist, ohne daß 
ßı —Vyı verschwindet, wenn also die Gerade (12) durch den Kreispunkt geht, 
der Träger des Büschels (11) ist. Der Fall f, = yı = d, = 0 kommt nämlich hier 
nicht in Betracht, weil dann die Gerade (12) nicht im Endlichen liegt. 

Aus dem Gesagten geht hervor, daß die beiden zu einander konjugiert imagi- 
nären Geraden: 


(15) 3=2+ip, y-yTriec—-n)=0 


jede Gerade der Kongruenz (1’)schneiden, daß sie also im Sinne Plückers (Neue 
Geometrie, 8. 69, 110f.) die Leitlinien (Direktrizen) dieser Kongruenz sind und daß 
sie jeder Kongruenz Z, X, angehören. Der halbe Abstand v’p dieser Leitlinien 
ist die ‚Konstante‘ der Kongruenz (a. a. O. 8. 70). 

Die Leitlinien der Kongruenz (1) sind der Ort der Punkte, in denen zwei un- 
endlich benachbarte Gerade der Kongruenz einander schneiden; man findet sie, 
indem man zu (1) die beiden Gleichungen: 


G—2db, +pdb,—0, G-)d,—pdh, = 0 


hinzufügt, was wieder auf die Gleichungen (15) führt. Setzt man den Begriff der 
Leitlinien als bekannt voraus, so gelangt man schneller zu den eben abgeleiteten 
Ergebnissen. Man braucht sich bloß davon zu überzeugen, daß diese Leitlinien 
(15) jeder Kongruenz Z, X, angehören. Dann ist sofort klar, dab sie auf jedem 
Hyperboloide liegen, das man erhält, wenn man durch einen Kreis der Ebene 
die hindurchgehenden Kongruenzgeraden des J-Punkts Z, X legt. Die oo! Hyper- 
boloide, die von einer Schar von konzentrischen Kreisen der Ebene 5 = 0 geliefert 
werden, haben stets die vier Erzeugenden gemein, die durch die beiden Kreispunkte 
der Ebene 3 = 0 gehen, nämlich erstens die Leitlinien der Kongruenz Z, X, zweitens 
die Leitlinien der Kongruenz Z, X,, der ihre zweiten Scharen von Erzeugenden 
angehören. Diese vier Erzeugenden sind alle in der Kongruenz des J - Punktes Z,X 
enthalten, und jede von ihnen gehört entweder dem Büschel (11) an, oder dem 
dazu konjugierten Büschel. 


W 5 
’ I=n- 5 (A-ty). 
1 
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Es verdient bemerkt zu werden, daß die Leitlinie (14) bei geeigneter Wahl 
von 2ı, Yı, 2, p jede im Endlichen liegende Gerade des Raumes r, 4, 3 werden kann, 
die durch den einen Kreispunkt der Ebene 3 = 0 geht. 


Liegt der J-Punkt Z, X, im Endlichen und ist sein Gewicht von Null verschie- 
den, so besteht seine Kongruenz aus allen im Endlichen liegenden reellen Geraden 
des Raumes r,d,3, welche die Gerade (14) und die dazu konjugiert imaginäre 
schneiden. Es ist klar, daß umgekehrt jede im Endlichen liegende, durch den einen 
Kreispunkt gehende Gerade, die zu ihrer konjugiert imaginären windschief ist, 
die Kongruenz eines solchen .J- Punktes liefert. 


Liegt der J-Punkt Z,X, im Endlichen und ist sein Gewicht p gleich Null, 

so hat die Gerade (14) mit der konjugiert imaginären den reellen Punkt z,, %ı, 2 
gemein. Unter den im Endlichen liegenden reellen Geraden des Raumes 1,4, 3, 
die diese beiden Geraden schneiden, sind daher alle durch den Punkt z,, %ı, 2 gehen- 
den Geraden enthalten. Den vollständigen Inbegriff aller im Endlichen liegenden 
reellen Geraden, die die beiden konjugiert imaginären Geraden schneiden, erhält 
man jedoch erst, wenn man alle im Endlichen liegenden reellen Geraden der Ebene 
— z hinzunimmt. Diese sind aber hier nicht einzeln zu betrachten, sondern liefern 
alle zusammengenommen die zur Ebene 3— 0 parallele Ebene 3—=z, das heißt, 
den Nullstreifen der J-Geraden Z—=z. Beachtet man das, so kann man wieder 
sagen, daß der Inbegriff aller im Endlichen liegenden reellen Geraden, die (14) 


und die konjugierte Gerade schneiden, die Kongruenz des J-Punktes Z, X, bildet. 
Umgekehrt liefert offenbar jede im Endlichen liegende, durch den einen Kreis- 
punkt gehende Gerade, die ihre konjugiert imaginäre Gerade schneidet, die Kon- 
gruenz eines im Endlichen liegenden J-Punktes vom Gewichte Null. Der betreffende 
Schnittpunkt ist der Bildpunkt dieses J-Punkts. 

Liegt schließlich der J-Punkt Z, X, im Unendlichen, aber nicht auf der X-Achse, 
so wird die Gerade (14), wie man leicht sieht, eine unendlich ferne, durch den einen 
Kreispunkt der Ebene 3— 0 gehende Gerade, die von der konjugierten in dem 
reellen unendlich fernen Punkte geschnitten wird, der der Bildpunkt des unendlich 


fernen .J-Punktes Z, X, ist. Die Kongruenz des J-Punktes besteht dann aus allen 
den im Endlichen liegenden und aus allen unendlich fernen reellen Geraden, die die 
beiden konjugierten Geraden treffen; doch sind die unendlich fernen Geraden zur 
unendlich fernen Ebene zusammenzufassen, die das Bild der unendlich fernen 
J- (Geraden ist. 

Umgekehrt schneidet jede nicht reelle unendlich ferne Gerade, die durch den 
einen Kreispunkt der Ebene 53 — 0 geht, die konjugiert imaginäre, Öerade in einem 
reellen unendlich fernen Punkte und bestimmt die Kongruenz eines unendlich fernen 
J-Punkts. Dieser hat zum Bildpunkte den unendlich fernen Schnittpunkt jener 
beiden Geraden. 

Demnach gilt ganz allgemein der Satz: 

Legt man im Raume r,),3 durch den einen Kreispunkt der Ebene 
;—=0 eine beliebige Gerade, die nur nicht durch den andern Kreis- 
punkt gehen darf, so bilden alle reellen Geraden, die gleichzeitig 
diese Gerade und die konjugiert imaginäre treffen, die Kongruenz 
der Nullstreifen der durch einen J-Punkt gehenden J-Geraden. Da- 
bei muß jede zur Ebene 3—=0 parallele Gerade durch die zu dieser 
Ebene parallele Ebene ersetzt werden, in der sie enthalten ist, und 
diese Ebene stellt dann als Ganzes betrachtet einen Nullstreifen der 
Kongruenz dar. Ebenso ist jede unendlich ferne reelle Gerade durch 
die unendlich ferne Ebene zu ersetzen. Man erhält auf die beschriebene 
Weise die Kongruenzen aller J-Punkte, auch der unendlich fernen, 
mit alleiniger Ausnahme des unendlich fernen Punktes der X-Achse. 


N URN N 
Be: . 
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Liegt der J-Punkt Z, X im Endlichen und ist sein Gewicht nicht Null, so be- 
sitzt seine Kongruenz zwei bestimmte Leitlinien, durch die sie ihrerseits bestimmt ist. 
Sie besteht ja aus allen reellen Geraden des Raumes r, ), 3, die beide Leitlinien tref- 
fen. Liegt der J-Punkt im Endlichen und hat er das Gewicht Null oder liegt er im 
Unendlichen, so enthält seine Kongruenz alle durch den Bildpunkt gehenden Geraden 
und alle Geraden einer Ebene, die durch den Bildpunkt geht. Diese Kongruenz hat oo! 
Leitlinien, nämlich alle Geraden, die durch den Bildpunkt gehen und zugleich in 
der erwähnten Ebene liegen. Aber auch in diesem Falle gibt es unter den Leitlinien 
zwei ganz bestimmte konjugiert imaginäre, von denen durch jeden Kreispunkt 
der Ebene 3= 0 eine geht, und diese Leitlinien, die durch die Kongruenz allein 
nicht bestimmt sind, bestimmen ihrerseits die Kongruenz genau so wie im Falle 
p=0. Es erscheint daher zweckmäßig, diese Geraden als die Leitlinien der Kon- 
gruenz zu bezeichnen. Dann kann jeder J-Punkt mit Ausnahme des unendlich 
fernen Punktes der X-Achse durch zwei konjugiert imaginäre Gerade durch die 
Kreispunkte der Ebene 3—=0 repräsentiert werden, und diese Geraden sind nach 
unsrer Verabredung immer die Leitlinien der zu dem J-Punkte gehörigen Kon- 
gruenz. Man kann sogar den unendlich fernen Punkt der X- Achse mit einbeziehen, 
wenn man annimmt, daß seine beiden Leitlinien in die unendlich ferne Gerade der 
Ebene 3 —= 0 zusammenfallen. Die reellen Geraden, die diese schneiden, verteilen 
sich ja auf die zur Ebene 3 — O0 parallelen Ebenen, unter denen die unendlich ferne 
Ebene enthalten ist. 

Nunmehr können wir auch die früher gefundene Beziehung zwischen zwei 


J-Punkten Z,X und Z,,X,, daß Z, = Z ist, in einfacher Weise geometrisch aus- 
drücken, ohne die Hyperboloide benutzen zu müssen. In der Tat, die durch den einen 
Kreispunkt gehende Leitlinie: 


3=2+tVp, yh—-Vr=y—tva 


der Kongruenz Z, X wird von der durch den andern Kreispunkt gehenden Leit- 
linie der Kongruenz Z,, X: 


sea 139, er vr=yttia 


dann und nur dann geschnitten, wenn: 2, = 2, pı = — p, wenn also Z,—=Z. Der 
Schnittpunkt der beiden Leitlinien ist: 


— I(c+ &)+ I’ (y—yı), y—= 3(y+ Yı —4/(2e —n), 
3=2+VP, 


und der dazu konjugierte Punkt ist der Schnittpunkt der beiden andern Leitlinien. 
Das gilt für p= 0 und auch für p=0. 

Im ersten Falle bilden die vier Leitlinien ein windschiefes Vierseit, dessen Ecken 
die beiden Kreispunkte der Ebene 3 = 0 und die besprochenen Schnittpunkte sind. 
Die Verbindungslinie der letzten beiden Ecken ist reell und schneidet die Leitlinien 
beider Kongruenzen, sie ist also die gemeinsame Gerade dieser Kongruenzen und 
somit der Nullstreifen der J-Geraden zwischen den beiden J-Punkten. 

Statt den Fall ZZ =Z,p= 0 besonders zu betrachten, nehmen wir lieber 
Ppı=p=0.an und lassen z und z, beliebig. Auch lassen wir gleich die Möglichkeit 
zu, daß einer der beiden .J-Punkte Z, X und Z,, X, im Unendlichen liegt, oder daß 
beide das tun. Welche dieser Möglichkeiten auch eintreten mag, immer bilden die 
vier Leitlinien der beiden Kongruenzen ein Vierseit. Dieses ist windschief, sowohl 
wenn z, == z ist, als wenn einer der beiden J-Punkte im Endlichen liegt, der andre 
im Unendlichen. Ist z, = z, so liegt das Vierseit in der Ebene 3 = 0, liegen beide 
J-Punkte im Unendlichen, so gilt dasselbe auch von dem Vierseit. 
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Ist z, + z oder liegt bloß der eine der beiden J-Punkte im Unendlichen, so 
trifft die Verbindungslinie der Bildpunkte der J-Punkte die Leitlinien beider Kon- 
gruenzen, ist also beiden Kongruenzen gemein und ist der Nullstreifen der .J-Ge- 
raden zwischen den beiden J-Punkten. 

Ist z, = z, so liegt das Vierseit in der Ebene 3 = z, welche die Rolle des Null- 
streifens der J- Geraden zwischen den beiden J-Punkten spielt. Liegen endlich beide 
J-Punkte im Unendlichen, so ist die unendlich ferne Ebene des Raumes 1,4, 35 
das Bild dieser J- Geraden. 

Nun haben wir früher bewiesen, daß im Falle Z, =Z und p=+0 die Kon- 
gruenzen der zwei J-Punkte Z,X und Z,, X, in der Beziehung stehen, daß der 
Inbegriff aller Kongruenzgeraden von Z, X, die durch eine Kongruenzgerade von 
Z,, X, gehen, eine Fläche bildet, die von Kongruenzgeraden von Z,, X, erzeugt ist. 
Wir wissen ferner, daß diese Beziehung zwischen den Kongruenzen von Z, X und 
Z,, Xı nur dann stattfindet, wenn Z, =Z ist. 

Betrachten wir andrerseits die Fälle, daß p, = p = 0 ist oder daß einer der 
beiden J-Punkte im Unendlichen liegt oder daß beide das tun. Jedesmal, wenn 
wir durch eine Kongruenzgerade des einen J-Punkts die hindurchgehenden Kon- 
gruenzgeraden des andern legen, erhalten wir eine Ebene, und diese ist offenbar 
auch von oo! Kongruenzgeraden des ersten J-Punkts erzeugt. 

Hiermit sind augenscheinlich alle Arten erschöpft, wie man die Kongruenz- 
geraden eines J-Punktes auf oo! geradlinige Flächen so verteilen kann, daß diese 
Flächen von Kongruenzgeraden des andern J-Punktes erzeugt sind. Die vorhin 
durchgeführten Betrachtungen zeigen daher, daß eine solche Zerlegung immer 
dann und nur dann möglich ist, wenn die vier Leitlinien der Kongruenzen der 
beiden J-Punkte ein Vierseit bilden. Ist dieses Vierseit räumlich, und sind immer 
zwei gegenüberliegende Seiten die Leitlinien eines J-Punktes, so liegen die beiden 
J-Punkte im Endlichen, und es ist A, =Z. 

Durch ‚„Transformationsbetrachtungen“ (vgl. S.29, Z. 15f.) ergibt sich hier- 
aus ein allgemeinerer Satz. Man braucht bloß zu beachten, daß jedes räumliche Vier- 
seit durch projektive Transformation in jedes andre überführbar ist und ebenso 
jedes ebene Vierseit in jedes andre. Wir sprechen diesen Satz aber nur für den Fall 
aus, der der Annahme: p == 0,2, =Z entspricht. Er lautet so: 

Man habe ein windschiefes Vierseit.und betrachte jedes Paar 
von gegenüberliegenden Seiten als die Leitlinien einer linearen Kon- 
gruenz. Legt man durch eine Gerade, die nur einer der beiden Kon- 
gruenzen angehört, alle hindurchgehenden Geraden der andern 
Kongruenz, so erhält man eine Fläche 2.0., die von Geraden beider 
Kongruenzen erzeugt ist. ; 

Durch projektive Transformation kann man nämlich stets zwei gegenüber- 
liegende Ecken des windschiefen Vierseits in die beiden Kreispunkte der Ebene 5; = 0 
überführen und erhält so die Kongruenzen zweier J-Punkte, deren im Endlichen 
liegende gemeinsame reelle Gerade der Verbindungslinie der beiden übrigen Ecken 
des Vierseits entspricht. 

Lie hat diesen Satz zweifellos schon 1869 gekannt. Er hat ihn später bei der 
Bestimmung der Flächen verwertet, deren beide Scharen von Haupttangenten- 
kurven linearen Komplexen angehören (vgl. Abh. XII (1871), S. 183f. und Bd. III 
d. Ausg., Abh. XXXVIII, S. 539 (1882)). 

S. 6, 2. 7—15. Wir haben gesehen, daß die zu einem J-Punkte gehörige Kon- 
gruenz unendlich viele Hyperboloide mit horizontalen Kreisschnitten enthält und 
daß die zweite Schar von Erzeugenden eines solchen Hyperboloids jedesmal der 
Kongruenz eines gewissen andern J-Punktes angehört. Dieses Ergebnis wird hier 
von Lie noch dahin vervollständigt, daß überhaupt bei jedem Hyperboloide mit 
horizontalen Kreisschnitten die beiden Scharen von Erzeugenden die Kongruenzen 
zweier J-Punkte bestimmen. 
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In der Tat, die allgemeinste Fläche 2. O. mit horizontalen Kreisschnitten wird 
durch eine Gleichung von der Form: 
he typ) Hk? + HH +35 + net 2 rs —0 
dargestellt. Ist hier h + 0, so können wir es — 1 setzen und können, weil die Halb- 
messer der Kreisschnitte alle reell sein müssen, die Gleichung in der Form: 


(16) E+h + +6 tm tm trrnrte 
schreiben, wo alle Konstanten reell sind. Die eine Schar von Erzeugenden wird dann 
durch die Gleichungen: 
Bee +) + U Hm +u+Q)=0, 
Te + lin; Hin) oh +m; tu —o)=0 


dargestellt. Sie enthält zwei konjugiert imaginäre Erzeugende, von denen durch 
jeden Kreispunkt der Ebene 3 — 0 eine geht, und zwar ist die durch den ersten: 


nz tr +Vo=0, 
na +) Hmo tn b+ti/ma—mr—lo)=0. 
Beide zusammen sind die Leitlinien einer Kongruenz, der die zweite Schar von 


Erzeugenden angehört, nämlich, wie die Vergleichung mit (15) lehrt, der Kongruenz 
des J-Punktes: 


(17) 


(18) _ 
nn Iv—mo Be m»v-+lo EM 


N Mi: 


In derselben Weise ergibt sich, daß die erste Schar von Erzeugenden der Kongruenz 
des J-Punktes: 


1 
nr u TER dr IR 
u n ee n u 


1 
angehört. Hier ist wirklich: 2, =2— ip =Z, wie es sein muß. Ist n = 0, so fallen 
beide J-Punkte im Unendlichen zusammen, entsprechend dem Umstande, daß es 
nur eine Schar von Erzeugenden gibt, die aus parallelen Geraden besteht. 

Ist zweitens h—=0, qn —rq 0, so haben wir noch zwei verschiedene 
Scharen von Erzeugenden. Die eine besteht aus horizontalen Geraden, was dem un- 
endlich fernen Punkte der X- Achse entspricht. Sie enthält zwei konjugiert imaginäre 
Gerade, von denen durch jeden Kreispunkt eine geht und zwar hat die durch den 
ersten die Gleichungen: 

n+rt+tt/atrWd)—=d; 
2 HF) rk? +2 ra —t. 


Diese beiden Geraden sind die Leitlinien einer Kongruenz, der die nicht horizontalen 
Erzeugenden angehören, und zwar ist das die Kongruenz eines J-Punktes, für den 
insbesondere: 

_rnt4a BR a 


A 


r+re’ FT rre 


ist, also eines im Endlichen liegenden J-Punktes mit nicht verschwindendem Ge- 
wichte. 
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Ist endlich h = 0 und qr, — rq, = 0, so haben wir einen Zylinder, dessen Er- 
zeugende horizontale Gerade sind. Die beiden J-Punkte fallen dann zusammen 
in den unendlich fernen Punkt der X- Achse. 

Die Bestimmung der beiden J-Punkte, die einem Hyperboloide mit horizon- 
talen Kreisschnitten entsprechen, macht sich auf diesem Wege eigentlich noch ein- 
facher als auf dem früher angegebenen. Sie stützt sich nur auf die beiden Be- 
merkungen, erstens, daß die beiden Leitlinien der Kongruenz eines J-Punktes, die 
Ja diese Kongruenz bestimmen, durch die Kreispunkte der Ebene 3— 0 gehen, 
und zweitens, daß auf jedem der betrachteten Hyperboloide die Erzeugenden der 
einen Schar, die durch die Kreispunkte gehen, die Leitlinien einer Kongruenz sind, 
welche die andre Schar von Erzeugenden enthält. Ich möchte glauben, daß wir 
hiermit dem ursprünglichen Gedankengange Lies näher gekommen sind als vorhin. 

S.6, 2.6,5 v.u. X wird als eine monogene Funktion von Z vorausgesetzt. 
Für einen Punkt Z, X auf der J-Kurve, dessen Bildpunkt der Punkt &,y,z mit 
dem Gewichte p ist, hat man, je nachdem man den Differentialquotienten von X 
nach Z bei konstantem p oder bei konstantem z bildet: 


IS yal ac, 90 
EA Fine ren ne 


oder, bei Trennung des Reellen und des Imaginären: 


02. Dy 0y dx 
EEE re 
Andrerseits wird: 
oUdrz 9Udy DR 0% oV oy 
0x dp E oyop ° 9x Pa a 


und somit: 
oU0E. 9U0V. 20 en 
ea BAT EN Vize 

wie behauptet. 

S.7, 2.1—3. Es seien M und N zwei J-Punkte der J-Kurve, beide mit dem 
Gewichte p,m und n ihre Bildpunkte auf dem p-Streifen der Fläche U = 0. Auf 
der J-Geraden MN ist die Gerade mn der p-Streifen. Fällt n mit m zusammen, 
so geht mn in die Tangente des p-Streifens von U — 0 über. 

8.7, 2.14f. Ist B=b,+ib, B=b’-+ ib,, so wird: 

bb — bb +1=0, bb,’ +bb’=0, 
also. 
b b, 1 


Ben 1 Me € r 2} Aa 2 : 
ut Bu AS 


Örientiert man nun die Nullstreifen nach oben, so hat man: cot h — +ybi+b 
und coth’—tgh, während die Summe der Azimute ein ungerades Vielfaches von 
nz wird. 

S.7, 2.11—9 v.u. Hiermit will Lie deutlich machen, in welcher Weise er 
das „Ponceletsche Kontinuitätsprinzip‘‘ anwendet, das früher oft, besonders von 
Cauchy, kritisiert worden war (vgl. Chasles, Apergu historique, $10, S. 197). 

3.7, 2.7—5 v.u. Jeder J-Geraden entspricht im Raume eine Nullgerade, 
jedem J-Punkte eine lineare Kongruenz von solchen. Jeder Satz der ebenen Geo- 
metrie liefert daher unter Benutzung des Dualitätsprinzips zwei verschiedene 
Sätze der Raumgeometrie. 

8.7, 2.3—1 v. u. A,,...,4, sind die Schnittpunkte der vier J-Geraden 
mit der X-Achse (der ‚J-Grundlinie‘‘ oder „Grundebene‘“), die als Gaußische 


= 
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Zahlenebene aufgefaßt wird. Es sind zugleich die vier Punkte, in denen die vier 
Nullgeraden Z,,..., I, die Ebene 5 — 0 treffen. 

S.8, Z.1-—3. Lie denkt sich das Viereck so, daß A,, A, und A,, A, gegen- 
überliegende Ecken sind. Denkt man sich dann die Ecken des Vierecks in der 
Reihenfolge A,A3 A, A, durchlaufen, so werden A,4,4, und A;4,A, gegenüber- 
liegende Winkel, und diese sind mit den Vorzeichen zu versehen, die sich ergeben, 
wenn man jeweils A, A, und A,A, als ersten Schenkel betrachtet. 

S.8, 2.4-6. Im Falle des Kreises wird die Amplitude + x oder 0, im 
Falle der Geraden hat jeder der beiden gegenüberliegenden Winkel einen dieser 
drei Werte. 

S.8, Z.7—9. Wenn P ein J-Punkt ist, kann das nicht eintreten, da jede 
Ebene nur eine Gerade der Kongruenz dieses .J - Punkts enthält. Ist aber P ein Null- 
punkt, so gehen I,,...,I, durch ihn (vgl. Abh. III, S. 21, 2. 3—12). 

S.9, 2.108 v.u. A,,...,4, sind die Schnittpunkte der Nullgeraden der 
J-Geraden: PP,,..., PP, mit der Grundebene. In Fig. 6 ist offenbar der be- 
sondere Fall dargestellt, daß P ein .J-Punkt ist, P,,..., P, aber Nullpunkte. Was 
den allgemeinen Fall angeht, so vergleiche man Abh. III, S. 23, Fig. 6b. Die vier 
Geraden dieser Figur, die durch A,,..., 4, gehen, sind die Geraden, welche die 
Kongruenz des J-Punktes P mit den vier Kongruenzen der J-Punkte Pı,..., Ps 
gemein hat. 

Die zwei Bedingungen erhält man, wenn man die Gleichung: 


P(P,P,P,P,) = (A,4,434,) 


bildet und das Reelle vom Imaginären trennt. 

S.10, Z.9—11. Man kann nämlich auf jedem der beiden Zweige, die P, 
durchläuft, drei feste Punkte P,, P,, P, willkürlich wählen und dann die gefundenen 
Ergebnisse anwenden. A, beschreibt jedesmal den durch A,, A,, As bestimmten 
Kreis. 

S.10, Z.23f. Vergleicht man den Schlußparagraphen mit Abh. III, $12, 
S. 24-26, so erkennt man, daß Lie bei Abfassung von Abh. I noch nicht den vollen 
Überblick über die Beziehungen besaß, die bei der Transformation gelten. 

Wie Lie es später selbst macht (Abh. IV, S. 53), unterscheiden wir den Raum, 
in dem die J-Punkte Z, X abgebildet werden, und den Bildraum der J-Punkte 
Z’, X’ als ersten und zweiten Raum. Den Nullpunkten der horizontalen Ebenen des 
ersten Raumes entsprechen dann im zweiten Raume die Bilder der J-Punkte von 
oo! ‚J-Geraden, die durch einen J-Punkt gehen, nämlich durch den Punkt U%, der 
dem unendlich fernen Punkte der X-Achse entspricht. Die Nullgeraden dieser 
J-Geraden erzeugen eine Fläche U’, deren Punkten im ersten Raume die Null- 
punkte einer Fläche U entsprechen. 

Was entspricht nun im ersten Raume den oo! Punkten jeder dieser Nullgeraden ? 
Es seien P’ ein beliebiger Nullpunkt auf U’, P/, P,, P‘, P\ vier beliebige Punkte 


auf einer der Nullgeraden; ferner seien P, P,,..., P, die entsprechenden Punkte 
des ersten Raumes, so daß also P,,..., P, in einer horizontalen Ebene liegen. 
Dann ist P’(P\... P/) und also auch P(P,... P,) reell. Die Punkte P,,:::.P, 


werden daher von jedem Punkte von U aus auf jede horizontale Ebene so projiziert, 
daß sie in einem Kreise liegen, der insbesondere auch eine Gerade sein kann. Folglich 
wird die Fläche U von den horizontalen Ebenen in Kreisen geschnitten, denen im 
zweiten Raume oo! Kongruenzgerade des Punktes Uy entsprechen. Genau ebenso 
erkennt man, daß die Fläche U’ von den horizontalen Ebenen des zweiten Raumes 
in Kreisen geschnitten wird, denen im ersten Raume geradlinige Erzeugende von U 
entsprechen, und zwar gehören diese Erzeugenden der Kongruenz des Punktes Uy, 
an, der in den unendlich fernen Punkt der X’-Achse übergeht. 

Die Flächen U und U’ sind demnach Hyperboloide mit horizon- 


LT en Be 
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talen Kreisschnitten. Den horizontalen Kreisen jeder dieser beiden 
Flächen entsprechen auf der andern die Erzeugenden einer Schar. ® 

Wir bezeichnen mit I und I’ die beiden Scharen von Erzeugenden auf U 
und U’, denen auf der andern Fläche Kreise entsprechen. Die zwei andern Scharen 
von Erzeugenden nennen wir II und II’. Wie werden diese abgebildet ? 

Es sei L eine Erzeugende der Schar II auf U. Durch dieselben Betrachtungen 
wie vorhin findet man, daß das Bild von L auf U’ liegt und entweder eine Erzeugende 
oder ein horizontaler Kreis ist. Demnach kann dieses Bild nur eine der Erzeugen- 
den II’ sein. Die Behauptung des Textes, daß den U-Generatrizen U’- Generatrizen 
entsprechen, gilt daher, wie auch in Abh. III, $12, S.24 hervorgehoben wird, 
nur für die Generatrizen der Scharen II und II. 

Rein analytisch gelangt man folgendermaßen zu diesem Ergebnisse. Durch 
Nullsetzen von p ergeben sich die beiden Gleichungen: 


e Hiy- (& +10,) (X - +i v iy)+ (Pı ai i B)2+rı BE. ıYr 
(d,+id,)(e Hi y) + tie) ta tim 
!+ip= (A, +) ++ mtim)ztntir, 
(5, +10) (@-+iy) +atie)e ta tie 
Führen wir nun die Abkürzungen ein: 
L=hte—hytwm+vm, M=Akst+AhAytm24+9, 
H=d2—6,y+a2 +, K=d+Iyt a2 4%, 
so liefert die zweite Gleichung, wenn man Reelles und Imaginäres trennt: 


a HM—KL a HL+- KM 
ee gargınme oe 
Die Nullpunkte des ersten Raumes, denen Nullpunkte des zweiten entsprechen, 
liegen demnach auf dem Hyperboloide U: 


HM—KL=0. 


Hier haben x? und y? beide den Koeffizienten: 6,4, — 6,/,, während der von 2y 
verschwindet. Die horizontalen ebenen Schnitte des Hyperboloids U 
sind mithin Kreise. 

Für die Erzeugende: 


eH+oL=0, oeK+oM=0 e 
des Hyperboloids U erhält man: 
Vs 
2 ns 


den Erzeugenden dieser Schar entsprechen daher die horizontalen ebenen Schnitte 
2’ — const. des Hyperboloids U’, die selbstverständlich auch Kreise sind. Ebenso 
entsprechen den horizontalen ebenen Schnitten von U die Erzeugenden der einen 
Schar auf U”. 

S.10, Z.25f. Jede ebene U’-Kurve ist ein Kegelschnitt. Man sieht daher 
ganz wie vorhin ein, daß die entsprechende U-Kurve von jedem auf ihr liegenden 
Punkte P aus auf die Ebene 3 = 0 in einen Kreis projiziert wird. Nun können wir 
unter den horizontalen Kreisschnitten von U’ stets einen solchen auswählen, der 
die Ebene der U’-Kurve und also auch die U’- Kurve selbst in zwei reellen Punkten 
trifft. Die diesem Kreise entsprechende Erzeugende von U trifft dann die U- Kurve 
in zwei Punkten A und B. Die Kegel, welche die U-Kurve von A und B aus pro- 
jizieren, sind vom zweiten Grade und haben die Erzeugende AB gemein, der 


BE En aa ZU 7 5 0 mo 


Homographie zwischen J-Punkten 559 


Schnitt dieser beiden Kegel zerfällt daher in die Gerade AB und in eine Kurve 
dritter Ordnung. 

S.10, 2.27. Die Lectures sind 1853 in Dublin erschienen. 

S.10, 2.31, 8.11, Z.1 v.u. Chasles, Trait6 de geomötrie superieure, Paris 
1852. Traite des sections coniques, faisant suite au traitö de g&ome6trie sup6rieure. 
I. partie. Paris 1865. 

S.11, 2.7—5 v.u. Auf einer Raumkurve dritter Ordnung von U sei eine 
Involution in der Weise hergestellt, daß die m und m’ entsprechenden Punkte des 
zweiten Raumes auf dem Kegelschnitte von U’ durch eine Sehne ausgeschnitten 
werden, die durch einen festen Punkt p der Ebene dieses Kegelschnittes geht. 
Dann gehört die Gerade mm’ der Kongruenz an, die durch den Bildpunkt von p 
bestimmt ist. Da das Doppelverhältnis von vier beliebigen Sehnen durch p reell 
ist, müssen die vier entsprechenden Geraden mm’ die Ebene 3 — 0 in vier Punkten 
eines Kreises schneiden. Daraus folgt der Satz. 

Die Untersuchungen des $12 werden in Abh. IV, S. 34ff. weiter ausgeführt 
und vertieft. 


Zu Abhandlung II, S. 12, 13. 


Die „‚Forhandlinger i Videnskabsselskabet i Christiania. Aar 1869, Christiania 
1870“ enthalten keinen Hinweis auf die vom März 1869 stammende erste Mitteilung. 
Man kann daher nur erraten, welche „‚wissenschaftliche Arbeit‘ Lie überreicht hat. 
Der erste Herausgeber der Mitteilung, L. Sylow, nahm an, daß die hier unter III 
abgedruckte Abhandlung gemeint sei, eine Annahme, der wir auf S. 195 2. even. 
gefolgt sind. Es läßt sich aber nicht leugnen, daß Verschiedenes gegen diese An- 
nahme spricht. In der Tat, Abhandlung III führt in Kap. III und IV (S. 26—32) 
die Andeutungen aus, die in der zweiten, vom 2. April datierten Mitteilung gemacht 
sind. Es erscheint daher recht auffallend, daß Lie das Manuskript von Abh. III 
schon im März eingereicht haben sollte, während er am 2. April eine Mitteilung 
macht, die eigentlich nur solche Dinge andeutet, die in Abh. III schon ausgeführt 
sind. Man wird dadurch auf die Vermutung geführt, daß die im März eingereichte 
Abhandlung nichts andres gewesen sei als ein Exemplar des ersten Druckes von 
Abh. I. Für diese Vermutung scheint auch zu sprechen, daß in der Mitteilung 1 über 
die eingereichte Abhandlung nichts weiter gesagt wird, als was schon in Abh. I 
ausgesprochen ist; es findet sich keine Andeutung, daß die Abhandlung Dinge ent- 
hält, die sich in Abh. I noch nicht finden. Gegen diese Vermutung spricht andrer- 
seits der Umstand, .daß die auf S. 364f. der Forhandlinger gegebene Aufzählung 
der geschenkten Schriften die Abh. I nicht erwähnt. Doch kann man diesem Um- 
stande kein besonderes Gewicht heilegen. 

Wir werden nachher bei Ahh. III auf die hier angeregte Frage zurückkommen. 

Die Mitteilung 2, S. 12f., wird in den „Forhandlinger‘‘ von 1869 erwähnt, und 
zwar in der „Oversigt‘‘ auf S. 356. Was da steht, ist ins Deutsche übersetzt Folgendes: 

„Am 2. April. Allgemeine Sitzung. 

„Der Präses berichtete über ein Schreiben des Cand. real. SophusLie, das 
eine vorläufige zusammengedrängte Darstellung einzelner mathematischer Ideen 
enthält, für die er sich die Priorität zu sichern wünschte. Es wurde beschlossen, 
dieses Schreiben im Archive niederzulegen, unter Hinzufügung des Empfangs- 
datums durch den Vorsitzenden und den Sekretär.“ 

Die kurzen Andeutungen der Mitteilung 2 sind, wie schon vorhin erwähnt, 
näher ausgeführt in Abh. III, und zwar die Andeutungen von Nr. 1 in Kap. III, 
Nr. 28—31, S. 26—28, die von Nr. 2 in Kap. IV, Nr. 39, 40, S. 30f., die von Nr. 3 
am Schlusse von Nr. 43, S. 32. 

Über die Rolle, die die räumliche Reziprozität spielt, vgl. Abh. III, S. 30, Nr. 39 
und die Anm. dazu, S. 570. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd.1 36 
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Die beiden ‚Schlüssel‘, von denen auf $S.13, Z.12—6 v.u. die Rede ist, 
werden in Abh. III nicht erwähnt. Wie man mit Hilfe dieser Auffassung die ganze 
Theorie von einem höheren Standpunkte aus betrachten kann, das vermögen wir 
nicht zu sagen. Es muß daher auch dahingestellt bleiben, was unter der „doppelt 
perspektivischen Methode‘ zu verstehen ist. 


Zu Abhandlung III, 8, 14—32. 


In den Forhandlinger ist die Abhandlung ohne jede Bemerkung abgedruckt, 
und sie wird auch sonst nirgends erwähnt. Dagegen hat sich in den Akten der Vi- 
denskabsselskab eine Notiz gefunden!), die in deutscher Übersetzung so lautet: 

„Erklärung des betreffenden Komites, datiert Christiania, 6. April 1869. 

„Cand. Lies Abhandlung über die Imaginären der Plangeometrie wird zum 
Druck in den Schriften der Videnskabsselskab empfohlen. 


C. Fearnley, Sekr. C. A. Bjerknes.‘ 


Hiernach scheint es allerdings, daß Abhandlung III schon vor der Mitteilung 
vom 2. April eingereicht worden ist. Mit Sicherheit läßt sich freilich nichts fest- 
stellen. Es liegt aber eine Mitteilung von Elling Holst vor, die jedenfalls auf münd- 
licher Überlieferung beruht. Er berichtet in dem Wochenblatte „Ringeren‘, Bd. II, 
Nr.9 vom 4. März 1899, Lie habe Abh. III der Videnskabsselskab zum Drucke 
eingereicht und habe da zwei Enttäuschungen erlebt. Erstens habe Bjerknes, der 
zur Beurteilung der Arbeit ausersehen war, dafür eine Bedenkzeit verlangt, welche 
Lie, für den es sich geradezu um Sein oder Nichtsein handelte, zur Verzweiflung ge- 
bracht habe. Zweitens aber habe Staatsrat Broch, der zu Lies Erleichterung nur 
zwei Tage Bedenkzeit verlangt hatte, nach Ablauf dieser Frist die Arbeit mit der 
Bemerkung zurückgegeben, daß er nicht ein Wort verstanden habe. 

Nun liegt die Sache so, daß die Mitteilung vom 2. April, die Lies Priorität 
wahren sollte, eigentlich nur so lange einen Zweck hatte, als Abh. III noch nicht er- 
schienen war. Die Mitteilung ist für den, der nur Lies Theorie kennen lernen will, 
vollständig entbehrlich und hat jetzt nur noch geschichtlichen Wert. Demnach wird 
man doch wohl annehmen müssen, daß es Abh. III ist, die Lie mit der Mitteilung 1 
eingereicht hat. In seinem Begleitschreiben, eben der Mitteilung 1, hatte sich Lie 
damit begnügt, ganz allgemein auf das Ziel hinzudeuten, das er verfolgte. Als nun 
aber Bjerknes so lange Bedenkzeit forderte, hatte Lie Sorge, daß sich der Druck 
der Abhandlung sehr verzögern würde, und es erschien ihm wünschenswert, sich die 
Priorität für die neuen Gedanken zu sichern, die Abh. III über Abh. I hinaus ent- 
hielt. Das konnte, nach berühmten Mustern, durch eine an die Videnskabsselskab 
gerichtete Mitteilung geschehen, die nicht für den Druck bestimmt war, sondern 
nur im Archive der Gesellschaft niedergelegt werden sollte. Die Entstehung der Mit- 
teilung vom 2. April scheint mir hierdurch in vollkommen befriedigender Weise er- 
klärt zu sein. Daß dann das Gutachten über Abh. III, das ja auch die Unterschrift 
von Bjerknes trägt, doch bereits am 6. April erstattet wurde, ist vielleicht Lies 
Freunde Ernst Motzfeld, dem späteren Assessor beim höchsten Gerichte zu ver- 
danken. Dieser hat, wie man weiß, sehr viel für Lie getan, und er ist, wie Holst 
hervorhebt, auch bei dieser Gelegenheit ganz besonders für seinen Freund einge- 
treten. 


Kapitel I und II entsprechen genau den beiden Kapiteln von Abh. I, auch die 
Paragrapheneinteilung ist dieselbe. Neu hinzugekommen sind in $5 der Schluß 
von Nr. 8, sowie Nr. 9—11, ferner in $9, Nr. 18, in $11 Nr. 21, 22, endlich ist 


1) Nach einer vom 13. November 1899 stammenden Mitteilung des damaligen 
Generalsekretärs der Videnskabsselskab, Gustav Storm. 
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$ 12 wesentlich erweitert. Wir können daher auf die zu Abh. I gemachten Anmer- 
kungen verweisen und haben nur noch das Folgende hinzuzufügen. 

S 17, 2.12 v.u. Wie das zu verstehen ist, haben wir auf S. 543, Z. 19—9 
v. u. auseinandergesetzt. 

S.18, 2.2,1v.u. Vgl. 8. 549. 

S. 18, Z. 10—7 v. u. Dieser schöne Satz läßt sich leicht analytisch beweisen, 
vgl. z.B. S. 9f. der auf S. 537 angeführten Arbeit von L. Monville. Wir werden 
trotz der größeren Umständlichkeit einen anderen Weg einschlagen, der mit dem 
von Lie selbst benutzten verwandt sein dürfte und der einen Blick in Lies Arbeits- 
weise gewährt. Die Einführung von Doppelimaginären (vgl. S. 549) wird dabei ver- 
mieden. 

Um die einzelnen Standpunkte, die unterschieden werden müssen, genau aus- 
einanderhalten zu können, führen wir folgende Bezeichnungen ein: 

1. Für die reellen Zahlen werden wir kleine, für die komplexen große Buch- 
staben benutzen. 

2. Den Inbegriff der Punkte (x, y, z) bezeichnen wir mit R,. 

3. Den Inbegriff der Punkte (X, Y,Z) bezeichnen wir mit [R;]. 

4. Den Inbegriff der Punkte (X,0,Z) bezeichnen wir mit [XZ] und den der 
Punkte (X, Y, 0) mit [X Y]. 

5. Die in den Richtungen (1,:,0) und (1, — i,0) unendlich entfernten Punkte 
von [R;], also die Kreispunkte von [X Y], bezeichnen wir mit O, und Q,. 

6. Den Inbegriff der Punkte (x,y,2 + ip) von [R,] nennen wir die Repräsen- 
tationsmannigfaltigkeit, bezeichnet mit R.. 

7. Den Übergang von dem Punkte (z,y,2-+-ip)in R, zu dem mit dem Ge- 
wichte p versehenen Punkte (z, y,z) in R, nennen wir eine Gewichtstransfor- 
mation. Den reellen Punkten des [R,] entsprechen bei dieser Transformation die 
Nullpunkte des R,. 

8. Ist X eine Punktmannigfaltigkeit in [R,], so bilden die in R, liegenden 
Punkte von Z ihre reelle Spur oder R,-Spur, während die in R, liegenden Punkte 
von Z ihre Repräsentationsspur oder R,-Spur bilden. 

Setzen wir, wie in$1: X=r-+iy, Z=z- ip und benutzen wir 1,4,3 
als laufende Koordinaten, so erhalten wir für die Gerade des [R,], die O, mit dem 
Punkte (X,0,Z) von [XZ] verbindet, folgende Gleichungen: 


T—- 2 —iy+rh=0, 3=2H+ ip. 


Die R,-Spur dieser Geraden ist der Punkt (z,y,2+ ip). Demnach er- 
hält man die Liesche Repräsentation eines Punktes der Ebene [XZ], 
indem man den Punkt von O, aus auf R, projiziert und die Projek- 
tion einer Gewichtstransformation unterzieht. 

Das gilt auch für die Ergänzung der Lieschen Repräsentation, die wir für die 
unendlich fernen Punkte der Ebene [XZ] vorgenommen haben, nur daß da die 
Gewichtstransformation wegfällt. Ersetzen wir nämlich X,Z durch X: T,Z:T 
und 7,9, 3 durch r:t,..., so werden die Gleichungen der durch O, gelegten Ge- 
raden diese: 


Te+W)—-(@+ipt=0, —@+ipt=0, 


@+iPE+W)—-@+tiy;=0, 
oder für T=0: 


e+riyt=0, @+ipt=0, L+W)ENM)- eriW—t. 
Ist daher z+ip=0 und z-+iy= (ß, + iß,)(2+ ip), so erhalten wir: 


t=0, +9= (f + 1B)3; 
36* 
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ist aber z+ip=0, also e-+iy=#0, so kommt: 
t=0, 30. 


Im ersten Falle enthält die R,-Spur der Geraden den reellen Punkt: 
t=0, =, Yaß; 


im zweiten ist die R4-Spur die unendlich ferne Gerade der r, )-Ebene; immer er- 
halten wir also das Bild des unendlich fernen J- Punktes ZRX BU: 

Projiziert man den zu (X,Z) konjugierten Punkt von O, aus, so erhält man, 
wenn (X,Z) im Endlichen liegt, denselben Trägerpunkt, aber mit entgegengesetzt 
gleichem Gewichte. Liegt andrerseits (X, Z) im Unendlichen und ist: T=0, X= 
(Bi + iß,)Z,, so ist für den konjugierten Punkt (X,Z): T=0, X= (Ah —ißı)Z, 
und dessen Verbindungslinie mit O;: 


t=0, r = (fı —iPße)3 


liefert denselben reellen Punkt wie die Gerade von O, nach (XZ). It T=0, 
Z = 0, so kommt wieder wie vorhin als R,-Spur die unendlich ferne Gerade der 
x,9-Ebene. Für zwei konjugiert imaginäre unendlich ferne Punkte der Ebene 
[XZ] fällt also die Projektion des einen auf R, von O, aus mit der Projektion des 
andern von O0, aus zusammen. Das stimmt damit, daß einem unendlich fernen Punkte 
kein bestimmtes Gewicht zukommt. 

Betrachten wir jetzt in [XZ] eine algebraische Kurve F mit der Gleichung: 


mx D-24880 Ze 


und die konjugiert imaginäre Kurve F': 
FX,Z)=£2Au,X 2 =0. 

Verbinden wir alle Punkte von F mit O,, so erhalten wir in [R,] eine Zylinderfläche 
O,(F), die auf R, eine Spur ausschneidet. Die Spuren der Zylindererzeugenden, 
die durch im Endlichen liegende Punkte von F gehen, unterwerfen wir der Gewichts- 
transformation und erhalten das Liesche Bild von F, die gestreifte Trägerfläche. 
Zu dieser fügen wir die reellen Punkte der Erzeugenden, die nach unendlich fernen 
Punkten von F gehen. Diese Punkte sind dann, wie wir wissen, die Bilder der un- 
endlich fernen Punkte von F, sie sind demnach die unendlich fernen Punkte der 
Trägerfläche und haben keine bestimmten Gewichte. 

Machen wir nun von O, aus dasselbe für die konjugiert imaginäre Kurve F, 
so erhalten wir im Endlichen dieselbe Trägerfläche, nur daß jeder Streifen das ent- 
gegengesetzte Gewicht bekommt, im Unendlichen aber erhalten wir dieselben 
Punkte wie soeben. Die beiden Zylinder O,(F) und O,(F) haben daher im End- 
lichen nur den Nullstreifen gemein, der alle im Endlichen liegenden Nullpunkte 
von F abbildet, im Unendlichen aber haben sie alle reellen Punkte gemein. 

Wir ersehen hieraus, daß wir zu dem Nullstreifen von F noch die Bilder aller 
unendlich fernen Punkte von F hinzurechnen müssen. Erst dadurch wird der Null- 
streifen zu einer abgeschlossenen Punktmannigfaltigkeit des R,. 

Jeder Punkt P des so vervollständigten Nullstreifens entspricht, wenn er im 
Endlichen liegt, vermöge der Gewichtstransformation einem Punkte des R,, der 
ein reeller Punkt des [R,] ist; liegt P im Unendlichen, so ist er selbst ein reeller 
Punkt von [R,]. Durch den so erhaltenen reellen Punkt des [R,] geht je eine hori- 
zontale Erzeugende unsrer beiden Zylinder. 

Sollen umgekehrt zwei horizontale Erzeugende, von denen auf jedem Zylinder 
eine liegt, einander in einem reellen Punkte schneiden, so müssen sie konjugiert 
imaginär sein, da O, und 0), es sind. Geht daher die eine durch den Punkt X,Z 
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von F, so muß die andre durch den konjugiert imaginären Punkt X, Z von F gehen. 
Liegt dabei X,Z im Endlichen, so lauten die Gleichungen der einen Erzeugenden: 


r-r—iy+Y=0, 3=2-+ip, 
die der andern: 
r—- + y—W=0, 3=2—1P, 


und beide haben nur dann einen Punkt gemein, wenn p= 0 ist, nämlich den 
Punkt: [= 2,9=y,3 = z, das heißt, den Nullpunkt X,Z auf F. Liegt andrer- 
seits X,Z im Unendlichen, und ist X = (ß, + iß,)Z, so sind: 


t=0, r+9= (+ 1ißı)ä 
und: t=0, r-9= (A —iBı)3 


die Gleichungen der beiden Erzeugenden, die den Punkt: t=0, r= 3,9 Ps}, 
den Bildpunkt des unendlich fernen Punktes X,Z von F gemein haben. Liegt schließ- 
lich X,Z im Unendlichen und ist Z= 0, so fallen die beiden Erzeugenden in die 

“ unendlich ferne Gerade der r,9-Ebene: t= 0, 3=0 zusammen, die als das Bild 
eines unendlich fernen Punktes von F zu betrachten ist. 

Der durch die Bilder der unendlich fernen Punkte von F vervoll- 
ständigte Nullstreifen von F ist daher nichts andres als derInbegriff 
aller reellen Schnittpunkte der beiden Zylinder O,(F) und O,(F). Dabei 
ist die Gerade O,0,, wenn sie eine Erzeugende beider Zylinder ist, als ein Punkt an- 
zusehen, nämlich als der unendlich ferne Punkt der Gaußischen Zahlenebene: 
3 =). 

Ist F insbesondere eine .J- Gerade L in [X Z], so wird der Nullstreifen der reelle 
Teil der Schnittlinie der beiden Ebenen O,(L) und O,(L) in [R3]. 

Jetzt sei die .J- Gerade L in [XZ] eine Tangente der Kurve F in [XZ]. Dann 
sind die Ebenen O,(L) und O,(L) offenbar Tangentialebenen der beiden Zylinder 
O,(F) und O,(F). Der Nullstreifen von L liegt daher auf diesen beiden Tangential- 
ebenen, berührt mithin beide Zylinder. Mit andern Worten, es gilt wirklich der 
Satz: 

Die Nullstreifen aller Tangenten L von F in [XZ] bilden eine 
Kongruenz, deren Brennfläche aus unsern beiden Zylindern be- 
steht. 

S. 21, Z.3—12. Vgl. Abh. I, S. 8, Z.7—9 und die Anmerkung dazu. 8. 557. 

S. 22, Z.14—16. Wie Lie dazu kommt, hier das Wort „orthogonal‘“ zu be- 
nutzen, ist unverständlich. Auf Z. 16 hätte hinzugefügt werden sollen: ‚„komple- 
mentäre Höhen“. 

S.23, Z. 11—17. Vgl. Abh. I, S.9, Z.10—8 v.u. und die Anmerkung dazu. 
S. 557. 

S.23, Nr. 21. Enthält der Nullstreifen eines .J-Kegelschnitts drei Punkte, 
die in gerader Linie liegen, so enthält er diese Gerade, und der J-Kegelschnitt artet 
in ein Geradenpaar aus. 

Der Inbegriff der J-Punkte eines nicht ausgearteten J-Kegelschnitts K Hs 
projektiv und also eindeutig umkehrbar auf die Punkte einer beliebigen J- Geraden 
bezogen werden, insbesondere also auch auf die Punkte der J-Grundlinie 3= 0, 
die eine Gaußische Zahlenebene ist. Da nun drei beliebige Punkte dieser Zahlen- 
ebene auf einem Kreise liegen, so bestimmen drei beliebige J- Punkte von K auf der 
zugehörigen gestreiften Fläche eine durch sie gehende S-Kurve, das heißt, eine 
Kurve von Punkten mit Gewicht, die dadurch ausgezeichnet ist, daß das Doppel- 
verhältnis von vier beliebigen dieser J-Punkte reell ausfällt. Verbindet man alle 
J-Punkte der S-Kurve mit einem festen J-Punkte von K, so schneiden die Null- 
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geraden der so erhaltenen J- Geraden die J- Grundlinie in den Punkten eines Kreises, 
sie bilden also ein Hyperboloid mit horizontalen Kreisschnitten. Die zweite Schar 
von Erzeugenden dieses Hyperboloids gehört dann der Kongruenz an, die durch 
einen gewissen andern J-Punkt bestimmt wird. 

Die Bedingungen dafür, daß eine S-Kurve eines J-Kegelschnitts aus lauter 
Nullpunkten besteht, werden allerdings erst in Abh. IV, Nr. 52, S. 37 besprochen. 
Für das Verständnis des Folgenden empfiehlt es sich aber, diese Frage schon hier 
zu behandeln. 

Eine S- Kurve, die aus lauter Nullpunkten besteht, liegt offenbar auf dem Null- 
streifen. Als S-Kurve wird sie von jedem ihrer Punkte aus auf die J-Grundlinie 
in einen Kreis projiziert, der auch in eine Gerade ausarten kann. 

Ist sie nicht eben, so liefern je zwei ihrer Punkte zwei Kegel zweiten Grades 
mit einer gemeinsamen Erzeugenden, und sie selbst liegt auf deren Durchschnitte. 
Jede nicht ebene S-Kurve von lauter Nullpunkten ist daher eine rationale Kurve 
3.0. Da die Kegel beide durch die unendlich fernen imaginären Kreispunkte der 
Ebene 3 — 0 gehen, so enthält die Kurve diese Kreispunkte, ist also eine Cy' nach 
der in Abh. IV, S. 34, Anm. 1 eingeführten Bezeichnung. 

Besteht die S-Kurve aus lauter Nullpunkten und ist sie eben, so braucht doch 
der Nullstreifen nicht eben zu sein. Die Kurve wird dann von jedem Nullpunkte 
des J-Kegelschnitts aus, der nicht auf ihrer Ebene liegt, in einen Kreis oder eine 
Gerade projiziert, sie muß daher ein reeller Kegelschnitt sein. Eine Gerade kann 
sie nämlich nicht sein, weil sonst der J-Kegelschnitt in ein Geradenpaar zerfiele. 

Wir können hieraus schließen, daß der Nullstreifen unsers .J-Kegelschnitts, 
wenn er nicht eben ist, stets entweder eine Raumkurve 3. O. C,' oder einen Kegel- 
schnitt enthält. 

Tritt der erste Fall ein, so ist die Raumkurve Cy eine S-Kurve, denn sie wird 
von jedem ihrer Punkte aus auf die Ebene 3 = O in einen Kreis projiziert. Die beiden 
Zylinderflächen 2. ©. O,(K) und O,(K), deren reeller Schnitt der Nullstreifen ist, 
haben dann die Gerade 0,0,, also die unendlich ferne Gerade der Ebene [X Y] 
oder: 3— 0 gemein, somit enthält K den unendlich fernen Punkt der 
X-Achse, und die Gleichung von K ist von X? frei. 

Zu demselben Ergebnisse gelangt man, wenn man beachtet, daß jede Ebene 
durch die gemeinsame Erzeugende 0,0, den Nullstreifen nur in einem Punkte 
außerhalb 0,0, trifft, da sie mit jedem der beiden Zylinder nur eine von 0,0, ver- 
schiedene Erzeugende gemein hat. Die J-Geraden, die durch zur .J- Grundlinie par- 
allele Ebenen abgebildet werden, schneiden daher K nur in je einem im Endlichen 
liegenden Punkte, woraus wieder folgt, daß K den unendlichfernen Punkt der 
X-Achse enthält. 

Umgekehrt besteht der Nullstreifen eines J-Kegelschnitts durch 
den unendlich fernen Punkt der X-Achse im allgemeinen aus einer 
Kurve 3.0. Cy. Projizieren wir nämlich den J-Kegelschnitt in [XZ] von O, 
und O, aus, so sind die beiden projizierenden Zylinderflächen vom zweiten Grade 
und haben die unendlich ferne Gerade der Ebene 3 = 0 gemein, sie schneiden ein- 
ander also außerdem in einer Kurve 3. 0. Cy. 

Die reellen zur X-Achse parallelen Geraden Z = z,, haben schon im Unend- 
lichen einen Schnittpunkt mit dem J-Kegelschnitte, im Endlichen also nur noch 
einen. Folglich schneiden alle horizontalen Ebenen des R, die Kurve Cy in den 
Kreispunkten und nur in je einem Punkte im Enndlichen. 

Berührt der J-Kegelschnitt die unendlich ferne Gerade, so 
artet die Cy aus. Dann berührt nämlich die unendlich ferne Ebene des Raumes 
r,),3 den Nullstreifen und enthält deshalb die unendlich ferne Gerade der Ebene 
3 —= 0 doppelt zählend, so daß sich von der C,' ein Kegelschnitt absondert. 

Zu demselben Ergebnisse gelangt man, wenn man beachtet, daß die Gleichung 
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des J-Kegelschnitts dann von X? und XZ frei ist und also, wenn der .J- Kegelschnitt 
nicht ausgeartet ist, die Form erhalten kann: 


Z2 + 2A12 + 2AgX + As 0; 
wo A,, nicht verschwinden darf. Ist: Avant übuy, so wird der Nullstreifen: 
32 + 2a,s5 + 2agst — 2b) + Aa = 0, 
2b55 + 2best + 2a) + da = 0. 


Es ist das eine Parabel, deren unendlich ferner Punkt der Ebene 5 = 0 angehört; 
sie kann in jeder beliebigen Ebene liegen, nur nicht in einer Horizontalebene. Die 
erste der beiden Gleichungen stellt ein Hyperboloid mit horizontalen Kreisschnitten 
dar, nämlich einen Zylinder 2. O., dessen Erzeugende horizontal sind und der in 
der unendlich fernen Geraden der Ebene 3 = 0 von der unendlich fernen Ebene be- 
rührt wird. 

Im zweiten der vorhin unterschiedenen beiden Fälle enthält der Durchschnitt 
der beiden Zylinderflächen O0, (K) und O,(K) einen reellen Kegelschnitt und zerfällt 
daher in zwei Kegelschnitte, von denen mindestens einer reell ist. Daß von diesen 
beiden Kegelschnitten mindestens einer reell ist, folgt auch daraus, daß jede reelle 
Gerade Z= 2, mit dem J -Kegelschnitte zwei J-Punkte gemein hat, denn das 
kommt darauf hinaus, daß jede Horizontalebene des R, den Nullstreifen in zwei 
reellen Punkten schneidet. Als Beispiel für einen Nullstreifen, der aus zwei Kegel- 
schnitten besteht, kann der J-Kegelschnitt: X®+Z?=1 in [XZ] dienen; 
einen Nullstreifen mit bloß einem Kegelschnitte hat man für: X —2=1. 

Wir betrachten den Fall, wo der Nullstreifen aus zwei reellen Kegel- 
schnitten besteht. Die Schnittlinie der Ebenen, in denen diese Kegelschnitte 
liegen, schneidet den einen Kegelschnitt in zwei Punkten, die beiden Zylinder- 
flächen angehören und die somit beiden Kegelschnitten gemeinsam sind. Da eine 
horizontale Ebene des R, den Nullstreifen stets in zwei und nur zwei Punkten 
schneidet, die auch zusammenfallen können, so wird sie immer einen der beiden 
Kegelschnitte des Nullstreifens in zwei Punkten treffen. Sind diese Punkte ver- 
schieden, so trifft sie den andern Kegelschnitt gar nicht. Nun gibt es unter diesen 
horizontalen Ebenen sicher solche, die den einen Kegelschnitt in zwei verschiedenen 
Punkten treffen, und auch solche, die in derselben Beziehung zu dem andern stehen. 
Geht man von einer Horizontalebene der ersten Art stetig zu einer der zweiten Art 
über, so muß man auf eine Horizontalebene treffen, die mit jedem der beiden 
Kegelschnitte denselben doppeltzählenden Punkt gemein hat, die also beide Kegel- 
schnitte in demselben Punkte berührt. Hieraus folgt, daß die beiden gemeinsamen 
Punkte der Kegelschnitte reell sind und daß die horizontalen Ebenen durch diese 
gemeinsamen Punkte beide Kegelschnitte berühren. Da diese horizontalen Ebenen 
als J-Gerade aufgefaßt offenbar Tangenten des .J-Kegelschnitts sind, so ergibt 
sich, daß der J-Kegelschnitt zwei zur X-Achse parallele reelle J-Tan- 
genten besitzt, deren Berührungspunkte jene gemeinsamen Punkte sind. Diese 
beiden Tangenten sind offenbar verschieden, da der J- Kegelschnitt sicher nicht durch 
den unendlich fernen Punkt der X-Achse geht. 

Das Umgekehrte gilt auch. Geht nämlich der J-Kegelschnitt nicht durch 
den unendlich fernen Punkt der X-Achse, so hat er zwei zur X-Achse parallele 
J-Tangenten. Sind diese reell, so berühren die beiden Zylinderflächen O,(K) und 
O,(K) des [R,] einander in den Berührungspunkten der J-Tangenten, und ihre 
Schnittkurve zerfällt in zwei Kegelschnitte. Diese sind beide reell, denn die beiden 
reellen Schnittpunkte des Nullstreifens mit einer horizontalen Ebene des R, müssen 
von dem einen Kegelschnitte auf den andern übergehen, wenn die horizontale Ebene, 
parallel zu sich verschoben, eine der Trägerebenen der zur X-Achse parallelen 
J-Tangenten durchschreitet. 
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Hiermit ist bewiesen, daß es wirklich J- Kegelschnitte gibt, deren Nullstreifen 
aus einer nicht ausgearteten Raumkurve dritter Ordnung oder aus zwei Kegel- 
schnitten oder aus einem Kegelschnitte besteht. Es sind das die einzigen 
Fälle, wo der Nullstreifen eine S-Kurve enthält. 

Die Betrachtung des Falles, wo der Nullstreifen nur einen Kegelschnitt ent- 
hält, verschieben wir auf später (s. Abh. IV, Kap. VI, S. 37#f., S. 577 ff.) 

S. 24f., Nr. 24. Vgl. die Anm. zu Abh. I, 8.10, Z. 23£., S. 557£. 

3.24, 2.2, 1 v.u. Felix Lucas, Etudes analytiques sur la theorie generale 
des courbes planes. Paris 1864. Lucas betrachtet a. a. O. die Homographie z2’— x, 
dabei sind J und J’ die Punktez= 0 und?’ —=0. 

S.25, 2.12 v.u. Nach „sei“ ist zu ergänzen: „nämlich“. 

S. 25f., Nr. 26,27. Schon in Abh. I, $ 12, S. 11 stellte Lie die Aufgabe, zwischen 
den .J-Punkten eines .J- Kegelschnitts eine Involution derart zu bestimmen, daß 
den Nullpunkten Nullpunkte entsprechen. Nachher gelang es ihm, zu beweisen, 
daß es .J- Kegelschnitte gibt, deren Nullstreifen S-Kurven enthalten (s. d. Anm. 
zu S. 23, Nr. 21, S. 563), und das erlaubte ihm, Involutionen von der verlangten Art 
aufzustellen. 

In Nr. 26 betrachtet er einen .J- Kegelschnitt, dessen Nullstreifen eine Raum- 
kurve 3. O. Cy ist, und bestimmt eine Involution auf dieser Kurve. In Nr. 27 löst 
er dieselbe Aufgabe für den Fall, daß der Nullstreifen aus zwei Kegelschnitten 
besteht. 

5.25, Z.1 v.u. Wenn die beiden Zylinderflächen O,(K) und O, (K) einander 
in zwei Kegelschnitten treffen, werden O, und O, durch die Ebenen dieser Kegel- 
schnitte harmonisch geteilt, die Ebenen stehen also aufeinander senkrecht. Ver- 
mutlich ist das der Grund, weshalb Lie den Ausdruck „Konjugiert‘‘ benutzt. 

S.26, S.14—9 v.u. Eine in der Gaußischen Ebene z—=1 liegende Ebene 
wird durch Translationsbewegung so in sich verschoben, daß ihr Nullpunkt 0’ 
nach A’ komnit. Diese Ebene bewegt sich nun translatorisch, und zwar so, daß, 
wenn 4 seine Lage ändert, A’ immer senkrecht über A bleibt. 

S. 26f., Nr. 29. Die Gerade AB wird von der Ebene: z— 3 offenbar in dem 
Punkte: 

&=r+W=4A+3B 
geschnitten, demnach wird: 


G&—A)=3(K —A), 


eine Gleichung, aus der man alles in Nr. 29 Gesagte ablesen kann. Man vgl. die Anm. 
zu Abh. I, S.5, 2.5 v.u.—8.6, 2.2, S. 5401. x" 

9.27, 2.18—11 v.u. Vgl. Abh. I, 8.4, Ann. 1. 

5.28, 2.10—13. Die Geraden in [X7], deren Linienkoordinaten (4, B) die 
Gleichung F,„(A, B) = 0 befriedigen, sind die .J- Tangenten einer gewissen .J- Kurve. 
Diese J-Tangenten werden aber nach $5, S. 18 durch die Geraden einer Kongruenz 
repräsentiert, deren Brennfläche aus zwei imaginären Zylindern besteht. 

5.28, 7.14,13 v. u. Etwas unklar ausgedrückt. Die Enveloppe des .J- Geraden- 
systems hat in Punktkoordinaten die Gleichung: F,„(Z, X) = 0 und diese bestimmt 
die gestreifte Fläche. 

5.28, Z2.4—1 v.u. Einen Satz mit wirklichem Inhalte bekommt man ja nur, 
wenn man die sechs auf einander folgenden Seiten des Sechsecks abwechselnd aus 
der einen und der andern Dreizahl von Geraden wählt. 

5.29, Nr. 35. P, und P, sind also zwei J-Punkte, deren Kongruenzgerade in 
folgender Beziehung stehen: Wenn man durch eine Kongruenzgerade des einen 
die hindurchgehenden Kongruenzgeraden des andern legt, erhält man immer ein 
Hyperboloid mit horizontalen Kreisschnitten, dessen zweite Schar von Erzeugenden 
der zuerst benutzten Kongruenz angehört, ein Hyperboloid, das die Leitlinien beider, 
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Kongruenzen enthält (vgl. S. 553f.). Diese Voraussetzung über P, und P, wird in 
der ganzen Nr. 35 festgehalten. Wendet man den Brianchonschen Satz auf drei 
J-Gerade von P, und auf drei J-Gerade von P, an, deren sechs Nullgerade auf 
demselben Hyperboloide liegen, so werden die Ecken des Brianchonschen Sechs- 
ecks Nullpunkte, und man erhält einen besonderen Fall des Plückerschen Satzes 
(Neue Geometrie, S. 120): 

„Die drei Diagonalen eines der Linienfläche [zweiten Grades] aufgeschriebenen 
Sechsecks schneiden sich in demselben Punkte‘, nur ist auch dieser Sonderfall 
noch nicht vollständig bewiesen. Es folgt nämlich bloß, daß die drei Diagonalen 
der Kongruenz eines J-Punkts angehören, aber noch nicht, daß dieser J-Punkt 
ein Nullpunkt ist. Das Letztere muß man beweisen, wie Plücker. 

Die ‚„Generalisation‘‘ des Plückerschen Satzes ergibt sich, wenn man in 
jeder der beiden zu P, und P, gehörigen Kongruenzen drei beliebige Gerade 
l,1,,1, und 1/‘,1y,1, auswählt. Diese bestimmen auf der J-Grundlinie je einen 
Kreis und also je ein Hyperboloid mit horizontalen Kreisschnitten. Auf dem einen 
der beiden Hyperboloide gehört die eine Schar von Erzeugenden der Kongruenz P, 
an, auf dem andern der Kongruenz P,. Die sechs Geradenpaare: 


A) (hl), (2), (el), (ale), (ale), (le’l) 


bestimmen die Kongruenzen von sechs .J-Punkten, die ein Brianchonsches Sechs- 
eck bilden. Jedes der drei Paare von Kongruenzen: 


(II) (l, I), (l,' Bier kleh), (laly); (hl), (ly I) 


hat eine reelle, im Endlichen liegende Gerade gemein, und die drei so bestimmten Ge- 
raden, die Nullstreifen der.) - Diagonalen, gehören der Kongruenz eines.J - Punktes an. 

Sind die Ecken des Brianchonschen Sechseckes sämtlich Nullpunkte, so wird 
I, von I,’ und 1,’ geschnitten. Da nun |, die Gerade 1,’ schneidet, trifft sie wegen der 
Beziehung zwischen den beiden .J-Punkten P, und P, zugleich I,’, während sie I,’ 
sowieso trifft. Entsprechendes gilt von I, und |!,, das heißt, alle sechs Geraden liegen 
auf demselben Hyperboloide, so daß wir nur den von Plücker betrachteten Fall 
haben (8. 29, Z. 13—17). 

Durch ‚‚Transformationsbetrachtungen‘“ (vgl. S.554) ergibt sich überdies der 
allgemeinere Satz: 

Man habe zwei lineare Kongruenzen, deren Leitlinien ein räum- 
liches Vierseit bilden und zwar so, daß jede Kongruenz zwei gegen- 
überliegende Seiten des Vierseits zu Leitlinien hat. Es seien ferner 
0, und O0, zwei gegenüberliegende Ecken von diesem. Wählt man 
dann in jeder Kongruenz drei beliebige Gerade aus: 1,,l,l, und: 
ly,iy,ly, von denen keine beiden Kongruenzen gemeinsam ist, also 
keine durch zwei gegenüberliegende Ecken geht, so bestimmen die 
sechs Geradenpaare (I) sechs lineare Kongruenzen, von denen jede 
zwei bestimmte Gerade durch O, und durch 0, zu Leitlinien hat. 
Jedes der drei Paare von Kongruenzen (II) hat eine ganz bestimmte 
von O,0, verschiedene Gerade gemein, und die drei so erhaltenen Ge- 
raden gehören wieder einer Kongruenz an, deren Leitlinien durch O, 
und O0, gehen. 

S. 29, Nr. 37. Wir betrachten zuerst die Schar der J-Geraden:L=L, + uL; 
= (0, wo u reell ist. Die zugehörigen Nullgeraden sind in der linearen Kongruenz 
enthalten, die den Schnittpunkt (L,, L,) bestimmt ($ 4). Setzen wir: 


L=BZ—-(X—A) bB=BZ—(X—4,), 
so wird: L=(B+uB)2 — {l+W)X—(Aı+uA)}=0. 
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Die Spur P von L in der Grundebene Z = 0 ist also durch: 


X=(A+uA):l+m) 


bestimmt, während X= A, und X=4, die Spuren P, und P, von L, und L, 
sind. Fassen wir die Strecken (PP,} und {PP,} als komplexe Größen auf, so wird: 


(PP}:{PP)=—u, 


mithin ‘reell. Ändert sich u, so beschreibt P die Gerade P,P,. Die Spuren von L 
in den andern horizontalen Ebenen beschreiben dann auch gerade Linien (8.6, Z. 1f.), 
die Nullgerade von L beschreibt somit ein hyperbolisches Paraboloid, 
dessen eine Richtungsebene horizontal ist. 

Nunmehr sei: L=L,+»v1L,+ ol3= 0, wo v und g reell sind. Mit P und Q 
bezeichnen wir die beiden Schnittpunkte zwischen der Nullgeraden von L, und dem 
eben erwähnten Paraboloide [L,L,], mögen sie nun reell oder imaginär sein; mit 
p und q die horizontalen Erzeugenden durch P und Q. Dann schneiden p und q 
außer der Nullgeraden von L, auch die jeder J-Geraden L, + vL,, also auch die 
vonL,+vL,;,-+ oLl,. Das heißt, pundgq sind die Leitlinien der von diesen Null- 
geraden gebildeten linearen Kongruenz. j 

S. 30, Z. 1—4. Die Gleichung L = 0 wird, wenn L,,..., L, allgemein gewählt 
sind, jede J- Gerade darstellen. 

S. 30, Nr. 38. Die Korrelation sei durch die Gleichungen: 

yo: (4 +1%,)A +, +iß)B-+Yy,+iY 


. &+i)A+ae ti )Btmtin ’ 
u ek Ver a en. ee bus 
(htid)Atlkstie)Btmtim 
dargestellt, wo der J-Geraden: A=qa,-+tia,, B=b,+ib, (vgl. Abh. I, $3) 
der J-Punkt: N=r+iy, Z=z-+ip entspricht. Aus der zweiten Gleichung 
erhält man durch Trennung des Reellen und des Imaginären: 


am LE—MD 
1 ac D: u E: ’ 
wo: L=Aa+49%+ eb + mb +», 


M=4y — + mb —Wwb,-+ 9, 
D=eöda+9,; +8b, +a4b, + %, .e 
E=9), — 9,9, + &.b4b — 8b + %. 
Demnach gehören die Nullstreifen der J-Geraden, denen Nullpunkte 


entsprechen, einem Linienkomplexe 2 von zweitem Grade an, dessen 
Gleichung lautet: 
E BE un 


Hier hat man zum ersten Male eine Berührungstransformation des Raumes, bei 
der den Punkten die Geraden eines Linienkomplexes entsprechen und gleichzeitig den 
Geraden eines andern Linienkomplexes die Punkte. Vgl. Abb. XI, S. 1271. 

Wir betrachten nun eine lineare Gleichung: 


9,4 +09, +Rb+Rb=S, 
mit anderen Worten, einen linearen Linienkomplex ®. Wann gehört die Kongruenz 
eines J-Punktes Z, X diesem Komplexe an? Nach $.4 befriedigen die Linien- 
koordinaten einer Kongruenzgeraden die Gleichungen: 


bz—bp=2—4a, b2+bp=y—@, 


1 er u a A re ee 
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also erhalten wir durch Elimination von a, und a, die Gleichung: 


b(R — Q2— dp) +b(R+QAap —— Aa) ++ 9y—IS=0, 
so daß sich für den J-Punkt die Bedingungen: 


Q2+Q&p=R,, 
Q2—QAp=R,, 
2 9,2+Q9y=8 
ergeben. Man findet: 
Pe Q, RL +9 R, ge 9; R, —g9ı R, 


ta Tr’ 
das heißt: Der lineare Komplex ® enthält die Kongruenzen von 
oo! J-Punkten. Diese haben alle dasselbe Gewicht und liegen auf einer 
zur X-Achse parallelen J-Geraden. Ihre Bildpunkte im Raume r,d),3 
gehören einer zur Ebene 3—= 0 parallelen Geraden an. 

Wählt man umgekehrt die zur Ebene 3—= 0 parallele Gerade beliebig und 
schreibt das Gewicht p vor, so sind die Verhältnisse Q,:Q,:S sowie die Größen 
z und p gegeben, und damit ist der lineare Komplex bestimmt. 

Die beiden Komplexe Q und ® haben eine Kongruenz (2,®) gemein; den 
J-Geraden, die die Geraden dieser Kongruenz zu Nullstreifen haben, entsprechen 
korrelativ Nullpunkte. Wir suchen die von diesen Nullpunkten gebildete Fläche. 

Es sei } die Gerade, auf der die Bildpunkte aller der J-Punkte liegen, deren 
Kongruenzen den linearen Komplex ® erzeugen. Sie gehört einer zur X-Achse 
parallelen J-Geraden A an, die den unendlich fernen Punkt der X-Achse enthält. 
Die hierzu korrelativen Gebilde seien der J-Punkt L und die J-Gerade M, die 
selbstverständlich durch L geht. Den .J-Punkten der J-Geraden A entsprechen 
dann die J-Geraden durch L; insbesondere entsprechen den J-Punkten auf 7 
solche J-Gerade durch L, deren Nullgerade ein Hyperboloid Y mit horizontalen 
Kreisschnitten erzeugen, denn das Doppelverhältnis von vier beliebigen Punkten 
auf A ist reell. Den .J-Geraden durch einen J-Punkt auf % entsprechen daher die 
J-Punkte einer .J-Geraden, deren Nullgerade zu den eben erwähnten Erzeugenden 
von YP gehört. Für die Nullgeraden der J-Geraden, die nicht bloß dem 
Komplexe ®, sondern auch dem Komplexe Q angehören, sind daher 
dieentsprechenden Nullpunkteeben die Punktejenes Hyperboloides Y. 

Der unendlich ferne .J - Punkt auf 4 ist der unendlich ferne Punkt der X - Achse, 
dem die J-Gerade M entspricht. Folglich liegt die Nullgerade von M auf dem Hyper- 
boloide X. Den Geraden jeder Kongruenz (2,®) entsprechen daher 
Nullpunkte, die auf einem Hyperboloide mit horizontalen Kreis- 
schnitten liegen, und alle diese Hyperboloide haben eine Gerade ge- 
mein, nämlich die Nullgerade der J-Geraden, die dem unendlich 
fernen Punkte der X-Achse entspricht. 

Nehmen wir noch einen zweiten linearen Komplex ®’ mit der Gleichung: 


9a + 09a, + R,’b, + Ry’b,= Ss’ 


hinzu, so erhalten wir ein zweites Hyperboloid 7’, und den oo! Geraden, die den 
drei Komplexen 2,®,®’ angehören, entsprechen oo! Nullpunkte auf dem Schnitte 
der beiden Hyperboloide Y und %’. Diese Nullpunkte liegen daher auf einer 
rationalen Raumkurvedritter Ordnung. Die Nullpunkte auf der gemeinsamen 
Geraden der beiden Hyperboloide X und %’ entsprechen nämlich solchen J-Ge- 
raden, die zur X-Achse parallel sind. Für diese .J- Geraden ist aber B=0, also 
b, = b, = 0; man erkennt daher, daß schon die beiden linearen Komplexe ® und ®’ 
im allgemeinen höchstens eine solche Gerade gemein haben. 
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Die Nullgeraden der J-Geraden, denen die Nullpunkte auf der Kurve dritter 
Ordnung entsprechen, bilden eine geradlinige Fläche, deren Gleichung erhalten 
wird, wenn man q,, d,, b,,b, aus den Gleichungen: 


LE—MD=0, 
94 +9. + Rb+Rb=S, 
N 9a +0Q9’,+R’b+Rb,=S, 
a, + zb, —u ri 
Ag + zb=y 


wegschafft. Die vier letzten Gleichungen ergeben für a,,b,,@,,b, Brüche, deren 
gemeinsamer Nenner eine ganze Funktion zweiten Grades von z allein ist, während 
die Zähler ganze Funktionen sind, in r, y,z allen dreien vom zweiten Grade, in 
x und y aber bloß linear. Setzt man diese Ausdrücke n LE—MD=0 ein, 
so kommt eine Gleichung vierten Grades, die aber in x und y bloß 
vom zweiten Grade ist. Die ebenen horizontalen Schnitte sind daher 
Kegelschnitte. 

S. 30f., Nr. 39 und 40. Die in Kap. III besprochene zweite Repräsentation 
der Imaginären der Plangeometrie ist von der ersten nur wenig verschieden. Bei 
der dritten Repräsentation, die er jetzt entwickelt, benutzt Lie die Geraden der 
7,X-Ebene als Elemente und, indem er die Gleichung der J-Geraden in der 
Form: TX+VZ=1 schreibt, verwendet ee T=t+iu, V=v-+iw als 
Linienkoordinaten. Die JJ- Gerade wird repräsentiert durch die Ebene: 


tt+uy+v3—1=0 


I 


mit dem Gewichte w. 

In der gewöhnlichen analytischen (reometrie sind T und V reell, also ist das 
Gewicht Null und die Ebene parallel zur y- Achse (S. 31, Z. 7f.). Ihre Spur auf der 
r, 3-Ebene ist die Gerade, die man da als das Bild der Gleichung betrachtet. 

Bei der ersten Repräsentation spielten die unendlich fernen Punkte eine be- 
sondere Rolle, und es bedurfte besonderer Verabredungen, um auch für diese eine 
eindeutig umkehrbare Repräsentation zu bekommen. Hier spielen die J- Geraden 
durch den Koordinatenanfang Z = X — 0 dieselbe Rolle. Zum Beispiel wird die 
Z-Achse (V:T = 0) durch eine beliebige Ebene dargestellt, die die 3-Achse ent- 
hält, so daß alle diese Ebenen als mit einander identisch anzusehen sind. Jede andere 
‚J-Gerade durch den Koordinatenanfang (T, V) unendlich, T:V=x-+ ıß, wird 
durch die Ebene: ar + ßy + 3 = 0 dargestellt; die reellen unter diesen Geraden 
also durch Ebenen, welche die y-Achse enthalten. Die unendlich ferne J- (Gerade 
erhält als Bild die unendlich ferne Ebene. Dabei ist allen den genannten Ebenen das 
Gewicht Null beizulegen. 

Es ist sehr leicht, zwischen der dritten und der ersten Repräsentation eine 
Beziehung herzustellen. Der J-Punkt Z= V, X = T wurde nämlich in der ersten 
Repräsentation durch den Punkt: r=t, 9=u, 3=v mit dem Gewichte p = w 
dargestellt. Nun hat die Polare dieses .J-Punktes in bezug auf den J-Kegelschnitt: 
X?4+7°—1 die Gleichung: TX-+ VZ=1, also die Linienkoordinaten T, V 
und die Ebene mit dem Gewichte w, die Vertreterin dieser J-Geraden 
ist, steht zu dem Punkte t,u,v in der Beziehung, daß sie seine Po- 
larebene ist in bezug auf die Kugel: r?+19?-+- 3?=1. Demnach kann 
man die bei der dritten Darstellung auftretenden Figuren durch eine räumliche 
Polarreziprozität aus den Figuren der ersten ableiten. 

S. 31, Nr. 41. Wir spalten F(T, V) in: 


F,(t,u,v,w) + iF;(t,u,v,w). 
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Die durch F — 0 bestimmten Gewichtsebenen hängen demnach von zwei Para- 
metern ‚etwa von v-und w ab. Diese können wir auffassen als krummlinige Koordi- 
naten des Berührungspunktes der einzelnen Gewichtsebene mit der von den Ebenen 
eingehüllten Fläche. Daher werden durch w = const. 00! Streifen auf der Fläche 
bestimmt, und die berührenden Gewichtsebenen längs eines solchen Streifens um- 
hüllen eine abwickelbare Fläche. . 

Ist die Gleichung F =0 in T und V linear, so stellt sie die Schar der J-Ge- 
raden dar, die durch einen bestimmten J-Punkt gehen. Mit Hilfe der Polarrezi- 
prozität kann man leicht die Theorie der J- Geraden (Abh. I, $3, 4, Abh. II, $ 3, 4) 
auf die jetzige Darstellung übertragen. An die Stelle der zu einander parallelen 
Gewichtsstreifen auf den gestreiften Ebenen treten jetzt Büschel von Ebenen 
gleichen Gewichtes, deren Achsen in einer Ebene durch den Koordinatenanfang: 
r—4y= 3= 0 liegen und alle durch einen bestimmten Punkt P gehen. Insbeson- 
dere tritt an Stelle des Nullstreifens die Nullachse, der Träger aller Ebenen vom 
Gewichte Null. 

Analytisch gestaltet sich die Sache so: 


Es sei: CVY=-T-D 
mit den Konstanten C und D die lineare Gleichung. Diese spaltet sich in: 
VW —Gu=t —d, 
Gvrtaw=u—d, 
mithin kann die Gleichung der Ebene: 


tttwy+v=1 
so geschrieben werden: 


det+dy—1+wcd— cr) trVarted +39). 
Die Achse der Ebenen vom Gewichte w wird: 
d,r+d,y—1+ w(cd 
stay +5—0; 
sie liegt also immer in der Ebene: 
arts. =0 
und geht durch den Schnittpunkt P dieser Ebene mit den beiden andern: 
dr +dy—1=0, y— arm. 
Für w = 0 erhalten wir die Nullachse: 
act +3 =0, de +dy—1=0. 


Der Punkt P ist der Schnittpunkt dieser Achse mit der Ebene: ıy — or =, 
also mit einer Vertikalebene durch den Koordinatenanfangspunkt O, die senkrecht 
steht auf der Spur: 


Gr)=0, 


3=0, atay=0, 


welche die Ebene: cr -+ cd +3=0 der Achsen auf der Ebene 5; — 0 ausschneidet. 
$. 31, Z.9—7 v.u. Die Nullachsen aus denen die Kongruenz besteht, sind in 
bezug auf die Kugelfläche ?+1y?+3?=1 die reziproken Polaren der Geraden 
der Kongruenz, die bei der ersten Repräsentation dem J-Punkte: Z=T,2=YV 
zugeordnet ist (vgl. S.5, $ 4). 
8.31, 2.3—1 v. u. Die unendlich fernen Kreispunkte der Ebene 5; — 0 haben 
zu Polarebenen die Ebenen durch die 3-Achse und durch die beiden Kreispunkte. 


572 Anmerkungen zu Abhandlung III, $. 32 


S.32, Z2.1—10. Der Schnittpunkt der J-Geraden TX+VZ=1 mit der 
X- Achse hat die Abszisse 1: T. Das Doppelverhältnis von vier J- Geraden (T., Fr)» 
die durch denselben J-Punkt gehen, ist deshalb: 


(1:7,)—(1:T7,) \ (1:7,)—(l: T) _(T, — T,)(T, — T,) 
TI UP AED) U) BETT 


Denselben Wert hat das Doppelverhältnis der vier Punkte: = TE = V,, 
die offenbar auf einer J-Geraden liegen. Dieses Doppelverhältnis also wird, wie 
wir von früher her wissen, reell, wenn bei Benutzung der ersten Repräsentation 
die Projektionen der Trägerpunkte auf die Ebene 3 — 0 auf einem Kreise oder auf 
einer Geraden liegen. 

Um die Polarreziprozität zu verwerten, bemerken wir, daß die senkrechte 
Projektion des Trägers des J-Punktes X—=T, Z=V in bezug auf den Kreis: 
3=0,17?+9?=1 die Polare: 3=0, tr+uy—=1 hat, und diese nichts andres 
ist als die Spur, die auf der Ebene 5 = 0 von der Ebene ausgeschnitten wird, welche 
die J-Gerade T, V vertritt. Beschreibt daher die Projektion einen Kreis der Ebene 
3 = 0, also einen Kegelschnitt durch die beiden Kreispunkte, so umhüllt die ge- 
nannte Spur einen Kegelschnitt, dessen durch O gehende Tangenten je einen Kreis- 
punkt enthalten, also einen Kegelschnitt, dessen einer Brennpunkt O ist. 
Das Umgekehrte gilt auch. 

Beschreibt die Projektion eine Gerade der Ebene 3 —= 0, so dreht sich die Spur 
um einen festen Punkt dieser Ebene und umgekehrt. Die betreffenden Gewichts- 
ebenen deslinearen Systems, die sowieso durch einen festen Punkt P gehen, bilden dann 
ein Büschel und haben daher alle dasselbe Gewicht. Das Doppelverhältnis (die 
anharmonische Funktion) von vier solchen J-Geraden ist daher das der vier zu- 
gehörigen Ebenen im Sinne der gewöhnlichen Raumgeometrie. 

S. 32, 2.15— 22. Die Linienflächen zweiten Grades „von besonderer Art‘, die 
hier betrachtet werden, entsprechen bei unsrer Polarreziprozität den Hyperboloiden 
mit horizontalen Kreisschnitten, bei denen jede Schar von Erzeugenden der Kon- 
gruenz eines J- Punktes angehört. Da die Leitlinien jeder solchen Kongruenz zwei kon- 
Jugiert imaginäre Gerade durch die Kreispunkte der Ebene 3 = 0 sind, können diese 
Hyperboloide auch dadurch gekennzeichnet werden, daß jedes von ihnen diese Kreis- 
punkte enthält. Das ist eine zugleich notwendige und hinreichende Bedingung. 
Die einer J-Geraden T, V entsprechende Kongruenz von Nullachsen (Nr. 42) hat 
daher zu Leitlinien zwei konjugiert imaginäre Gerade auf den beiden durch die 
3-Achse gehenden Ebenen, welche die Kreispunkte der Ebene 3 — 0 enthalten. 
Die geradlinigen Flächen von besonderer Art sind infolgedessen diejenigen, welche 
diese beiden Ebenen zu Tangentialebenen haben, oder mit anderen Worten: Jede 
enthält ein räumliches Vierseit, von dem zwei gegenüberliegende Ecken der 3-Achse 
angehören, die beiden andern den Ebenen, die durch diese Achse und die Kreis- 
punkte der Ebene 3=0 gehen. 

Jede Nullachse bestimmt ein lineares .J-Geradensystem und also einen 
J-Punkt. Bezeichnen wir den durch die Nullachse L bestimmten J-Punkt mit 
ı L} ‚so liegen die vier J-Punkte {A,} ,..., {A4,}, die den Generatrizen Pe a. 
des Textes entsprechen, auf einer J-Geraden. Die Ebene (4.4,) durch die beiden 
Nullgeraden A und A, stellt, wenn sie mit dem Gewichte Null versehen wird, die 
JJ- Gerade durch die J-Punkte {4} und {4,} dar. Das konstante Doppelverhältnis 
(Nr. 43a, wo übrigens die Punkte und die Geraden J-Punkte und .J- Gerade sind): 


(4) (tAı)s (A2), (As), {As}) 


ist dann (s. Nr. 42, letzter Absatz) reell und gleich dem Doppelverhältnisse der vier 
Tangentialebenen (4A,),..., (4A,). Ändert sich A, so behält das Doppelver- 
hältnis diesen reellen Wert. 


RR A SE 
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Der Satz gilt für jede Linienfläche zweiter Ordnung, weil jede durch projektive 
Transformation in eine von der besonderen Art überführbar ist. 

S.32, Z.8—5 v.u. Der Satz von Plücker (Neue Geometrie, S. 120) lautet: 

„Die Tangentialebenen in zwei gegenüberliegenden Winkelpunkten eines der 
Linienfläche [zweiten Grades] aufgeschriebenen Sechsecks schneiden sich in drei 
geraden Linien, welche in derselben Ebene liegen.“ 

Diese Lieschen Betrachtungen sind zu den in Nr. 35 (S. 29) dualistisch und 
gehen aus diesen durch unsre Polarreziprozität hervor. Um die „Generalisation“ 
zu erhalten, hat man die Reziprozität auf das in der Anmerkung zu Nr. 35 Gesagte, 
S. 566f. anzuwenden. 

8.32, Z. 4-1 v. u. Der Sinn dieses sehr kurz gefaßten Absatzes ist folgender: 

Es liegt nahe, die vierdimensionale Mannigfaltigkeit der J-Punkte: X — C, 
Z = D durch die der Geraden des R, darzustellen. Die dritte Art der Repräsentation 
leistet das schon, da jeder J-Punkt im allgemeinen eineindeutig durch die Null- 
gerade des zugehörigen linearen .J- Geradensystems dargestellt wird (vgl. S.31, Nr.41). 

Man kann eine solche Repräsentation auch folgendermaßen herstellen. Man 
projiziert den J-Punkt X = C,Z = D des Gebietes [XZ] von dem unendlich fernen 
Punkte der y-Achse aus auf eine beliebig gewählte imaginäre Ebene des [R3]: 
Durch den so erhaltenen Punkt geht im allgemeinen eine eindeutig bestimmte reelle 
Gerade des R,, seine Verbindungslinie mit dem konjugiert imaginären Punkte. Aus- 
genommen ist nur der Fall, wo die Projektion in die reelle Gerade der Projektions- 
ebene fällt. Die gefundene Gerade (die „räumliche Achse‘) stellt den J-PunktC, Ddar. 

Es liegt nahe, die Ebene r+iy= 0, die durch den einen Kreispunkt der 
Ebene 3 = 0 geht, als Projektionsebene zu benutzen. Die Projektion ist dann der 
Punkt (C,iC,D). Die Mitte zwischen diesem Punkte und dem konjugiert imagi- 
nären ist daher (c,,— c,,d,), und die Verbindungslinie hat die Richtungskoeffi- 
zienten: c,,cı,d.. 

Eine J-Gerade durch den J-Punkt (C,D) hat Linienkoordinaten (T, TV), 
welche die Gleichung: CT + DV =1 befriedigen. Indem wir mit der neuen Be- 
zeichnung ebenso verfahren wie in der Anmerkung zu S$. 31, Nr. 41, spalten wir die 
letzte Gleichung in: 


at—gu+dv—du=|l, 
Gt +au+tdv+duw=d. 
Wenn wir t und u aus diesen Gleichungen und aus: 
wur; -1 


eliminieren und w = 0 setzen, erhalten wir: 


Bey De 
6 —G 1 | la —g d; =). 
| Ca a4 0] I. 4 4 
Die Gleichungen der Nullachse werden also: 
In ei 
| Cı —& 1|=0,|& Ui 
| (2 4 0 | 63 cd, 


Man findet, daß diese Nullachse zusammenfällt mit der vorhin gefun- 
denen Geraden durch: (c,, — 63, d,) und: (ch, 4 €, Cı — a; d, + d,). Damit ist 
die Behauptung des Textes: „Dieses führt ... zurück“ bewiesen. Die Ausnahme- 
punkte sind die reellen Punkte der Z- Achse. 2 


Sy) 
I 
He 
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Zu Abhandlung IV, S. 33—56. 


Auch diese Abhandlung ist in den Forhandlinger ohne jede Bemerkung ab- 
gedruckt und sie wird sonst nirgends erwähnt. Wann Lie sie eingereicht hat, wissen 
wir nicht, dagegen haben sich in den Akten der Videnskabsselskab die folgenden 
hier übersetzten Aufzeichnungen!) gefunden: 


„Die Abhandlung von Sophus Lie, welche die Fortsetzung der vorhergehen- 
den bildet, wird zur Aufnahme in die Schriften der Videnskabsselskab empfohlen. 


9 
2.1.2) 69. C. A. Bjerknes.“ 


„Obgleich ich die Abhandlung nicht durchgelesen habe, trage ich doch kein 
Bedenken, Herrn Lies Arbeit zur Aufnahme in die Schriften der Videnskabsselskab 
zu empfehlen. 


5. 8.69. H. Christie.“ 


S.33, Z.9—12. „in diese‘ ist mißverständlich, gemeint ist die vorliegende. 
Man braucht, um Abh. IV verstehen zu können, nicht die ganze Abh. III zu lesen, 
sondern nur deren beide erste Kapitel; es genügt aber auch schon das Lesen von 
Abh. 1. 

S. 33, Z. 10-7 v. u. Für diesen besonderen Fall und nur für diesen sind die 
zehn Weisen auf 8. 51 in Nr. 84 zusammengestellt. 

S. 34, Nr. 46. Hier werden zunächst die Hauptergebnisse von Abh. III, Nr. 24, 
S. 24f. wiederholt. Vgl. S. 557. 

Die Homographie wird durch Gleichungen zwischen den Linienkoordinaten 
der einander entsprechenden .J-Geraden dargestellt, während in Abh. III, S. 24 
Gleichungen zwischen den Punktkoordinaten entsprechender J-Punkte benutzt 
werden. Den Raum der Geraden L bezeichnen wir wie früher (vgl. S. 557) als den 
ersten, den der Geraden L/ als den zweiten. 

Auf Z.11—15 geht Lie kurzerhand darüber hinweg, ob die bewegte Gerade 
den Kegelschnitt €, in reellen Punkten trifft oder nicht. Von Nullpunkten kann 
doch nur im ersten Falle die Rede sein. Der zweite Fall wird erst S. 38, 2. 21—15v. u. 
aufgeklärt. Daß man auch dann zu einer Chorde der C,’ gelangt, sieht man erst auf 
S.39, 2.7—9 wenigstens andeutungsweise begründet. Vgl. die Anm. $. 582 und ö86f. 

S.35, 2. 5f. Jeder gemeinschaftliche Punkt, der nicht der C,' angehört, liegt 
demnach auf einer gemeinschaftlichen Erzeugenden. 

S. 35, 2. 9. Es ist auffallend, mit welcher Sicherheit Lie die damals noch wenig 
verbreiteten Betrachtungen der abzählenden Geometrie handhabt. 

Daß die Cy' als Schnittkurve mit der Vielfachheit vier zu rechnen ist, ergibt 
sich daraus, daß durch jeden ihrer Punkte zwei Erzeugende jeder der beiden Flächen 
gehen, daß also jeder dieser Punkte als Schnittpunkt mindestens vierfach zählt. 
Ebenso ist es nachher, Z. 11—13. Da gehen durch jeden Punkt der C,' n Erzeugende 
jeder der beiden Flächen, und die beiden Flächen haben n.n Erzeugende gemein. 
Die Ordnung des Schnittgebildes ist also 3.nn + nn = 4 nn und jede Linienfläche 
hat die Ordnung 2n. 

Daß die Linienflächen von 4. O. sind, kann man auch beweisen, indem man 
eine Horizontalebene € mit einer solchen Fläche zum Schnitte bringt. In der Tat, 
die Schnittkurve ist rational und besitzt drei Doppelpunkte, nämlich die Schnitt- 
punkte von € mit der (y’, also muß sie die Ordnung vier haben. 

S.35, Z.13-—15. Vgl. S.25, Z.1—5. Die Geraden durch einen Punkt P von 
FE repräsentieren J-Gerade, die durch den Nullpunkt P gehen. Dem Nullpunkte P 

1) Mitteilung von G. Storm, vgl. S. 560, 2.2,1v.u. 

2) Storm bemerkt dazu: Offenbar ein Schreibfehler an Stelle von 8. 
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ordnet die anharmonische Korrespondenz einen J-Punkt zu, dessen Kongruenz 
die Geraden des zweiten Raumes enthält, die den durch P gehenden Geraden von 
E entsprechen. Diese Geraden des zweiten Raumes sind aber sämtlich Sehnen 
der C,', andrerseits haben je vier von ihnen ein reelles Doppelverhältnis, weil das von 
den entsprechenden Geraden des Büschels durch P gilt. Also schneiden diese Ge- 
raden des zweiten Raumes auf der Ebene 3’ —= 0 einen Kreis aus und liegen auf einem 
Hyperboloide mit horizontalen Kreisschnitten. 


Die zweiten Erzeugenden dieses Hyperboloids sind in der Kongruenz eines 
zweiten J-Punktes enthalten, sind aber keine Sehnen der Cy'’, weil jede Tangential- 
ebene des Hyperboloids bloß drei Punkte der C,’ enthalten kann. Diesen Geraden 
entsprechen daher im ersten Raume keine Geraden der Ebene E. 


S. 35, Z.14 v. u. Leider erklärt Lie die „gewissen Bedingungen“ nicht näher. 
Es ist wohl anzunehmen, daß er an solche Kurven der Ebene E denkt, die eine be- 
stimmte Anzahl von Tangenten gemein haben oder die einander in einer bestimmten 
Anzahl von Punkten berühren. Jeder algebraischen Kurve C der Ebene E wird näm- 
lich durch das angegebene Verfahren eine algebraische Kurve C’ des andern Raumes 
zugeordnet, und die Beziehung zwischen den Tangenten von C und (C’ ist algebraisch 
eineindeutig, ebenso auch die Beziehung zwischen den Berührungspunkten der 
Tangenten. 

S.35, 2.8—6 v.u. Die vier Erzeugenden sind ja die Nullstreifen von vier J- Tan- 
genten des J-Kegelschnittes, der dem Kegelschnitte der Ebene E entspricht. Ihre 
anharmonische Funktion ist gleich der der vier J-Punkte, die diese vier J-Tan- 
genten auf einer beliebigen fünften .J- Tangente ausschneiden. 


S. 36, 2. 1—8. Im ersten Absatze von Nr.49 wird von einem solchen J-Kegel- 
schnitte ausgegangen, dessen Nullstreifen einen Kegelschnitt enthält, und für den 
J-Kegelschnitt, der daraus durch die Homographie von Nr. 46 entsteht, wird ein 
Reellensemble von J-Tangenten abgeleitet. Jetzt soll das für einen beliebigen 
J-Kegelschnitt gemacht werden. Zu diesem Zwecke werden die J-Tangenten des 
J-Kegelschnitts anharmonisch auf die eines andern mit ebenem Nullstreifen be- 
zogen, wodurch eine Homographie der ganzen Z, X-Ebene bestimmt ist. Man 
kann aber diese Homographie auch so wählen, daß die drei gegebenen J-Tangenten 
durch J-Gerade abgebildet werden, deren Nullgerade g,, 9., 9 in einer nicht 
horizontalen Ebene E’ liegen, während den Berührungspunkten der beiden ersten 
J-Tangenten Nullpunkte auf g, und g, entsprechen. 


S. 36, 2. 9—11. Nach Z.1—8 oder nach der vorhergehenden Anm. läßt sich 
das Reellensemble auf die reellen Tangenten eines reellen Kegelschnitts einer Ebene 
E’ abbilden. Sind U und U’ die zu der Homographie gehörigen Nullpunkthyper- 
boloide, so schneidet U’ auf E’ einen reellen Kegelschnitt aus, dem nach Nr. 46 in 
dem Raume von U eine C,’ entspricht. Den Geraden von E’ entsprechen die Sehnen 
dieser C,' und nach Nr. 47 bilden die den Tangenten eines Kegelschnitts von E’ 
entsprechenden Sehnen eine Fläche vierten Grades, die die C,’ zur Doppelkurve hat. 


S. 36, Z. 13—18. Man erinnere sich an Abh. III, $ 12, Nr. 24, S. 24. Wenn der 
Kegelschnitt g berührt, so ist die der Tangente g entsprechende Gerade g’ erstens 
eine Erzeugende der Fläche, zweitens der Ort der Nullpunkte, die den Nullpunkten 
auf g entsprechen, und da durch jeden Punkt von g noch eine Tangente an den 
Kegelschnitt geht, so geht durch jeden Punkt von g’ eine Erzeugende der Fläche. 
Andrerseits ist der Kreis »’ der Ort der Nullpunkte, die den Nullpunkten von y 
entsprechen; da nun durch jeden Punkt von y zwei Tangenten an den Kegelschnitt 
gehen, so durch jeden Punkt von y’ zwei Erzeugende. 

S. 36, Z.18—20. Von jedem Punkte von y aus ist y die eine der beiden Tan- 
genten an den Kegelschnitt. Den J-Punkten von y entsprechen im zweiten Raume 
die Nullpunkte der Ebene von y’. Die Fläche 4. O. zerfällt in die Ebene von y’ 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd, I 37 


576 Anmerkungen zu Abhandlung IV, S. 36—38 


und in eine geradlinige Fläche 3. O., die y’ einfach enthält und g' als Doppelgerade, 
da durch die Punkte von g’ außer g’ noch je zwei Erzeugende gehen. 

S.36, Z.0—22. Jetzt geht durch die Punkte von g’ außer g’ nur je eine Er- 
zeugende. Vgl. A. Cayley, A second memoir on skew surfaces, otherwise skrolls. 
Philos. Transactions Bd. 154 (1864), S. 559—576 (Collect. math. Papers Bd.V, 
Cambridge 1892, S. 212—213). 

S. 36, Z.23—25. In $17 (Abh. III, $. 30) sucht man eine solche Andeutung 
vergebens; es ist eigentlich dort auch gar keine zu erwarten, da $ 17 von korrelativen, 
nicht von homographischen Figuren handelt. Man kann aber die Angabe Lies auf 
folgende Weise bestätigen: 

Wir betrachten eine Homographie, bei der der Punkt X=Z=0in den un- 
endlich fernen Punkt der X’-Achse übergeht. In den Transformationsgleichungen 
auf S.558 ist dann = % === 0, und das Hyperboloid U im ersten 
Raume bekommt die Gleichung: 


5,2 —6,Yy+ &2 2 + 6,Yy+ &2 
„z—h,y+tmz htthyYyr Ha? 


ist also ein gerader Kreiskegel U mit horizontalen Kreisschnitten. Bezeichnen wir 
die Koeffizienten der aufgelösten Transformationsgleichungen mit denselben Buch- 
staben, aber unter Hinzufügung von Strichen, so wird: a, = vweheceh-ßs, 
also das Hyperboloid U’ im zweiten Raume: 

et ytartk Ur V+&z2+x, 

| m2' +? w2’+ 9, | 
das heißt, ein hyperbolisches Paraboloid U’, dessen eine Schar von Erzeugenden 
aus Parallelen zur Ebene 3° = 0 besteht und insbesondere die unendlich ferne Ge- 
rade dieser Ebene enthält. Den Erzeugenden des Kegels U entsprechen, wie aus 
S. 558 hervorgeht, die horizontalen Kreisschnitte von U’, die alle zerfallen und zwar 
in je eine Parallele zur Ebene 3’ — 0 zusammen mit der unendlich fernen Geraden 
dieser Ebene. Dabei vertritt aber diese Gerade nur einen einzigen J-Punkt, den un- 
endlich fernen Punkt der X’- Achse, der dem J-Punkte X —=Z = 0, also der Spitze 
des Kegels U entspricht. Unter den Erzeugenden von U gibt es eine ausgezeichnete, 
die nämlich, deren entsprechender Kreisschnitt in der unendlich fernen Ebene des 
zweiten Raumes liegt und aus den beiden unendlich fernen Erzeugenden von U’ 
besteht. 

Jeder nicht horizontale ebene Schnitt von U ist ein Kegelschnitt K und wird 
von jedem seiner Punkte aus auf die Ebene 3 = 0 in eine Gerade projiziert. Die ihm 
entsprechende Kurve C auf U’ wird daher von jedem ihrer Punkte aus auf die Ebene 

’_. 0) in einen Kreis oder in ein Geradenpaar projiziert, dem die unendlich ferne 
Gerade der Ebene 3° = 0 angehört. Hieraus folgt wie auf S.558f., daß C eine Kurve 
3, O. ist und daß den Geraden der Ebene von K die Sehnen dieser Kurve entsprechen. 

Zerfällt K in zwei Erzeugende von U, so zerfällt die Kurve $. O. in zwei hori- 
zontale Gerade, zu denen noch die unendlich ferne Gerade der Ebene 3 = 0 kommt. 
Das ist der Fall, den Lie im Auge hat. Jedem Kegelschnitte der Ebene von K ent- 
spricht dann eine Fläche 4. O., auf der die beiden horizontalen Geraden Doppel- 
gerade sind. 

$.36, Nr. 51. Ein besonderer Fall dieses Satzes ist der frühere (Abh. III, 
8.17, Z.8—5 v. u.), daß die beiden Scharen von Erzeugenden eines Hyperboloids 
mit horizontalen Kreisschnitten zwei J-Punkte bestimmen, das heißt, eine aus- 
geartete J-Kurve zweiter Klasse. 

Besteht die eine Schar von Erzeugenden des Hyperboloids aus horizontalen 
Geraden, sind also die horizontalen Kreisschnitte ausgeartet, so ist der eine J-Punkt 
der unendlich ferne Punkt der X-Achse. Sehen wir von den ausgearteten Linien- 


| 


—_ı. 
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flächen zweiten Grades ab, so sind die Hyperboloide mit horizontalen Kreisschnitten 
die einzigen Flächen dieser Art, denen ausgeartete J-Kegelschnitte entsprechen. 

S. 37, Z.19—22. Vgl. S.564. Bestimmt man den Nullstreifen des J-Kegel- 
schnitts nach dem Verfahren in Abh. III, Nr. 8, S. 18 (vgl. die Anm. S. 562), so hat 
man den Schnitt zweier Kegel zweiten Grades aufzusuchen, deren Spitzen die Kreis- 
punkte der Ebene 3 = 0 sind. Diese beiden Kegel haben hier die Verbindungslinie 
der Kreispunkte gemein, ihr Schnitt ist also eine (y'. 

S. 37, 2.4 v.u. Vgl. Abh. III, S. 23, Nr. 21. 

S. 38, Z. 2, 3. Hier liegt die Frage nahe, ob umgekehrt jeder Kegelschnitt des 
Raumes r, ), 3, der reelle Punkte besitzt, in dem Nullstreifen eines J- Kegelschnitts 
enthalten ist ? 

Es leuchtet ein, daß Kegelschnitte, die in horizontalen Ebenen liegen, hier 
nicht in Betracht kommen, denn jeder solche Kegelschnitt gehört der J- Geraden 
an, die durch die Nullpunkte seiner Ebene abgebildet wird, er steckt also in keinem 
nichtausgearteten .J- Kegelschnitte. Hat man andrerseits einen Kegelschnitt, dessen 
Ebene nicht horizontal ist, so wähle man darauf fünf beliebige Punkte 1,..., 5 aus 
und lege etwa durch 5 eine Gerade g, die nicht in die Ebene des Kegelschnitts fällt. 
Betrachtet man dann g als den Nullstreifen einer .J- Geraden, so findet man durch 
Benutzung des Pascalschen Satzes auf dieser .J- Geraden einen ganz bestimmten 
J-Punkt 6, der mit 1,...,5 ein Pascalsches Sechseck bildet. Der Inbegriff der so 
erhaltenen J-Punkte ist der .J-Kegelschnitt, der den gegebenen Kegelschnitt auf 
seinem Nullstreifen enthält. 

Wir wollen diese Verhältnisse aber auch noch analytisch etwas näher unter- 
suchen (vgl. S. 16ff. der Dissertation von Monville). 

Es sei: 


A) Aud+ 242. 3% + A, + 2483 + 24: + Ag = 0 

ein J-Kegelschnitt mit der nicht verschwindenden Determinante D, und es sei 
&,, die zu A,, adjungierte Unterdeterminante von D, so daß 

(2) &;, Ru un zu 7 == A,, . BR 

unteri,k,jund A, u, v zyklische Permutationen von 1, 2, 3 verstanden. Ist A, = 0, 
so enthält der Nullstreifen nach S. 564 eine Kurve 3. O., die nur dann in einen 
Kegelschnitt und in eine Gerade zerfällt, wenn auch A,, verschwindet. Wir können 


daher zunächst 4,, als von Null verschieden voraussetzen. 
Der Nullstreifen wird dann durch die beiden Gleichungen: 


Fa 2 Ay &4+ An & e. Aust 2Ay + Ag=0, 
Au”? +24: + Am + 2 As5 + 2A + Ag 0 


dargestellt, er ist also im Allgemeinen eine Raumkurve vierter Ordnung (S. 37, 
Nr. 53). Führen wir statt der Koordinaten r,) durch die reelle lineare homogene 


Transformation: 
(4) ee 
U=u—iv=4,8%+ Ayu;+ Ass 

die neuen Koordinaten u, w ein, so werden seine Gleichungen: 
W + 033? —20454%ı1=0, 
(m +35 — 2%; 4% 0. 
Soll er in zwei Kegelschnitte zerfallen, so ist notwendig und hinreichend, daß das 


durch (3°) bestimmte Büschel von Flächen 2.0. ein reelles Ebenenpaar enthält, 
was dann und nur dann eintritt, wenn: 


(8) 


(3°) 


(5) gg Ay Ay = Agidyı il, 


37* 
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wenn also: Sg lie, mt Au pn 


ist, mit reellen As, Ay, Aıı. Hier können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
o—= 1setzen. Die Gleichung des Ebenenpaars wird dann: U? — U? = 0, seine Ebenen 
U = U= Osind daher wirklich beide reell. Die Kegelschnitte, in die der Nullstreifen 
zerfällt, haben die Gleichungen: 


(6) U+el=0, Ul—elas3?— 20,5 + Aı)=0, 


wo g einen der Werte + 1 besitzt. Die zweite dieser Gleichungen stellt eine Fläche 
2. OÖ. dar mit horizontalen Kreisschnitten, deren reelle Mittelpunkte auf der reellen 
Geraden 

(7) 1 a 


liegen. Reelle Punkte erhalten wir aber nur, wenn U und U konjugiert imaginär 
sind und zZ reell. Andrerseits ist 6 — Ag — Az1? == 0, weil A, es ist. Demnach haben 
zwar beide Kegelschnitte reelle Gleichungen, aber nur für ö < 0 enthalten sie beide 
reelle Punkte; sie liegen dann auf zwei zweischaligen Hyperboloiden. Der Fall 
ö> 0 kann nur eintreten, wenn ds, und a, beide von Null verschieden sind. Dann 
enthält bloß der eine der beiden Kegelschnitte reelle Punkte, der nämlich für den 
A,E positiv ist. Dieser Kegelschnitt liegt auf einem einschaligen Hyperboloide mit 
horizontalen Kreisschnitten. 

Die unendlich fernen Punkte der beiden Kegelschnitte werden durch die Glei- 
chungen: 


UtseU=0, Ul—ey#=0 


bestimmt, wo man sich in U und U die Koeffizienten A,;; und A,, durch Null ersetzt 
zu denken hat. Für 6 > 0, wo a, nicht verschwindet, ist daher der Kegelschnitt, 
der reelle Punkte enthält, eine Hyperbel, die mit der Geraden (7) keinen reellen 
Punkt gemein hat. Für ö< 0 und a3; = 0 haben wir in der einen Ebene eine Ellipse, 
in der andern eine Hyperbel. Beide haben zwei im Endlichen liegende reelle 
Punkte auf der Geraden (7) gemein. Für ö< 0 und a3, = 0 haben wir in beiden 
Ebenen Parabeln; diese haben auf der Geraden (7) einen im Endlichen liegenden 
reellen Punkt gemein, außerdem aber noch den unendlich fernen, das heißt, die Ge- 
rade (7) ist für beide Durchmesser. 

Beachtet man, daß die zur X-Achse parallelen J-Tangenten des J-Kegel- 
schnitts durch die Gleichung: 


(8) 3 — 20,3 t&%ı=0 


bestimmt werden, so erkennt man die geometrische Bedeutung der für &33, fg, &ı 
gefundenen Bedingungen (5). Diese sagen nämlich aus, daß die erwähnten Tangenten 
entweder konjugiert imaginär sind oder beide reell. Da ö =F 0 ist, sind die Tangenten 
sicher verschieden, es fällt also höchstens eine ins Unendliche, nämlich für a3 = 0, 
was Ay, == O nach sich zieht und nur für 6 < 0 eintreten kann. Läßt man aber auch 
ö—0 zu, so ist Ay» = 0, es muß also, damit der Nullstreifen einen Kegelschnitt 
enthält, nach 8.564 auch A,, verschwinden. Dieser, vorhin ausgeschlossene Fall 
kommt also auch hier zu seinem Rechte, denn es werden jetzt x, und a3 beide Null, 
die Bedingungen (5) sind erfüllt und die beiden Wurzeln von (8) werden unendlich. 
Der Nullstreifen besteht in diesem Falle bloß aus einer Parabel. Die eine der beiden 
sonst auftretenden Ebenen liegt im Unendlichen. 

Die Berührungspunkte der besprochenen J-Tangenten sind bestimmt durch 
die Gleichungen: 


(9) Au + Aud + As 0; 033? — 20,3 + Au =. 


f 
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Ist nun ö < 0, so werden die beiden Werte von & reell, die Berührungspunkte werden 
also Nullpunkte und befriedigen die Gleichungen: 


- u=0,14=0, 085 — 2045 + 0ı=0, 
sie sind die reellen Schnittpunkte der Geraden (7) mit den beiden Flächen 2. O.: 
(10) UU = e(ag3? — 2045 + An)- 


Ist ö6> 0, so sind diese Schnittpunkte nicht mehr reell, sie stehen aber doch 
in engster Beziehung zu jenen Berührungspunkten. In der Tat, sind im Falle ö> 0 
die Gleichungen (9) befriedigt, so ist 3 komplex und es sind dann auch die Glei- 
chungen: % 
Auk+ Aa + A3=I, 033? — 20,3 +4 Au = 0 


erfüllt. Sind daher X,,Z, und X,,Z,=Z, die beiden Lösungen von (9), so wird der 
eine Schnittpunkt r, d, 3 der Geraden (7) mit den beiden Flächen zweiter Ordnung 
(10) durch: 

Er+ty=X, ır-y=-X, 3=Z 


bestimmt und der andre durch: 
r+ty=X, ır -u=X, 3=24=2. 


Zunächst erscheint diese Beziehung als zufällig, denn wir haben, um sie zu ge- 
winnen, imaginäre Punkte des Raumes r, y, 3 benutzt. Sie hat aber auch auf dem 
Lieschen Standpunkte ihren guten Sinn. 

In der Tat, ist ö> 0 und wählen wir e so, daß a,,e positiv ausfällt, so ist (10) 
ein einschaliges Hyperboloid, dessen beide Scharen von Erzeugenden nach S. 17 
den Kongruenzen zweier J-Punkte angehören. Die Gleichung (10) fällt nun mit 
Gleichung (16) auf S. 555 zusammen, wenn: 


. aA de __ Ass 
a, a 


BR Ag E 
el He ar. a : 
Az Az Ay Az Az Az 
Für die Größen l,m,?,u,n,v, o ergeben sich hieraus reelle Werte, und wir 


finden, daß die beiden J-Punkte, die durch das Hyperboloid (10) bestimmt werden, 
die folgenden sind (s. (18), (19) auf S. 555): 


Z=+ Azı 4 Vz —aiı re 
(11) 7 r ER 
ey 
Az Ay 


Das heißt aber: Die beiden J-Punkte liegen auf dem J-Kegelschnitte und sind die 
Berührungspunkte der durch (8) bestimmten, zur X- Achse parallelen J- Tangenten. 
Beachten wir noch, daß die Gerade (7) den durch die beiden J-Punkte bestimmten 
Kongruenzen angehört, so erkennen wir, daß die J-Gerade mit dem Nullstreifen 
(7) unsre beiden J-Punkte enthält, daß sie also die Polare des unendlich fernen 
Punktes der X-Achse ist. Davon aber kann man sich auch leicht unmittelbar 
überzeugen. 

Es sei jetzt umgekehrt eine nicht zerfallende Fläche 2. O. gegeben mit hori- 
zontalen Kreisschnitten, und zwar der Bequemlichkeit wegen gleich in der Form: 


(12) Hat) E+b5 + )=af +25 +6 


ee 
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wo b,c komplexe Größen sind und a,b, c reelle, so daß (12) in r, 4, 3 geschrieben 
reelle Koeffizienten bekommt. Verlangen wir nun, daß (12) die Form (10) annimmt, 
so erhalten wir die Bedingungen: 


(Au=bAn; Ay CA 
leo =0AnAns Et, =—dAyAn; Ed, = tAyAnı 


(13) 


also werden Ag, Agı, Ay reell. Wegen: 
u A,da m AnrAs, Aa As Ay — AuAz, 


ee U ne Ay Az 
kommt noch: 


(14) Au=AyteüAg, Ay =beAn + ebAg, Ay=@Ag+ElAn- 


Wir können daher für A, eine beliebige von Null verschiedene komplexe Größe «a 
setzen und finden: Jeder J-Kegelschnitt: 


(15) ak +53 + +aa?+208+0=0 


hat einen Nullstreifen, der in zwei durch reelle Gleichungen dargestellte Kegel- 
schnitte zerfällt. Diese Kegelschnitte liegen auf den zwei Flächen 2. O.: 


(12*) (+5 +) Ä+b5+0)=elad+2b:+0, 


wo & einen der Werte + 1 hat, und der auf (12*) liegende wird jedesmal durch die 
Ebene: 
alk+bzte)+ea&+b;+:)=0 
ausgeschnitten. 
Bei geeigneter Wahl von a stellt die letzte Gleichung eine beliebige reelle Ebene 
dar durch die reellen Gerade: 


(16) Ktb5+c=0, K+b5+c=0, 
auf der die Mittelpunkte aller horizontalen Kreisschnitte von (12*) liegen. Die 
Ebene: 


(17) ag +b5 + )+al+b5+2)=0 


des Büschels durch (16) schneidet daher auf (12) einen Kegelschnitt aus, der auf dem 
Nullstreifen des J- Kegelschnitts (15) liegt. Diese oo! J- Kegelschnitte gehören dem 
Büschel der 00? J-Kegelschnitte an, welche jede der beiden durch die Gleichung: 
aß®+253+ c = 0 bestimmten J-Geraden da berühren, wo diese von der J- Ge- 
raden: £+b3-+c=0 geschnitten wird, das heißt, von der JJ-Geraden, die den 
unendlich fernen Punkt der X-Achse zum Pole und die Gerade (16) zum Nullstreifen 
hat. Um das ganze Büschel der 00? J -Kegelschnitte zu erhalten, setze man statt 
der einen Fläche (12) die Flächen des Büschels, das sich ergibt, wenn man a,b, c 
durch Aa, Ab, Ac ersetzt und A als einen reellen Parameter betrachtet. Man erkennt 
das sofort, wenn man beachtet, daß der J -Punkt (11) nur von den Verhältnissen 
VON &33, X, &%, abhängt. 

Ist ae — b?< 0, so schneidet die Gerade (16) die Fläche (12) in zwei reellen 
Punkten, das sind die Nullpunkte, in denen die besprochenen oo! J - Kegelschnitte 
einander berühren. Ist ac — b?> 0 und a positiv, so ist (12) ein einschaliges Hyper- 
boloid. Die J-Punkte, die durch seine beiden Scharen von Erzeugenden bestimmt 
werden, sind dann nach $. 579 eben die diesem Falle entsprechenden Berührungs- 
punkte der oo! J - Kegelschnitte. 

Zusammenfassend können wir sagen: Haben wir eine reelle Fläche 2. O. mit 
horizontalen Kreisschnitten, die nicht sämtlich zerfallen, und ist die Gerade g der 
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Ort der Mittelpunkte dieser Kreisschnitte, so schneidet jede durch g gehende Ebene 
einen Kegelschnitt aus, der auf dem Nullstreifen eines sofort angebbaren J-Kegel- 
schnitts liegt. Die so erhaltenen o0! J-Kegelschnitte haben alle dieselbe Polare 
in bezug auf den unendlich fernen Punkt der X-Achse und sie gehen durch zwei 
auf dieser Polaren liegende J-Punkte. Sie berühren daher einander in den beiden 
J-Punkten und die zugehörigen gemeinsamen Tangenten sind der X-Achse 
parallel. 

Kann man nun auch für einen beliebigen ebenen Schnitt der Fläche (12) etwas 
über den J- Kegelschnitt aussagen, auf dessen Nullstreifen er liegt ? 

Wir nehmen eine beliebige reelle Gerade: 


(18) £&+m; +n=0, &+m; +n=10, 


die nicht der Ebene 53 = 0 parallel ist, und legen durch diese eine beliebige reelle 
Ebene: Be 
(19) I(& ms tn) +I&+m;3+n)=0. 


Der Kegelschnitt (12), (19), der übrigens gar keine reellen Punkte zu enthalten 
braucht, liegt offenbar auf dem Nullstreifen des J- Kegelschnitts, der erhalten wird, 


wenn man X% aus (12) und (19) entfernt und 3 durch 3 ersetzt: 
(£ +53 +0) [I&+ (Im + 1m —ıb) 8+ In + in — lc} =— la? +268-+.). 
Diese Gleichung aber läßt sich schreiben: 


| + Um +) +Im—d)E +EUR +9+IR— 2)’ = 
(20) = + {(!m—b) + (m —b)) 3 + Un — ec) + 1m —e)}”— 
| — 11(a$?+253 +0), 


wo die ganze Funktion von 3 auf der rechten Seite reelle Koeffizienten hat. Sie 
zeigt, daß unser .J-Kegelschnitt (20) ebenfalls zwei reelle oder zwei konjugiert ima- 
ginäre zur X-Achse parallele J- Tangenten besitzt. Das versteht sich allerdings von 
selbst, da sein Nullstreifen in zwei Kegelschnitte zerfällt. Wir können aber jetzt 
diese J-Tangenten und ihre Berührungspunkte sofort angeben und wir bemerken, 
daß mit alleiniger Ausnahme des Falles: m=b, n=c, zu zwei verschiedenen 
Ebenen des Büschels (19) zwei verschiedene Paare von J-Tangenten gehören. 
Schreibt man (20) abgekürzt: 


(km 3 +! ="? +26 3 +, 


t 
so übersieht man nach S. 577 sofort, daß die beiden Kegelschnitte des zugehörigen 
Nullstreifens durch die Gleichungen: 


De (&+m;3 +W)=elz? +20; +0'), 
I£+m3 +W—s(i£+m; +n)=0 


dargestellt werden, wo & einen der Werte + 1 hat. Für e= — 1 erhält man augen- 
scheinlich wirklich den Kegelschnitt (12), (19). 

Betrachten wir nun gleich alle die 00! J-Kegelschnitte (20), die den Ebenen 
des ganzen Büschels (19) entsprechen. Schneiden wir diese J- Kegelschnitte mit der 
J-Geraden: £+b3+c=0, so finden wir zur Bestimmung von 3 die von I un- 
abhängige Gleichung: a3? +253+ c=0. Alle J-Kegelschnitte (20) gehen also 
durch die beiden J- Punkte, in denen die 00! J- Kegelschnitte (15) einander berühren. 
Durch diese J- Punkte geht demnach überhaupt jeder J-Kegelschnitt, dessen Null- 
streifen einen ebenen Schnitt von (12) enthält. 


(21) 
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Sind die eben erwähnten J-Punkte Nullpunkte, so sind sie die reellen Schnitt- 
punkte der Geraden (16) mit der Fläche (12), und es erscheint auffallend, daß jeder 
J-Kegelschnitt, dessen Nullstreifen ein ebener Schnitt von (12) ist, durch diese 
Punkte geht. Diese Tatsache verliert aber das Befremdende, wenn man beachtet, 
daß die genannten reellen Punkte auf dem zweiten Kegelschnitte (21) liegen, der 
dem Nullstreifen des .J- Kegelschnitts angehört. 

Das eben gewonnene Ergebnis spricht Lie auf $. 38, Z. 8—13 aus, allerdings 
nur für den Fall: ace— b?>0, a> 0, wo (12) ein einschaliges Hyperboloid ist. 

Wir schneiden andrerseits die J-Kegelschnitte (20) mit der .J-Geraden: 
&+m3+n=0, die die Achse (18) des Ebenenbüschels (19) zum Nullstreifen 
hat. Zur Bestimmung von 3 erhalten wir die Gleichung: 


(22) (Bm) ten) (b-Mm)g ten aß? +28 +, 


die ebenfalls von Z unabhängig ist. Mithin haben unsre oo! J - Kegelschnitte außer 
den zwei schon erwähnten J-Punkten noch zwei auf der J-Geraden: & + m3 
+ n = 0 gemein, sie gehören also dem Büschel der 00? J- Kegelschnitte an, die durch 
diese vier J-Punkte gehen. 

Auch dieses Ergebnis spricht Lie nur für den Fall ac — b2>0,.0 >. 0’aus, 
s. 8.38, 2.21—15 v.u. Er gibt nicht einmal an, wo die beiden hinzukommenden 
J-Punkte liegen, wenn die Achse das Hyperboloid nicht trifft. 

In der Darstellung (20) ist die Büscheleigenschaft verschleiert ; sie tritt erst zu- 
tage, wenn man bemerkt, daß die Glieder mit 1? einander aufheben und daß (20), 
nach Kürzung mit !, die Gestalt erhalten kann: 


II +I3m+bB3 +4n + 0% —Ilm—bB+n—c)%)} - 
+ EHE + (m )E+R— N) ta? +28 +c)=0. 


Das ganze Büschel aller 002 J-Kegelschnitte bekommt man daher, wenn man in 
(20) für I eine beliebige komplexe Zahl I, einsetzt. Dann aber wird im allgemeinen 
die ganze Funktion von 3 auf der rechten Seite von (20) keine Koeffizienten haben, 
deren Verhältnisse reell sind, im allgemeinen wird daher nicht jeder der 00? J- Kegel- 
schnitte zwei reelle oder zwei konjugiert imaginäre zur X-Achse parallele J-Tan- 
genten haben, sein Nullstreifen wird also im allgemeinen nicht in zwei Kegelschnitte 
zerfallen. 
Hat die Gleichung (22) keine reellen Wurzeln, so stellt: 


23) | im nam Nee 
| — la +25 + )—e ((m—b)5; +n—c) (m —b))+n—e)} 


ein einschaliges Hyperboloid dar, wenn man e = -- 1 so wählt, daß der Ausdruck: 
ea — e(m — b) (m — b) positiv wird. Die beiden Scharen von Erzeugenden dieses 
Hyperboloids bestimmen dann die J-Punkte des Büschels (20), die auf der J-Geraden: 
&+m3-+n = 0 liegen. 

Wählt man in (23) e = — 1, so gilt ganz allgemein der Satz: Die Flächen (12) 
und (23) werden von der Geraden (16) beide in denselben beiden Punkten getroffen, 
und ebenso werden sie von der Geraden (18) beide in gleichen Punkten getroffen. 
Zwischen den beiden Flächen (12) und (23) für e = — 1 besteht also ein vollständiges 
Reziprozitätsverhältnis gegenüber den beiden Geraden (16) und (18). 

Bestimmt man die vier Schnittpunkte der Geraden (16) und (18) mit der Fläche 
(12) oder, was auf dasselbe hinauskommt, mit (23), für e=—1 und it X&=X, 
&=Y, 3 = Z einer dieser vier Schnittpunkte, wo Z reell oder imaginär sein kann, 
so ist offenbar: <= X, 3=Z einer der vier J-Punkte, durch die die J - Kegel- 
schnitte des Büschels (20) gehen. Wir haben hier eine Beziehung zwischen gewissen 


(20°) 
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J-Punkten und gewissen Punkten der Fläche (12). Diese Beziehung hat mit den hier 
auftretenden J-Kegelschnitten an sich nichts zu tun, sie kann vielmehr unabhängig 
von diesen entwickelt werden. 

Ist Z reell, so ist der J-Punkt Z, X ein Nullpunkt und sein Bildpunkt ist eben 
der entsprechende Punkt der Fläche (12). Ist dagegen Z nicht reell, so haben wir 
es mit imaginären Punkten .der Fläche (12) zu tun. Wenn wir die in Betracht ziehen 
wollen, wenn wir also x,4, 3 nicht bloß reelle, sondern auch komplexe Werte an- 
nehmen lassen wollen, so müssen wir, zum Unterschiede von den J-Punkten der 
Z,X-Ebene, für r, 9, 3 komplexe Größen von der Form & + i’ß setzen, wo & und ß 
reell sind, und i’ eine neue Einheit, die der Gleichung: i’? = — 1 genügt (8. 549). 

Die Ausdrücke: = L +9, &=r—’y brauchen dann nicht mehr kon- 
jugiert komplex zu sein; wir setzen deshalb, um jeder Verwechslung vorzubeugen: 
X=£&, &=n, 3= [und verstehen von jetzt ab unter X, & selber wieder die alten 
Ausdrücke r + iv, r— ty mit reellen 7,4. 

Es seien a’, b’, m’, n’ dieselben Ausdrücke wie a,b,m,n, nur daß überall i 
durch i’ ersetzt ist. Die Fläche (12) erscheint dann in der Gestalt: 


(12) (E+d CH N mtb +N)=al+2bi+e 
Von einer beliebigen reellen Geraden: 
(18°) Etmc+tn=0, n„+mt+n=0, 


die nicht der Ebene 3 = 0 parallel ist, wird sie in zwei Punkten geschnitten, die durch 
die quadratische Gleichung mit reellen Koeffizienten: 


(24) Ib’ — m)e + —n)(b—mM)t+e— an; =alt+2birc 


bestimmt sind. Hat (24) reelle Wurzeln, so werden & und n konjugiert komplex 
und &,n,{ ist ein reeller Punkt, der Träger eines ganz bestimmten Nullpunktes, 
der auf der Fläche (12) liegt. Hat dagegen die Gerade (18°) mit der Fläche (12’) 
keinen reellen Punkt gemein, so sei &=2-+1’p, wo p nicht verschwindet, eine 
Wurzel von (24). Dann ist &= — m’(z-+ i(’p) — n’ ein Ausdruck von der Form: 
= -+i'y. Setzen wir daher: 


3=2z+tip, X=r-+tiy, 
so ist Z, X ein ganz bestimmter J-Punkt, der offenbar auf der .J- Geraden: 
(25) &+-m3+n=0 


liegt, also auf der .J- Geraden, die (18) zur Nullgeraden hat. Diesen J-Punkt ordnen 
wir dem Punkte: 


= — me@e+V/p—n, n=—mMe@+ip)—n, !=z2+Vp 


der Fläche (12’) zu. Ersetzen wir £ durch den konjugierten Wert £, so erhalten wir 
den zweiten Schnittpunkt der Geraden (18°) mit der Fläche (12°), nämlich: 


K=—mMe@—ip)—n, n=—me@e—ip)—n, Wei=z—ip, 


einen Punkt, der selbstverständlich zu dem ersten Schnittpunkte konjugiert imagi- 
när ist, obgleich das in den Koordinaten &,n, £ nicht hervortritt. Diesem zweiten 
Schnittpunkte ordnen wir den J-Punkt: 


zu, der ebenfalls auf der J-Geraden (25) liegt. 
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Auf diese Weise sind jeder J-Geraden (25), deren Nullgerade (18) die Fläche 
(12) nicht trifft, zwei auf ihr liegende J-Punkte Z,X und Z, X, zugeordnet, die 
keine Nullpunkte sind, und deren Koordinaten übereinstimmen mit,den Ko- 
ordinaten E, £ der beiden imaginären Punkte, in denen die Gerade (18’) die Fläche 
(12’) schneidet. Dabei können wir die J-Gerade (25) stets so wählen, daß der eine 
dieser beiden J- Punkte, etwaZ, X, jeder beliebige J- Punkt von nicht verschwinden- 
dem Gewichte wird. 

In der Tat, es sei: X=z-+tiy, Z=z-ip ein beliebiger J-Punkt und 
p = 0. Jede durch ihn gehende J- Gerade hat die Gleichung: 


%&—-X+m$ —Z=0 
und ihre Nullgerade wird: 


&+m3—-X—mZ=0, %&+m; -X—-mZ=0. 


Wir schreiben diese in den Koordinaten &,n, £, indem wir m, X, Z durch m’, X’, Z’ 
ersetzen, und bringen sie mit der Fläche (12’)zum Schnitte, was auf die Gleichung: 


(bb -m)Ce+ + +mWZ) (VIELEN mM Zar +2b[+e 


führt. Es kommt nun nur darauf an, m’ so zu bestimmen, daß diese Gleichung 
die Wurzel: &—Z’ besitzt, denn dann wird von selber: &=X’. Unsere Forderung 
kommt also darauf hinaus, daß: 


KXHZN)(X+bZ + +mMZ—Z))=aZ2"+262’+c 


wird, eine Gleichung, die m’ und also auch m’ immer bestimmt, wenn der J-Punkt 
Z,X nicht auf der J-Geraden: & +53 + c= 0 liegt. Tritt dieser besondere Fall 
ein und ist überdies: a2?+2bZ + c= 0, so ist unsre Forderung sogar für jedes 
m’ erfüllt. Der J-Punkt Z, X ist dann einer der beiden J-Punkte, in denen die oo! 
J-Kegelschnitte (15) einander berühren. 

Wir sehen hieraus: Im allgemeinen ist jedem J-Punkte Z, X von nicht ver- 
schwindendem Gewichte eindeutig umkehrbar ein imaginärer Punkt &,n,{& der 
Fläche (12’) zugeordnet und zwar derart, daß fürX = x +iy, Z=z+ip wird: 
E=cz-+i'y, ©&=z-+i'p, während n durch (12’) eindeutig bestimmt ist. Eine 
Ausnahme bilden nur die J-Punkte der J-Geraden: £+b3-+c=0, denen im 
allgemeinen keine Punkte der Fläche zugeordnet sind. Ist aber Z, X einer der beiden 
 J-Punkte, in denen die J- Kegelschnitte (15) einander berühren, so ist ihm ebenfalls 
der Punkt: &—= X’, &—= Z’ der Fläche (12’) zugeordnet. Zwei konjugiert imaginären 
Punkten der Fläche (12’), die ja immer eine reelle Verbindungsgerade haben, ent- 
sprechen dabei zwei J-Punkte auf der J-Geraden, die diese Verbindungsgerade zur 
Nullgeraden haben. Diese J-Punkte brauchen aber nicht konjugiert zu sein. 

Wir haben damit eine neue, eindeutig umkehrbare Abbildung der im Endlichen 
liegenden J-Punkte der Z, X-Ebene gewonnen. Jeder Nullpunkt Z, X wird ab- 
gebildet durch den reellen Punkt x, y, 3, der im ursprünglichen Sinne sein Träger ist. 
Jeder J-Punkt Z, X von nicht verschwindendem Gewichte durch den imaginären 
Punkt der Fläche (12’), für den &=X’, &=Z’ ist. Eine Ausnahmestellung haben 
die J-Punkte nicht verschwindenden Gewichts auf der J-Geraden: *+b5b3 
-+c—=0. Diese muß man sich nämlich in gewöhnlicher Weise durch die mit Gewichten 
versehenen Punkte der zugehörigen gestreiften Ebene vertreten denken. Befinden 
sich unter ihnen die beiden Punkte, in denen die oo! J-Kegelschnitte (15) ein- 
ander berühren, so sind diese konjugiert imaginär und entsprechen zwei eindeutig 
bestimmten konjugiert imaginären Punkten der Fläche (12°). 

Unsre früheren Ergebnisse können wir jetzt so aussprechen: 

Jede reelle Ebene: 


(19) KX+mstn)+l&+ ms tm) =0 


ne 
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hat mit der Fläche (12) diejenigen reellen und imaginären Punkte gemein, die die 
Bilder sind der J-Punkte eines gewissen J-Kegelschnitts. Dieser J-Kegelschnitt 
geht durch die vier J-Punkte, deren Bildpunkte auf (12) von den Nullgeraden 
der beiden J-Geraden: &+b3-+c=0 und: {+m3-+n=0 ausgeschnitten 
werden. 

Die Nullgerade (18) der J-Geraden: &<+m3+n=0 schneidet auf der 
Fläche (12) offenbar dieselben Punkte aus, wie auf der Fläche: 


tm t+m)&+m+n)= 
=o(a2 +26; + )—e (m); +e—n) (dm); + c—n}, 


wo o eine beliebige reelle Zahl bezeichnet. Verschwindet hier die rechte Seite für 
keinen reellen Wert von 3, so kann man das Vorzeichen von o so wählen, daß (26) 
ein einschaliges Hyperboloid wird. Die beiden Scharen von Erzeugenden dieses 
Hyperboloids bestimmen dann immer die Kongruenzen der beiden J-Punkte, in 
denen die J-Gerade: &+m3-+ n = 0 die vorhin erwähnten, durch das Ebenen- 
büschel (19) bestimmten J- Kegelschnitte trifft. 

S.38, Z.8—13. Vgl. S. 581. 

S. 38, Z.14. Die Worte: „du second ordre‘‘ hat Lie hinzugefügt. 

S.38, 2.16, 15 v.u. Vgl. S.583tff. Es ist sehr gut denkbar, daß Lie das mit 
Hilfe der auf $. 584 beschriebenen Abbildung erkannt hat, bei der den J-Punkten 
nicht verschwindenden Gewichtes die imaginären Punkte der Fläche (12) ent- 
sprechen. Wenigstens kann es keinem Zweifel unterliegen, daß er dabei eine Ab- 
bildung benutzt hat. 

S. 38, Nr. 56. Das eine System von J-Punkten besteht aus den J-Punkten 
des J-Kegelschnitts C/. Jede J-Gerade durch einen solchen J-Punkt schneidet 
den J-Kegelschnitt noch in einem zweiten J-Punkte. Geht sie insbesondere durch 
einen Nullpunkt P, der auf der C/, liegt, so geht ihre Nullgerade durch P und trifft 
die C’, offenbar nur in diesem einen Punkte. Die Kongruenz jedes J-Punktes, 
der auf dem J-Kegelschnitte liegt, enthält daher oo! Gerade, die die C, einfach 
schneiden. Da die C/ eine S-Kurve auf dem J-Kegelschnitte ist, bilden diese Ge- 
raden ein Hyperboloid mit horizontalen Kreisschnitten (Abh. III, 5.23, Nr. 21). 
Hat man umgekehrt ein Hyperboloid, das durch die €‘, geht, so hat das horizontale 
Kreisschnitte, und die Erzeugenden, die die C/ einfach schneiden, bestimmen einen 
J-Punkt des J-Kegelschnitts C\,. Diese Umkehrung ist es, die Lie S. 38, 2.5 v.u. 
bis S. 39, Z. 3 beweist. 

Jeder J-Punkt des zweiten Systems wird bestimmt durch diejenigen Er- 
zeugenden eines die C‘, enthaltenden Hyperboloides, welche die C', zweifach schnei- 
den. Ein solcher J-Punkt Z, X liegt offenbar nicht auf dem J-Kegelschnitte; die 
durch ihn gehenden J-Geraden bestimmen daher auf dem J-Kegelschnitte eine 
Involution von J-Punktepaaren. Insbesondere gibt es unter diesen J-Geraden 
oo! solche, deren Nullgerade, die Erzeugenden des Hyperboloids, auf der C, eine 
Involution von Punktepaaren ausschneiden. Nun geht der J-Kegelschnitt C, 
nach S. 37, Nr. 53 durch den unendlich fernen Punkt der X-Achse. Die J- Geraden 
3 = const., die durch diesen Punkt gehen, beziehen daher den .J- Kegelschnitt pro- 
jektiv auf die Z- Achse, und die horizontalen Nullebenen beziehen die C,, projektiv 
auf die 3- Achse. Hierin liegt, daß die Punktepaare, in denen die C', die hier betrach- 
teten Erzeugenden schneidet, auf Paaren horizontaler Nullebenen liegen, die eine 
Involution bilden und durch eine Gleichung von der Form a3”? +56 +3) + ce =0 
mit reellen Koeffizienten dargestellt werden. Die Gleichung a3?+ 253 + c=0 
bestimmt daher die Doppelelemente der auf dem J-Kegelschnitte auftretenden In- 
volution und somit die J-Punkte, in denen die durch den J-Punkt Z, X gehenden 
J-Tangenten den J-Kegelschnitt berühren. Umgekehrt bestimmt jede solche 


| 
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Gleichung mit reellen Koeffizienten auf der C‘, eine Involution von Punktepaaren 
derart, daß sich die Punktepaare auf die eine Schar von Erzeugenden eines durch 
die ©, gehenden Hyperboloids verteilen. Diese Erzeugenden bestimmen dann einen 
J-Punkt von der hier betrachteten Art. Vgl. Abh. I, S. 11; III, S. 25. 

Ein J-Punkt des zweiten Systems ist demnach dadurch gekennzeichnet, daß 
die von ihm an den J-Kegelschnitt C’, gelegten J-Tangenten den J-Kegelschnitt 
entweder in zwei auf der ©’, liegenden Nullpunkten oder in zwei J-Punkten’berühren, 
deren Z-Koordinaten konjugiert imaginär sind. 

Ist H ein durch die C,’ gehendes Hyperboloid, so bestimmt die eine Schar 
von Erzeugenden einen J-Punkt Z, X auf dem J-Kegelschnitte C,’, die andere 
einen nicht auf dem J-Kegelschnitte liegenden J-Punkt Z,, X, von der eben be- 
schriebenen Art. Es ist klar, daß jeder von diesen beiden Punkten durch den andern 
eindeutig bestimmt ist. Nach $. 554. ist aber Z, = Z. Denkt man sich den J-Punkt 
71, Xı gegeben, so ist Z, X der J-Punkt des J-Kegelschnittes C’,, der auf der J- 
Geraden 3 =Z, liegt. Denkt man sich Z, X gegeben, so ist Z,, X, ein auf der 
J-Geraden 3=Z liegender J-Punkt, von dem aus zwei solche J-Tangenten 
an den J-Kegelschnitt C/ gehen, deren Berührungspunkte eine Gleichung 
ad? + 2b 3-+ c = 0 mit reellen Koeffizienten befriedigen. Aus dem Früheren geht 
hervor, daß es auf der J-Geraden 3 = stets einen und nur einen J-Punkt von 
dieser Beschaffenheit gibt. Man kann sich aber davon auch durch Rechnung über- 
zeugen. 

S.38, 2.5—3 v.u. Lie hält es nicht für nötig, zu zeigen, daß jede gegebene 
Cy durch eine Homographie in einen Kegelschnitt C, überführbar ist. Man kann 
sich folgendermaßen davon überzeugen. Es seien a’, b’, c’,d’ vier beliebige Null- 
punkte auf der C,'. Man wähle in dem andern Raume in einer nicht horizontalen 
Ebene vier Nullpunkte a,b,c,d, von denen keine drei in einer Geraden liegen. 
Für die eindeutig bestimmte ebene J-Homographie, die a,b,c,d in ae 
überführt, stellen wir die Flächen U und U’ des $12 auf. U schneidet die Ebene 
(a,b,c,d)in einem durch diese vier Punkte gehenden Kegelschnitte C,, und diesem 
Kegelschnitte entspricht auf U’ eine Kurve (,” durch a’, b’, c’, d’. In dem Raume 
der Cy’ seien b”,c”,d” die Projektionen der Punkte b’, c’,d’ auf die Ebene 5 = 0 
von a’ aus. Da Cy und Cy” beide auf U’ liegen und beide von a’ aus auf die Ebene 
3 —= 0 in denselben Kreis (a”, b’, c”) projiziert werden, so fallen sie zusammen. 

S. 39, Z. 7—9. Wären diese zwei festen Punkte reell, so wäre das selbstverständ- 
lich, dann wären aber auch zwei von den vier festen J-Punkten Nullpunkte. Da 
Lie von vier J-Punkten spricht, schließt er offenbar auch den Fall ein, daß die 
zwei festen Punkte konjugiert imaginär sind. Sie liegen dann auf’einer reellen Gre- 
raden g’ und sind offenbar bestimmt durch die Schnittpunkte von g' mit dem 
Hyperboloide U’, auf dem die Cy liegt. 

Nun bestimmt unsre Homographie eine eindeutig umkehrbare Transformation 
zwischen den reellen Punkten der beiden Hyperboloide U und U’ und damit zu- 
oleich eine zwischen den imaginären Punkten dieser beiden Hyperboloide. Diese 
Transformation führt konjugiert imaginäre Punkte des einen Hyperboloids in kon- 
jugiert imaginäre des andern über. Wir denken sie uns in den auf S. 583 eingeführten 
Veränderlichen &,n, £ geschrieben, wobei &,n, £ durch die Gleichung von U ver- 
knüpft sind und &, 7’, &’ durch die von U’. Wir erinnern uns ferner an die vorhin 
entwickelte Abbildung der Punkte eines Hyperboloids auf die J-Punkte. Bei dieser 
entsprach jedem Punkte &,n, £ des Hyperboloids U ein ganz bestimmter J-Punkt 
X ,Z, dessen Koordinaten aus £&, £ abgelesen werden können. Da nun unsre Homo- 
graphie zugleich eine eindeutige Transformation in den X,Z bestimmt, so können 
wir schließen, daß die durch die Homographie bestimmte Transformation in &,n,5, 
wenn man n und n’ vermöge der Gleichungen von U und U’ durch &, & und £', 24 
ausdrückt, eine Transformation in den £, £ liefert, die sich nur in der Schreibweise 
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von der Transformation in den X,Z unterscheidet. Die Transformation in &,n, 
transformiert also die Punkte von U genau so in die Punkte von U’, wie unsre 
Homographie die J-Punkte, deren Bilder die Punkte von U sind, in die J-Punkte 
transformiert, deren Bilder die Punkte von U’ sind. 

Haben nun die zwei Kurven C,’ zwei konjugiert imaginäre Punkte gemein, 
so haben die J- Kegelschnitte, deren Nullstreifen sie sind, die diesen Punkten ent- 
sprechenden J-Punkte gemein. 

Jetzt erst wird auch das in Nr. 46 auf S. 34 Gesagte vollständig klar. Jede 
Gerade g der Ebene E, die den Kegelschnitt C, nicht trifft, bestimmt nämlich zwei 
J-Punkte, in denen die J-Gerade, die g zur Nullgeraden hat, den J-Kegelschnitt 
trifft, auf dessen Nullstreifen ©, liegt. Diesen J-Punkten entsprechen bei unsrer 
Abbildung die beiden konjugiert imaginären Punkte, in denen g die Fläche U und 
damit auch den Kegelschnitt C, trifft. Bei unsrer Homographie gehen nun jene 
J-Punkte in zwei J-Punkte des J-Kegelschnittes über, der C,’ zum Nullstreifen 
hat. Diese J-Punkte werden durch zwei konjugiert imaginäre Punkte der C,’ abge- 
bildet, die bei der vorhin besprochenen Transformation zwischen den Punkten 
von U und U’ den Schnittpunkten von g mit C, entsprechen. Demnach entsprechen 
den reellen Geraden von E wirklich die reellen Sehnen von C;’, insbesondere den Ge- 
raden von E, die C, nicht schneiden, entsprechen die Geraden, die je zwei konjugiert 
imaginäre Punkte von C,' verbinden. 

S. 39, Z. 11—13. Vgl. S. 18, Nr. 8 und die Anm. dazu, S. 561-—563. 

S. 39, Z. 15. Gemeint ist selbstverständlich eine algebraische Fläche. 

S. 39, Z. 18—23. Siehe S. 36, Z. 9—11 und die Anm. dazu, S. 575. Bei der in 
der Anm. benutzten Homographie entspricht ja der Doppelkurve ein Kegelschnitt 
der Ebene E’ und dem Nullstreifen des J-Kegelschnitts, dem das Reellensemble 
angehört, entspricht ebenfalls ein Kegelschnitt auf E’. Daher die vier Schnitt- 
punkte. — Nach Nr. 48 ist die Horizontalperspektive ein Kegelschnitt, da n = 2 
ist, und somit ein Kreis. 

S.39, Z.14, 13v.u. Vgl. S.563ff. In Nr. 58 behandelt Lie den Fall, wo der 
Nullstreifen aus einer Ellipse und einer Hyperbel besteht, die beide von zwei hori- 
zontalen Ebenen in denselben Punkten berührt werden. In Nr. 59 kommt er auf 
den zweiten Fall, wo der Nullstreifen bloß aus einer Hyperbel besteht, die keine 
reelle horizontale Tangentialebene besitzt, doch wird nur der Sonderfall behandelt, 
wo die beiden zur X-Achse parallelen J-Tangenten in Punkten mit gleichem X 
berühren, wo also die Berührungspunkte denselben Trägerpunkt haben. 

S. 39f., Nr. 58. Die komplexen Größen A und C dienen wie auf S.26 als 
Linienkoordinaten der J-Tangente, deren Nullstreifen die Punkte A und C der 
Fig. 1a ausschneidet. Da O und O’ Berührungspunkte sind, muß sich für A=0 

ergeben C = oo und ebenso A = oo für © = 0. So finden wir für den J-Kegelschnitt 

seine Gleichung in Linienkoordinaten: A. C = Const. = o?e??®. Durch die Trans- 
formation: = Xei®%, 3’= 8 erreichen wir noch die Form: AC = o?. Sind 
X&=2+iy=X, 3=yund&=X’, 3=y (y #y) die Punkte, in denen die 
J-Tangente AC die beiden zur X-Achse parallelen J-Tangenten: 3=y und 
3 = y’ schneidet, so lautet die Gleichung der J- Tangente: 


V-Y)E—-KX—XB+YyX—yX=0, 
die zugehörige Nullgerade wird daher: 
ee ee ee ee 
Ba Sa yE2n 
Sind: X,,y und X, ‚y’ die Koordinaten der Berührungspunkte der J-Tangenten: 
3=y und 3=y, so müssen wir setzen: 
xX=X,+ued?, X =X, + (e:u)et?, 


588 Anmerkungen zu Abhandlung IV, S. 39—40 
wo u positiv ist, und können dann, mit Benutzung der Abkürzung: 
U=-(V—y)%—- (—L)3t+r% —Y% 
die Gleichungen der Nullgeraden aller J- Tangenten so schreiben: 
en (1) ag —y)e-ir—0, 
U+uß—y’)emio — (e?:u) (a —y) eir—0. 


Um die geradlinigen Flächen zweiten Grades zu finden, auf die sich diese Nullge- 
raden verteilen, fragen wir, wann zwei verschiedene Nullgerade u, p und d,y ein- 
ander schneiden. Wir finden die Bedingung: 


27) 


2ud (sinp cosp + sing cosy) = (uU? + ?)sin(@ + x), 


die nur für cosy = —+ cosg reell befriedigt werden kann. Für y= — p (mod. 27) 
ist sie identisch erfüllt. Für v=@-+n(mod.2r) erhält man reelle Lösungen 
nur, wenn = 0 oder = 3r(mod. 27). 

Wir müssen demnach 9 festhalten und u als einen willkürlichen Parameter 
betrachten. Für @ = 0 erhalten wir dann oo! Nullgerade, die den reellen Kegel- 
schnitt: 

(28) U-T=0, UL 42 — 96 —-Y)—0 


umhüllen. Für g = $ ergeben sich oo! Nullgerade, die den Kegelschnitt: 


(29) U+V=0, UU+4EG 


umhüllen. Es sind das die beiden Kegelschnitte, in die der Nullstreifen des J- Kegel- 
schnitts zerfällt. Der erste enthält reelle unendlich ferne Punkte und ist daher eine 
Hyperbel, der zweite ist eine Ellipse. Für einen allgemeinen Wert von @ sind die 
oo! Nullgeraden Erzeugende der Fläche 2. O.: 


(30) U? — 2UU c0os29 + U?+40%(3 — y)(3 —y)sin29=0, 
3 


die von den beiden horizontalen Ebenen: 3 = y und 3 = y’ berührt wird. Die zweite 
Schar von Erzeugenden besteht auch aus den Nullgeraden von J-Tangenten. Sie 
wird erhalten, wenn man in (27) für p einsetzt — 9. 

Den einzelnen Werten von g entsprechen Flächen, deren Horizontalschnitte 
konfokale Hyperbeln sind. Der Ort der Mittelpunkte aller dieser u ist die 
reelle Gerade: U=0,U=0. e 

Unser J-Kegelschnitt gehört, wie aus $. 579f. hervorgeht, dem Büschel der 
J-Kegelschnitte: 


31) WERK X) ty yRN?=RrB N) 7) 


> nach (28) ist für ihn x — 4_?. Ersetzen wir hier y’ und X, durch 1:6’ und 

:ö’ und lassen ö’ der Null zustreben, so fällt die eine zur X-Achse parallele 
7: "Tangente ins Unendliche und ihr Berührungspunkt wird der unendlich ferne 
Punkt der .J-Geraden: X — X,’ Z = 0. Wir erhalten in diesem Falle, den Lie hiergar 
nicht erwähnt, das Büschel von .J- Kegelschnitten: 


(32) 1-8 -N—-%l'=r8—Y) 


Wir können auch hier stets erreichen, daß x positiv, = go wird. Die J-Tangenten 
unsres J-Kegelschnitts sind dann: 


E-KB—-N— X) {um K (da N) —%) =te(8+ 80) 09; 
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was sich, wenn wir setzen: 
HN) =e4 H=yre4 
so schreiben läßt: 
(33) E—-K(E-N—-K=38—-Y)A+3%04. 


Die Nullgeraden der 00? J-Tangenten erscheinen daher bei Benutzung der Ab- 
kürzung: 


(84) Bu OA man a 


wenn wir A = ue?$ setzen, in der Gestalt: 


Me :u)e-ip + youeip, 


Be V=lß-nliWes +4oue-ie. 


Hier gestaltet sich nun alles wie vorhin. Für @ —= 0 erhalten wir 00! J-Tangenten, 
deren Nullgerade den Kegelschnitt: 


(36) V—-V’=0, V=+0ß6-—?7) 
umhüllen, für =} die Tangenten des Kegelschnitts: 
(37) "7+7=0, W=—eß6—y). 


Der Nullstreifen des J-Kegelschnitts besteht also aus zwei Parabeln. Für einen all- 
gemeinen Wert von g ergibt sich die eine Schar von Erzeugenden der Fläche 2. O.: 


(38) V*—2VV cos2p9+V?=0o(3—y)sin?2p, 


die von der horizontalen Ebene 3 = y und von der unendlich fernen Ebene berührt 
wird. Die zweite Schar von Erzeugenden erhält man, wenn man p durch — 9 er- 
setzt. Die Horizontalschnitte der Flächen (38) sind wieder konfokale Parabeln. 

Endlich können die zur X-Achse parallelen Tangenten beide ins Unendliche 
fallen, eine Möglichkeit, die Lie ebenfalls hier ganz übergeht. Die Gleichung des 
J-Kegelschnitts ist dann: 


(39) 2%+ Aud?+2Au3 + As 0, 
wo man wie früher A, positiv, — o annehmen kann. Die J-Tangenten werden 
daher: 


&+ (+ As) 3 — 303° + 3 As = 0 


und die zugehörigen Nullgeraden, wenn man die Abkürzung: 


(40) W=&+ Ast} As 
benutzt und 3, = ue?® setzt: 
W-+oue-ioz—toue-2i =. 
Sollen zwei solche Nullgerade u, und vd, y einander schneiden, so muß die Bedin- 
gung: 
usinp+tposinyg=0 
erfüllt sein. 
Für p = 0 erhält man oo! J-Tangenten, deren Nullgerade eine Parabel: 


(42) W-W=0,W+W-+o#2=0 
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umhüllen, den Nullstreifen des J-Kegelschnitts. Ist +0, so hat man usin po 
konstant anzunehmen und u, g aus (41) zu eliminieren. Man findet: 5 


W—W + 2iousinp.3— 2iou?sinpcosp—0, 
W-+-W -- 2ou cos p.3 — ou?(cos? 9 — sin? p) = 0 


und durch Elimination von u cos p, wenn man u sin = y setzt, die Fläche zweiten 
Grades: 


(43) W—-WY +4 W -W) + IMEW +3) 0, 


die von der unendlich fernen Ebene berührt wird, aber keine im Endlichen liegende 
horizontale Tangentialebene hat. Für u sin = y stellt (41) die eine Schar von Er- 
zeugenden dieser Fläche dar, für using = —-y die andre Schar. Den einzelnen 
Werten von y entsprechen Flächen (43), deren Horizontalschnitte Parabeln sind, 
und zwar konfokale Parabeln mit den Parametern oy?. Der Ort der Brennpunkte 
ist die Parabel: 

W-W=0,eW+-W)+32?=0. 


S. 40, Nr.59. Wir behandeln gleich den allgemeinen Fall. Die beiden zur 
X-Achse parallelen J-Tangenten sind konjugiert imaginär: Z=y—-ip und: 
Z=y-ip, wo p-=0. Ihre horizontalen Bildebenen fallen daher zusammen, 
haben aber entgegengesetzt gleiches Gewicht. Die zugehörigen Berührungspunkte 
seien N, = %+i%,Z, = y— ip und X,',Z,. Eine beliebige .J- Tangente schneidet 
die zur X- Achse parallelen in zwei Punkten X, Z, und X’, Z,. Die Segmente X— X, 
und X’ — X, müssen in der Beziehung stehen, daß immer das eine unendlich wird, 
wenn das andre verschwindet. Folglich ist ihr Produkt konstant und diese Kon- 
stante kann durch Multiplikation mit einem geeigneten ei”, also durch eine Drehung 
des Koordinatensystems um die 3-Achse, positiv gemacht werden, also — r?, Für 
die Koeffizienten m,n in der Gleichung: £+-m3-+n=0 der J-Tangente er- 
halten wir die Bedingungen: 


X+mp—ip)+n=0, X +mp+ip)n=0, 


2ipm= X—X, 2ipn = — (y+ip)X+(Y—ip)X’ 


also wird: 


und: 
(44) ÜPE+HK—- N YHipXK+p—ip)N = 0 


die J- Tangente. Der Nullstreifen ist: « 
2ipX&+ X —y—ipP— XG—Ytip=0, 
—-ip&+ X — yt+ipr— X ß—y—ip)=0. 
Hier setzen wir: 
(45) X=X,+uel?f, X=X, + (rt: u)ei?, 


wo u positiv ist, und erhalten die Nullgeraden der 00? .J- Tangenten unsers J- Kegel- 
schnitts, die wir unter Benutzung der Abkürzung: 


(46) U=21p&+X,—y—ip)— Xı(a —Yy-+ ip) 
so schreiben können: 


Ee G--++iVeio=0, 
U+uß—Yy+ip)e-ie— (r:u) (3 —y—ip)eis—0. 


te un 


(a7) 


ä 
1 
E 
i 
3 
E 
E 
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Wir fragen wieder, wann die beiden Nullgeraden u, p und d, x einander schneiden, 
und finden die Bedingung: 


(u202 — rt) {u — 2up cos ( —x) +0} =0. 


Hier kann der zweite Faktor für reelle positive u, p nicht verschwinden, also muß 
b=r?:u sein, während p und x beliebig bleiben. Halten wir nun u fest, während 
wir p als willkürlichen Parameter betrachten, lassen wir also die Punkte X,Z, 
und X’,Z, um X,,Z, und X, ,Z, Kreise beschreiben, so erhalten wir die eine Schar 
von Erzeugenden einer Fläche 2. O.: 


(48) WU rU)rU + wO)= ur) (6 rPR), 


die zwei konjugiert imaginäre horizontale Tangentialebenen: 3—= y-- ip besitzt. 
Die zweite Schar von Erzeugenden bekommen wir, wenn wir in (47) u durch r?. u 
ersetzen und wieder p als Parameter betrachten. 

Für u = r liefert die Elimination von p aus (47) keine Fläche 2. O. Wir haben 
dann oo! J-Tangenten, deren Nullgerade den Kegelschnitt: 


(49) U+U=0, UU=4r($—y}+P®) 
umhüllen. Es ist das eine Hyperbel, der Nullstreifen unsers J- Kegelschnitts. 

Verschiedenen Werten von u entsprechen Flächen (48), deren Horizontal- 
schnitte konfokale Ellipsen sind. Der Ort ihrer Mittelpunkte ist die Gerade: U=0, 
N, 

S. 40, Z.10—6 v. u. Der Ausdruck: ‚die J-Tangenten, welche eine beliebige 
J-Tangente schneiden,‘ ist selbstverständlich so aufzufassen, daß der Schnitt- 
punkt ein Nullpunkt sein soll, daß also die zugehörigen Nullgeraden einander 
schneiden. Nach S. 36, Nr. 51 sind umgekehrt die beiden Scharen von Erzeugen- 
den auf jeder reellen Linienfläche zweiten Grades die Nullgeraden der J-Tangenten 
einer Kurve 2. Klasse. Vgl. die Anm. S. 576. 

Die J-Kegelschnitte, die durch Linienflächen zweiten Grades bestimmt wer- 
den, sind nun keineswegs allgemeine .J-Kegelschnitte. Das ist dadurch bedingt, 
daß die Linienfläche immer zwei horizontale Tangentialebenen besitzt, die entweder 
reell oder konjugiert imaginär sind. 

Im ersten Falle enthält jede dieser beiden Ebenen zwei reelle Erzeugende der 
Fläche; diese beiden Erzeugenden bestimmen daher dieselbe J- Tangente, die näm- 
lich, die abgebildet wird durch die betreffende Ebene, als Nullebene aufgefaßt. 
Der J-Kegelschnitt hat somit zwei zur X-Achse parallele reelle J-Tangenten; von 
diesen kann eine oder es können beide ins Unendliche fallen. Das erste tritt ein, 
wenn die geradlinige Fläche von der unendlich fernen Ebene berührt wird, das zweite, 
wenn der zugehörige Berührungspunkt insbesondere auf der Ebene 3 = 0 liegt. 
Die Berührungspunkte der Tangentialebenen sind, als Nullpunkte aufgefaßt, zugleich 
die Berührungspunkte der entsprechenden J-Tangenten. Lassen wir nämlich eine 
Erzeugende der einen Schar diese Schar durchlaufen, bis sie in eine der horizontalen 
Tangentialebenen hineinfällt, so wird ihr Schnittpunkt mit der Tangentialebene 
deren Berührungspunkt zur Grenzlage haben, das heißt, dieser Berührungspunkt 
ist als Nullpunkt zugleich der Schnittpunkt von zwei zusammenfallenden J-Tan- 
genten. 

Im Falle zweier konjugiert imaginärer Tangentialebenen gilt Entsprechendes. 
Wir wollen aber, um das zu zeigen, lieber gleich eine ganz beliebige geradlinige 
Fläche zweiten Grades betrachten. Wir denken uns die eine Schar von Erzeugenden 
dieser Fläche durch zwei Gleichungen von der Form: 


(50) L, + 2a 10% L,+ ur, 0: 
dargestellt, wo: 2. 
(51) L,=,%& +18 + m 35-41, 
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und wo die /, komplexe Größen sind, u, ım;, tn, reelle. Wir können (50) im te 
durch vier Gleichungen von der Form: 


5) JWELFWELLW=I eWEH+HFWE+ZW)=0, 
ZWE-ıW)E+irW)=0, FW WE —-irw)=0 


ersetzen, wo 9, %, oc, r ganze Funktionen zweiten Grades der reellen Veränderlichen 
u sind und eine Identität von der Form: 


(53) ru)x(u) —x(u) P(u)=io(u) r(u) 


befriedigen. Dabei haben o und r reelle Koeffizienten, p und % im allgemeinen kom- 
plexe. 

Läßt sich die Form (52) nicht herstellen, so besteht die Schar (50) aus oo! 
Parallelen zur Ebene 3—0 und bildet ein Hyperboloid mit horizontalen Kreis- 
schnitten. Der J-Kegelschnitt ist daher nach S. 17 in ein J-Punktepaar ausgeartet. 

Statt nun von den Gleichungen (50) auszugehen, ziehen wir es vor, ein beliebi- 
ges Gleichungensystem (52) zu betrachten, wo 0, 9,x%, t ganze Funktionen zweiten 
Grades sind, die in der Beziehung (53) stehen, und wo o und r reelle Koeffizienten 
haben. Wir schließen dabei den besonderen Fall aus, daß o, ,x durch eine lineare 
homogene Relation mit konstanten Koeffizienten verknüpft sind. Darin liegt dann 
zugleich, daß die drei Gleichungen: = 0, =0, x=0 keine Wurzel gemein 
haben. Dagegen schließen wir die Möglichkeit nicht aus, daß die Geraden (52) 
alle in einer nicht zur Ebene ; — 0 parallelen Ebene liegen. Das tritt ein, wenn aus 
(52) eine Relation von der Form: 


(E) IX&+H1X&+ m +n=0 


mit konstanten Koeffizienten folgt, wenn also zwei Identitäten von der Form: 

Io +lo—mo=0, Iy+l7—n0o—=0 
bestehen. Unsre Geraden (52) umhüllen dann einen in der reellen Ebene (E) liegen- 
den, nicht ausgearteten Kegelschnitt. Es ist zweckmäßig, diesen Fall von vorn- 
herein mit zu berücksichtigen, ihn also zu den geradlinigen Flächen zweiten Grades, 
von denen Lie spricht, hinzuzunehmen. 

Durch eine reelle, linear gebrochene Transformation in u können wir immer 
erreichen, daß in o(u) = o,u?+ 20, u + o, der Koeffizient o, einen von Null ver- 
schiedenen Wert hat. Im Falle einer Doppelwurzel der Gleichung o (u) = 0 können 
wir auf dieselbe Weise o, = o,— 0 machen. Dabei wird dann YıXa — PaXı not- 
wendig verschieden von Null. 

Die Geraden (52) sind nun offenbar die Nullgeraden der J- Geraden: 


(54) cm) + YW)ZtLÜW)=0. 


Diese ihrerseits sind J-Tangenten des .J-Kegelschnitts, dessen sämtliche J-Tan- 
genten durch die Gleichung: 


(54) ou) + PW)3ZH+zW= 0 


dargestellt werden, unter u einen komplexen Parameter verstanden. Wegen der über 
0,9,,x gemachten Voraussetzung zerfällt dieser J-Kegelschnitt nicht. Seine Punkt- 
gleichung ergibt sich, wenn wir (54’) nach u differentiieren und dann u wegschaffen. 
Sie kann in der Form: 


(55) 20 HPA BHN)- AR+pPBErr?=0 


dargestellt werden, in der v nur scheinbar auftritt.!) 


1) Ist nämlich: w = ayu? + 2a,u + a,, so ist: 2ww” — w? = 4(aya, — a}). 


h 
ö 
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Die Gleichung o(u) = 0 bestimmt die beiden zur X-Achse parallelen J-Tan- 
genten unseres JJ-Kegelschnitts. Sind ihre beiden Wurzeln reell, so sind, wie aus (53) 
hervorgeht, auch diese beiden J-Tangenten reell. Dabei kann, so lange o, und o, 
nicht beide verschwinden, höchstens eine der J-Tangenten ins Unendliche fallen. 
Für 0, = 0, = 0 aber fallen sie wegen 91% — Xı$2 == 0 beide ins Unendliche; der 
J-Kegelschnitt wird also von der unendlich fernen Geraden im unendlich fernen 
Punkte der &-Achse berührt. Hat andrerseits die Gleichung o(u) = 0 zwei kon- 
jugiert komplexe Wurzeln, und wäre für eine von diesen p(u) = 0, so wäre sicher 
(u) == 0 und also wegen (53) auch p(u)—=0. Das aber ist ausgeschlossen, weil 
dann (u) auch für die konjugiert imaginäre Wurzel von o(u) = 0 verschwände 
und sich infolgedessen von o(u) nur um einen konstanten Faktor unterschiede. 
In diesem Falle hat daher unser J-Kegelschnitt zwei im Endlichen liegende zur 
&%-Achse parallele J-Tangenten. Diese sind notwendig konjugiert imaginär. Wären 
sie nämlich reell, so fielen sie wegen (53) zusammen. Dann aber lieferten zwei 
verschiedene Werte von u dieselbe .JJ-Tangente, also wäre der .J-Kegelschnitt 
ausgeartet. 

Hat man umgekehrt einen nicht ausgearteten J-Kegelschnitt, so können 
dessen J-Tangenten immer durch eine Gleichung von der Form (54) dargestellt 
werden, wo 0, 9, x ganze Funktionen zweiten Grades sind. Dabei besteht zwischen 
0,9,x keine lineare homogene Relation mit konstanten Koeffizienten, worin zu- 
gleich liegt, daß die drei Gleichungen = 0, 9=0,x%= 0 keine Wurzel gemein 
haben. Durch eine linear gebrochene Transformation in u kann man ferner stets 
erreichen, daß o(u) reelle Koeffizienten bekommt und daß o, von Null verschieden 
ist. Im Falle einer Doppelwurzel der Gleichung o(u) — 0 kann man insbesondere 
durch eine reelle linear gebrochene Transformation in u bewirken, daß o, = o, — 0 
wird. 

Wir verlangen jetzt, daß der J-Kegelschnitt zwei zur &-Achse parallele 
J-Tangenten habe, die entweder reell sind oder konjugiet imagrinär und im zweiten 
Falle beide im Endlichen liegen. Die Gleichung o (u) = 0 bestimmt diese Tangenten. 
Hat sie zwei verschiedene Wurzeln u, und u,, so können wir voraussetzen, daß diese 
reell sind, wenn die beiden zur &-Achse parallelen Tangenten es sind, und konju- 
giert imaginär, wenn die Tangenten es sind. Wäre das nämlich nicht der Fall, so 
könnten wir es durch eine imaginäre linear gebrochene Transformation in u erreichen, 
und es würde dann o(u) durch eine andre ganze Funktion o(u) zweiten Grades 
ersetzt, die wieder reelle Koeffizienten hätte. Sind nun 4,, 4%, die beiden von ein- 
ander verschiedenen Wurzeln von o (uw) — 0 und sind diese reell, so kann (u) nicht 
für beide verschwinden, und wenn es etwa für u = u, verschwindet, gilt dasselbe 
von (u). Da nun u, und u, reelle Tangenten liefern, so ist p(u)x (u) — @ (u)x(u) 
gleich Null für u = u, und u = u,, auch dann, wenn p(u) für v = u, verschwindet. 
Sind andrerseits u, und u, konjugiert imaginär, so liegen die beiden entsprechenden, 
zur &-Achse parallelen J-Tangenten im Endlichen, folglich verschwindet (u) 
weder für u — u,,noch für u = u, und von 9 (u) gilt dasselbe. Es ist aber 4 (u,): P(u,) 
zu (u): P(u,) konjugiert, also gleich z(u,):@(u,), demnach verschwindet wieder 
p(u) (u) — P(u)x(u) für u=u, und u=u,. Hat endlich o(u) = 0 eine Doppel- 
wurzel, so können wir wie früher o(uw) in der Form u® annehmen. Der Berührungs- 
punkt der J-Tangente uv—= 0 wird dann durch: 3 +%=0, 13-+2%=0 be- 
stimmt, liegt also wegen 9,% — %ı 9; == 0 im unendlich fernen Punkte der &- Achse, 
während andrerseits eben die unendlich ferne Gerade die Tangente durch ihn ist. 
Hieraus folgt: 9, = 0. Schließlich kann man durch eine Transformation: u’ = ou, 
bei der (ö# ) sonst seine Form beibehält, erreichen, daß PM 4% — Pı%, verschwindet, 
so daß 9x — xp den Faktor u? enthält. 

Damit ist erreicht, daß der Ausdruck 9% — xp in jedem Falle durch o(u) 
teilbar ist, daß also die Nullgeraden der oo! J-Tangenten (54’), die reellen Werten 
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von ıt entsprechen, durch Gleichungen von der Form (52) dargestellt werden, wobei 
eine Identität von der Form (53) besteht. Diese Nullgeraden bilden daher entweder 
die eine Schar von Erzeugenden einer geradlinigen Fläche zweiten Grades oder sie 
umhüllen einen Kegelschnitt. Also gilt folgendes: 


Hat man oo! gerade Linien, die nicht sämtlich der Ebene 3=0 
parallel sind, und die entweder die eine Schar von Erzeugenden einer 
Fläche zweiten Grades bilden oder einen Kegelschnitt umhüllen, so 
sind diese Geraden die Nullgeraden von den J-Tangenten eines J-Kegel- 
schnitts, der entweder zwei konjugiert imaginäre oder zwei reelle 
zur &-Achse parallele J-Tangenten hat. Umgekehrt besitzt jeder J- 
Kegelschnitt dieser Art oo! J-Tangenten, deren Nullgerade entweder 
die eine Schar von Erzeugenden einer Fläche zweiten Grades bilden, 
oder einen Kegelschnitt umhüllen. 

Die mehrfach betrachtete Gleichung o (u) = 0 bestimmt nun zugleich die bei- 
den in der Schar (52) enthaltenen Geraden, die zu der Ebene 3 = 0 parallel sind. 
Ist v eine Wurzel von o(u) = 0, so sind die beiden Gleichungen: 


(56) Yu: +xW)=0, Plu)3 + x(u) = 0 


wegen (53) mit einander verträglich und bestimmen die horizontale Tangential- 
ebene unsrer geradlinigen Fläche zweiten Grades oder unsers Kegelschnitts, die durch 
die zu u gehörige Gerade (52) geht. Der Berührungspunkt dieser 'Tangentialebene 
wird von der unendlich benachbarten Erzeugenden der Schar (52) ausgeschnitten, 
er wird also durch (56) in Verbindung mit: 


(u) + pw; +zrWw)=0, 0% + Yu; +7 (u)=0 


bestimmt. Dabei ist £=r-+iy, &=r-— ib zu setzen, es werden aber X und & 
nur für reelles u konjugiert imaginär ausfallen, wo dann wegen (53) aus (56) ein 
reeller Wert von 3 folgt. Bedenken wir nun, daß zu der Wurzel u auch eine zur &- 
Achse parallele J-Tangente des J-Kegelschnitts (54°) gehört, deren Berührungs- 
punkt durch: 

vw) +txrWwW)=0, "W)t+pWw)3Z+ x u) = 0 
bestimmt ist, so ergibt sich folgendes: 


Die beiden zur &-Achse parallelen J-Tangenten des J-Kegel- 
schnitts (54) entsprechen den beiden zur Ebene ;=0 parallelen Tan- 
gentialebenen der geradlinigen Fläche oder des Kegelschnitts. Sind 
3— 3, und 3= 3% diese Tangentialebenen, wo 3, und % reell oder kon- 
jugiert imaginär sein können, und sind 1,,9ı,3ı und 1,,),, 3, die zuge- 
hörigen Berührungspunkte, so sind 3=3, und 3=3 die zur %-Achse 
parallelen J-Tangenten des J-Kegelschnitts und %=n-+%t, 
&= 1,4 iv, die £-Koordinaten ihrer Berührungspunkte. 

Wird die geradlinige Fläche zweiten Grades oder der Kegelschnitt von der un- 
endlich fernen Ebene berührt, so ist eine der beiden zur &- Achse parallelen J-Tan- 
genten die unendlich ferne Gerade. Liegt überdies der Berührungspunkt der unend- 
lich fernen Ebene auf der Ebene 3 — 0, so berührt die unendlich ferne Gerade den 
J-Kegelschnitt in dem unendlich fernen Punkte der &- Achse.!) 

Haben wir einen J-Kegelschnitt mit zwei reellen oder konjugiert imaginären 
zur X-Achse parallelen Tangenten, so kann, wie wir gesehen haben, die Gleichung 
seiner J-Tangenten immer die Form (54°) erhalten, wo 0, p,x% ganze Funktionen 


1) Eigentlich hätten wir hier, wie auf 8. 549, eine zweite imaginäre Einheit v 
einführen müssen. Doch ist wohl jetzt kein Mißverständnis mehr zu befürchten. 
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zweiten Grades sind, wo o reelle Koeffizienten hat, und wo eine Identität von der 
Form (53) besteht. Für reelles u liefert dann (54’) 00! J-Tangenten, deren Null- 
gerade entweder eine Fläche zweiten Grades erzeugen oder einen Kegelschnitt um- 
hüllen. Die Gleichung (54°) ist nun aber nicht die einzige, die für reelles u eine der- 
artige Schar von J-Tangenten unsers .J- Kegelschnitts darstellt. Transformiert man 
nämlich (54’) durch eine linear gebrochene Transformation in u, welche die Glei- 
chung o(u) = 0 invariant läßt, welche aber nicht lauter reelle Koeffizienten hat, 
so hat die transformierte Gleichung: 


(54”) cw)&+ A W)B+uWw)=0 


dieselbe Eigenschaft wie (54’), sobald 9,%ı — Xı 9, durch o(u’) teilbar ist. 

Hat die Gleichung o (u) = 0 zwei verschiedene Wurzeln, so bilden die linear 
gebrochenen Transformationen, bei denen o (u) = 0 invariant bleibt, zwei getrennte 
Scharen. Die eine besteht aus den Transformationen: 


(57) v"—u=)|nuW+o(u+w)+o)}, 


die beide Wurzeln von o(u) = 0 in Ruhe lassen, die andre erhält man durch Ver- 
bindung der Transformationen (57) mit der reellen Transformation: 


uw + u+uW)+n=0, 


die beide Wurzeln von o(u) —= O0 unter einander vertauscht. Da die Wurzeln von 
o(u) = 0 auch für die neue Darstellung (54”) der J-Tangenten unsers .J-Kegel- 
schnitts die zur &-Achse parallelen J-Tangenten liefern, so ist nach S.593 klar, 
daß auch für (54”) stets 9,%ı — xı9ı durch o (u) teilbar ist, daß also (54”) für reelles 
u’ 001 .J-Tangenten liefert, deren Nullgerade entweder die eine Schar von Erzeugen- 
den einer Fläche zweiten Grades bilden oder einen Kegelschnitt umhüllen. Hierin 
liegt, daß die Gleichung: 


(57°) 


er aNuten 
N RR RB, 


wenn man / einen festen komplexen Wert erteilt und u als einen reellen Parameter 
betrachtet, stets unter den 00? JJ-Tangenten (54’) 00! solche ausscheidet, die ent- 
weder eine Fläche zweiten Grades erzeugen oder einen Kegelschnitt umhüllen. 
Die 00? J-Tangenten (54’) werden auf diese Weise in o0! Scharen von je oo! zerlegt, 
derart, daß jede J- Tangente im allgemeinen einer und nur einer solchen Schar an- 
gehört.!) Hierin liegt, daß sich die 00? Nullgeraden: 


(58) cu + Yu t+z2wW)=0, oW)&:+PW;+xW)=0 


der J-Tangenten unsers J-Kegelschnitts auf oo! Flächen zweiten Grades derart 
verteilen, daß im allgemeinen jede einer und nur einer solchen Fläche angehört. 
Da nun durch jeden reellen Punkt des Raumes zwei Nullgerade (58) gehen und also 
jede Nullgerade (58) von oo! andern geschnitten wird, so können wir schließen, 
daß auf jeder dieser Flächen beide Scharen von Erzeugenden der Schar der Null- 
geraden angehören. Insbesondere sind daher auf jeder geradlinigen Fläche zweiten 
Grades die beiden Scharen von Erzeugenden die Nullgeraden von J-Tangenten 
eines und desselben J-Kegelschnitts, dabei vorausgesetzt, daß keine dieser Scharen 
aus Parallelen zur Ebene 3 = 0 besteht. 


1) Daß eine J-Tangente zwei verschiedenen Scharen angehört, tritt nur für 
0,0, — 07 <_0 ein, also wenn die Gleichung o (u) =0 zwei reelle Wurzeln hat. Die 
beiden zur X-Achse parallelen Tangenten sind dann die einzigen, für die das ein- 
tritt, und zwar gehören sie allen Scharen an. 
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Hat o(u) = 0 eine Doppelwurzel, so können wir wie früher o(u) = u? setzen. 
Die Gleichung o(u) — 0 bleibt dann bei jeder Transformation: w = uu: (1 — Au) 
invariant, aber nur für « —= 1 ist die transformierte Gleichung (54”) so beschaffen, 
daß 91% — %ı$, den Faktor u’? enthält. Versteht man daher unter 4 eine bestimmte 
komplexe Zahl und unter u einen reellen Parameter, so liefert die Gleichung: 


Azur Be u 

(57”) Ida GRIRE FT 

oo! ‚J-Tangenten des .J-Kegelschnitts, deren Nullgerade entweder eine Fläche 
zweiten Grades erzeugen oder einen Kegelschnitt umhüllen. Die 00° J-Tangenten 
werden auf diese Weise wieder in oo! Scharen von je oo! zerlegt, derart, daß jede 
J-Tangente einer und nur einer Schar angehört und daß für jede Schar die zuge- 
hörigen Nullgeraden entweder eine Fläche zweiten Grades erzeugen oder einen Kegel- 
schnitt umhüllen. Die 00? Nullgeraden (58) erscheinen so auf oo! geradlinige Flächen 
zweiten Grades verteilt derart, daß jede einer und nur einer solchen Fläche ange- 
hört. Auf jeder solchen Fläche besteht jede Schar von Erzeugenden aus den Null- 
geraden von .J-Tangenten unseres J-Kegelschnitts. 


Damit sind alle Fälle erschöpft, wo die geradlinige Fläche zweiten Grades 
einen nicht ausgearteten .J-Kegelschnitt liefert. Ist die Fläche dagegen ein Hyper- 
boloid mit horizontalen Kreisschnitten, so artet der .J- Kegelschnitt in ein J- Punkte- 
paar aus und die Nullgeraden seiner J-Tangenten verteilen sich nach 8.546 auf 
oo! Hyperboloide dieser Art. 


Zusammenfassend können wir sagen: 


Durch jede geradlinige Fläche zweiten Grades ist ein .J- Kegelschnitt bestimmt. 
Die Klasse sämtlicher J-Kegelschnitte, die man so erhält, ist der Inbegriff 
aller J- Kegelschnitte, die zwei zur %- Achse parallele reelle oder konjugiert imagi- 
näre .J-Tangenten haben. Sie kann auch definiert werden als der Inbegriff aller 
.J-Kegelschnitte, deren Nullstreifen einen Kegelschnitt enthält. 


S,40. 2.5 v.u.— 8.41, 2.3. Will man diesen Satz in der Fassung beweisen, 
die ihm Lie gegeben hat, so erfordert das eine nicht geringe Anstrengung, wie man 
aus den Entwickelungen bei Monville, $. 28—32, ersehen wird. Man kann jedoch 
auf etwas bequemerem Wege zum Ziele kommen und zugleich einen wesentlich tiefe- 
ren Einblick gewinnen. 

Es sei Z. X ein .J-Punkt des .J- Kegelschnitts. Die beiden Hyperboloide, von 
denen in dem Satze die Rede ist und die wir H, und H, nennen wollen, bestimmen 
durch ihre zweiten Scharen von Erzeugenden zwei neue J-Punkte Z,, X,und Z,, X,, 
wo nach 8. 5541. Z, = Z, =Z ist. Hier enthält nun zum Beispiel die Kongruenz von 
71, X, die zweite Schar von Erzeugenden des Hyperboloides H;; die Schar der Kon- 
oruenzgeraden von Z,, X,, die U berühren, zerfällt daher ebenfalls in zwei gerad- 
linige Flächen, so daß man auf die Vermutung geführt wird, daß Z,, X, und ebenso 
7,, X, auf dem .J- Kegelschnitte liegt. Diese Vermutung gewinnt noch größeres Ge- 
wicht dadurch, daß zu jedem J-Punkte Z, X des .J-Kegelschnitts gerade zwei 
J-Punkte 3, & des .J-Kegelschnitts gehören, für die 3=Z ist. Das wird voraus- 
sichtlich der innere Grund dafür sein, daß die Schar der in P enthaltenen Geraden, 
die U berühren, in zwei Hyperboloide zerfällt. 

Statt nun unter den Geraden der Kongruenz Z, X alle die aufzusuchen, die U 
berühren, und zu beweisen, daß diese Schar zerfällt, wird man besser tun, zwei 
J-Punkte Z, X und Z,, X, zu betrachten, für die Z, = Z ist, so daß sich die Geraden 
der beiden zugehörigen Kongruenzen in der auf 8. 546 besprochenen Weise auf oot 
Hyperboloide mit horizontalen Kreisschnitten verteilen. Unter diesen Hyperboloiden 
wird es dann höchstens eines geben, dessen Erzeugende beider Scharen U berühren, 
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und die Auffindung dieses einen Hyperboloides wird einfacher sein als die Zerlegung, 
die man ausführen muß, wenn man von vornherein bloß einen J-PunktZ,X betrachtet. 


Um die Untersuchung ganz allgemein zu führen, nehmen wir zwei beliebige 
J-Punkte Z, X und Z,, X,, die vorläufig nicht auf dem J-Kegelschnitte zu liegen 
brauchen, für die aber die Beziehung Z,=Z gilt. Dabei setzen wir voraus, daß das 
Gewicht p von Z, X nicht verschwindet. Wir beschreiben um den Punkt: 
&=(ZX,— XZ,):(Z—Z,) der Ebene 3 = 0 einen Kreis vom Halbmesser r und 
legen durch dessen Punkte die hindurchgehenden Geraden der Kongruenz Z, X, die 
nach S. 546 folgende Gleichungen erhalten: 


f San 23 2X, — AN i 
Img. ze 
a [a _ ee 
2, 


A) 


+rei?, 


Denkt man sich hier r fest und ®# veränderlich, so hat man ein Hyperboloid 
mit horizontalen Kreisschnitten, das auch von Geraden der Kongruenz Z,, X, er- 
zeugt ist, und zwar erhält man diese zweite Schar von Erzeugenden, wenn man in 
(A) die Punkte Z,X und Z,,X, vertauscht. Dabei ist immer zu beachten, daß 
Z, =Z ist; doch behalten wir bis auf weiteres den Buchstaben Z, bei. 


Nunmehr betrachten wir eine beliebige Erzeugende: 
(52°) ou) + pw) rrW)=I0, oh) + PU; +xU)=0 


unsrer Linienfläche zweiten Grades!), wo u eine reelle Größe bezeichnet. Diese Er- 
zeugende ist die Nullgerade der J-Tangente (54) eines gewissen .J-Kegelschnitts. 
Sie schneidet im allgemeinen zwei Erzeugende der Schar (A), und zwar er- 
halten wir zu deren Bestimmung zwei konjugiert imaginäre Gleichungen, die ver- 
träglich sein müssen. Wir schreiben nur die eine hin: 


[few [722-7 )+rw]s+ew ZZ" +rer)42W=0, 


die wir mit Benutzung der Abkürzungen: 


ä (o(WX +YWZ +zwW=u, 
(B) ee WA tr U. 


so umgestalten: 


Bin 
ve, 


Als Bedingung für das Schneiden der Geraden (52’) und (A) ergibt sich daher wegen 
Z,=Z, durch Elimination von 3 zwischen (59) und der konjugierten Gleichung: 
UN ih 


I u. Dee 
re re a) Zr we (Z—z)"=0. 


1) Wie schon gesagt, umfassen die Gleichungen (52') auch den Fall einer Schar 
von Geraden, die einen Kegelschnitt umhüllt. Das möge man im Auge behalten. 
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Nun ist zufolge (53): 

g- U ul MRR-KN HTW) M+ 

(60) +PW) (RZ—XZ)+ Ph) XZ—XZ)+ 
50 (u) (X X) u: (u) (X—X3); 


also wird die Bedingung des Schneidens: 


en 
Z.Z 


(61) 2 u tale) 


Z—Z Z 


Sie ist, wie zu erwarten, in bezug auf e'” vom zweiten Grade; sie ist es aber auch in 
bezug auf u. Das stimmt damit, daß jede Erzeugende des Hyperboloids (A) zwei 
Erzeugende (52) trifft. 

Wir versuchen jetzt, den Halbmesser r so zu wählen, daß jede Erzeugende u 
unsrer geradlinigen Fläche zweiten Grades das Hyperboloid berührt, daß sie also 
zwei zusammenfallende Erzeugende (A) trifft. Dann muß die durch (61) bestimmte 
Funktion 9 von u auch die durch Differentiation nach # hervorgehende Gleichung: 
u, 


Ms 
| ei Bey 
(62) 7 07 -- y® —=0 


befriedigen. Zugleich befriedigt sie von selber auch die aus (61) durch Differentiation 
nach u hervorgehende Gleichung: 


Bes ses. ın\2—2 
Ipre-i9_ rei’ + ()W —— r=0; 
ur, Y + (u) 2% 


(63) a 
2—Z 
darin liegt, daß auch jede Erzeugende (A) des Hyperboloids die geradlinige Fläche 
zweiten Grades berührt. 

Es fragt sich, ob die drei Gleichungen (61), (62), (63) bei konstantem r =, 
durch eine Funktion $ von u identisch befriedigt werden können. 

Aus (61) und (63) folgt: 
oe’ —2o oW—Ue, _, BR u Fe 

a, + —- — — 196 = y nei’=0 


und sodann durch Benutzung von (62): 


(0.2’ 2) z u, (ol —U, 0’) au U, (WW —U, 0’) Be 


Z—Z 7 
oder: 
(2:0).(U,:0) , (WÜ,L:0) 
64 eng ee Kan Han Sen IN, 
( ) (z—Z) + zZ r,e 


nebst der dazu konjugierten Gleichung. Somit kommt: 


(2 : 0)” (u, u, : 0?) (u, u, ei r —=0 


n (z_2): ZZ 


7 
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wodurch r,, das wir als positiv voraussetzen, eindeutig bestimmt ist. Die Gleichung 
(61) ergibt nunmehr: 


2 2(2:0) (U,U,: 0?) (2:0)':(U,, : 0?) 


Ba 5 3 ART = —=(, 
ad (u, U: o?)' (u, U, : 02)’ 2 
das heißt: 
ah, :- | (2:0)' 
er ta Lie a) ai: En 


oder, mit Hilfe von (60): E & 
un:o) _(Ul:or) _ 


= LEE 
Vunr:® Vıui.:o 
mithin: ee 
(66) ywi—- YuU,=Co(). 


Hier ist Yu U, eindeutig bestimmt, wenn es positiv sein soll, dagegen ist das Vor- 
zeichen von yuu noch zweifelhaft. Sicher ist jedenfalls, daß die aus (65) und (64) 
folgenden Werte von r und # die Gleichungen (61), (62), (63) identisch befriedigen, 
wenn (66) für jedes u erfüllt ist. 

Aus (66) folgt: 


(67) ou _ 9 Yun +&o), 
. o(u) 
a ewü 
(68) (z) = AUT 
Vuü:o 
demnach ist nach (65): 2 
(69) De o, 


so daß das identische Bestehen von (67) bewirkt, daß r, von u unabhängig, also 
konstant wird. Da r, positiv ist, folgt aus (69), daß die reelle Konstante € das Vor- 
zeichen wechselt, wenn man die beiden J-Punkte Z,X und Z, X, mit einander 
vertauscht. In der Gleichung (66) hat man sich daher die Quadratwurzeln beide 
mit dem positiven Vorzeichen ausgezogen zu denken. 

Da Q und o ganze Funktionen zweiten Grades sind, zeigt (67), daß die ganze 
Funktion U,U, von u ein vollständiges Quadrat sein muß, woraus sofort folgt, daß 
von UU dasselbe gilt. Setzen wir daher: UU=L?2, UV, =L/, so kommt wegen 
(68): 


(2) =28 ) 
und aus (64): 
cz u cz u 
70 ne 2A were ern, 
(70) 0 Zur 0 ge 


Wäre nun U,U, in der Weise ein vollständiges Quadrat, daß sich U, und U, von ein- 
ander nur durch einen konstanten Faktor unterschieden, so wären die Quotienten 
U,:L,und\U,:L, und infolgedessen auch 9, ebenso wie r konstant, eine Möglichkeit , 
die nicht in Betracht kommen kann. Es treten ferner die beiden J-Punkte Z,X 
und Z, X, hier vollständig gleichberechtigt auf, da ihre Vertauschung nur die Ver- 
tauschung der beiden Scharen von Erzeugenden des Hyperboloides (A) nach sich 
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zieht. Demnach können wir schließen, daß auch UU nicht in der Weise ein voll- 
ständiges Quadrat sein kann, daß sich U und U nur um einen konstanten Faktor 
unterscheiden. Es bleibt also nur die Möglichkeit, daß die ganzen Funktionen 
UU und U,l, von u in der Weise vollständige Quadrate sind, daß jeder der vier 
Ausdrücke U, U, U,, U, für sich ein Quadrat ist. Das aber bedeutet, daß durch jeden 
der beiden J-PunkteZ, X und Z, X, nur eine J- Tangente: ou)3 + Yu) + x(u) 
= 0 unsres .J-Kegelschnitts geht, daß also Z, X und Z, X, J-Punkte des J -Kegel- 
schnitts sind. 


Unter den oo! Hyperboloiden (A) mit horizontalen Kreisschnit- 
ten, die durch zwei J-Punkte Z,X und Z,X, bestimmt sind, gibt es 
daher dann und nur dann eines, dessen sämtliche Erzeugende unsre 
Linienfläche zweiten Grades berühren, wenn die beiden J-Punkte 
auf dem J-Kegelschnitte liegen, für den die Erzeugenden der Linien- 
fläche Nullgerade von J-Tangenten sind. 


Damit ist der Liesche Satz S. 40, 7.2 v.u.—S$. 41, Z. 3 nicht bloß vollständig 
bewiesen, sondern es ist zugleich gezeigt, daß das in dem Satze erwähnte Zerfallen 
in zwei Hyperboloide mit horizontalen Kreisschnitten nur dann eintritt, wenn die 
Kongruenz P zu einem .J-Punkte des .J- Kegelschnittes gehört. Endlich hat sich 
auch unsre Vermutung bestätigt, daß der innere Grund für jenes Zerfallen darin 
liegt, daß es zu jedem J-Punkte Z,X des J-Kegelschnittes gerade zwei andre 
J- Punkte Z,, X, des J- Kegelschnitts gibt, für die Z, = Z ist. 

Durch jeden J-Punkt unsres J-Kegelschnitts gehen zwei zusammenfallende 
.J- Tangenten (54). Da nun Z,X und Z, X, solche J-Punkte sind, so können wir 
setzen: 


U=-R, U=-W, u-W, WM, 


wo X und 4, lineare Funktionen von u bedeuten. Es wird: L= WA, hL=W Ws 
also: 


(70°) nei’ = — a 10.09 = g2 Ss 
Z—Z A ZZ N 
und nach (66): u e 
(66) ln), 
(u) 977 
Die Erzeugenden (A) unsers Hyperboloides sind daher: N 
B i ei . A 
Z-ZE=X6-2) 6-2) —C1G— 2), 
/A*k A, 
{A ) en 
an K = u 
ZZ) = X —Z)—-XG—Z)+Cg—Z) 


1 
und die Gleichung (59), die mit ihrer konjugierten verträglich ist, nimmt die Form an: 


(U— U) 5 + EZ WZ— (AA—-AUA) 2 Dez 


1 


Demnach bestimmt sich 3 aus: 
(71) (AU —-AAU)Z-AUZ- ANZ, 


einer Gleichung, die zusammen mit (A*) den Kegelschnitt darstellt, längs dessen 


en a er ee ee ee ee 
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unsre geradlinige Fläche zweiten Grades von dem Hyperboloide berührt wird. 
Berechnen wir aus (71) 3 —Z und 3 — Z, so können wir (A*) so darstellen: 


en Z-—- UAUNXLAUX,+EAN, 
AL AN)E- AUWX—- AAN —CAA. 


(72) 
Setzen wir: 
an=(Z—-Z)— (X — X); + XZ— NZ, 


wo die rechte Seite für <= X,3=Z und für {= X,,3=Z verschwindet, so 
können wir die Gleichungen des Kegelschnittes (71), (72) folgendermaßen schreiben: 


(AL —-AAU)a= CA (ZZ): 
(73) (AU — AA) T=-CAAN (ZZ), 
(AL AU) = AUZ ANZ. 


Wir sehen daher, daß dieser Kegelschnitt auf dem Nullstreifen eines gewissen 
J-Kegelschnitts K’ liegt, der aus den beiden Gleichungen: 


a Bea 
(AU — AU) 3 = AZ ANZ 
durch Elimination von u erhalten wird. Unter I/ wird dabei der Ausdruck: 


EA Eee, 


(74) 


verstanden. 
Andrerseits werden die J-Tangenten des JJ-Kegelschnitts K, der durch unsre 
geradlinige Fläche zweiten Grades bestimmt wird, durch die Gleichung: 


(54) cu) +PrW)3+xUW)=0 
dargestellt, wo u auch komplex sein kann. Aus U=W, U, = A; finden wir aber: 
ya) Z-Z)=- WE W— om) (X— X), 
uWZ- HD) = —ZWEHZW+oW)(XZ—Xı2), 


wir können somit die Gleichung (54) auch so schreiben: 


(54*) WZ—-D)—- WB —-Z)+eW)I=0. 
Der J-Kegelschnitt K selber wird daher aus (54*) und: 
(54**) 2A Z- HD —-2UUB-D+eW)TIT=0 


durch Elimination von u erhalten. i 

Wählen wir u so, daß X —= 0 wird, so werden die Gleichungen (74) und ebenso 
(54*), (54**) durch £= X, 3=Z befriedigt. Entsprechendes gilt für U = 0. 
Demnach gehen die Kegelschnitte K’ und K beide durch die J-Punkte Z, X und 
Z,Xı. In diesem Punkte berühren sie einander sogar. 

In der Tat, wegen (66’) hat zum Beispiel in dem Punkte Z, X die J- Tangente 


von K die Gleichung: = 
CELL B-HUN-. 
Die Gleichungen (74), die K’ bestimmen, können wir durch die folgenden ersetzen: 
AT+EAZB-HD=0, WIEN d-D=0. 


Für = 0,was £&—=X, 3=Z nach sich zieht, ergibt sich daher: 4,7’ + C 4,3’ 
—= 0, also dieselbe Tangente wie bei K. 


ARTE UMTT RAR EHRT 
a 


x 
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Die J-Kegelschnitte K und K’ sind offenbar in dem Büschel von J - Kegel- 
schnitten; 


a: Art u [ÜITHEH (9-2) (ÜT+en(g—2)) 0 


enthalten. Dabei ist in der ersten Klammer u so zu wählen, daß X(u), in der zweiten 
‚s0,.daß Y,(u) verschwindet. 

Zu jedem J-Punkte Z, X von K gehören nun zwei auf K liegende J- Punkte 
Z,X,. Da K 00? J-Punkte enthält, bekommen wir zweimal 00? Kegelschnitte (73), 
die auf unsrer geradlinigen Fläche zweiten Grades von zweimal 00° Ebenen aus- 
geschnitten werden. Jeder dieser Kegelschnitte berührt, als J - Kegelschnitt auf- 
gefaßt, den J-Kegelschnitt K in zwei J-Punkten. 

S. 41, 2.6—9. Der spätere Satz steht in Nr. 71, $S.46. Ein besonderer Fall 
davon ist S. 38, Z. 8—13, denn die beiden gemeinschaftlichen J- Punkte bilden eine 
Kurve zweiter Klasse, die mit jedem der dort betrachteten .J - Kegelschnitte zwei 
J-Tangenten gemein hat. Ferner haben wir in der vorangehenden Anmerkung 
bereits 00? ebene Schnitte unsrer Linienfläche zweiten Grades kennengelernt, die 
J-Kegelschnitte von der hier angegebenen Beschaffenheit bestimmen. 

Wir betrachten jetzt eine beliebige, nicht horizontale Ebene: 


(76) IX IK + m; +n—=0, 


wo ! komplex und m, reell. Diese bringen wir mit den Erzeugenden (52) unsrer 
geradlinigen Fläche zweiten Grades zum Schnitte und erhalten einen Kegelschnitt, 
der bei Berücksichtigung von (53) so dargestellt werden kann: 


_ _ W+HRW—new) 
Ip(u) +19) —mo(u) 

gr) mW —npln) 

Ip) + Ip) —me(u) 

wozu noch die entsprechende Gleichung für &£ kommt. Ersetzen wir in den beiden 
hingeschriebenen Gleichungen (77) die reelle Veränderliche u durch eine komplexe 
v und 3 durch 3, so erhalten wir den J-Kegelschnitt K”, dessen Nullstreifen den 
Kegelschnitt (77) enthält. Dieser J-Kegelschnitt schneidet eine beliebige J-Tan- 


gente: 
ou) + pWB+xW)=0 


von K in zwei J-Punkten v, die durch die Gleichung zweiten Grades: 


(77) 


a ELLI FIFWEI—zWFR) ie u)rw))— 
\ — m(o(w)2@) — x) oWw))+n{o(u) Pl) — P(u)o())= 0 


bestimmt sind. Hier kann der Faktor v— u herausgehoben werden, und es bleibt 
eine bilineare Gleichung in u und v, die für u = v zwei J-Punkte auf K” bestimmt, 
durch deren jeden zwei zusammenfallende Tangenten von K gehen, also zwei 
J-Punkte, in denen K und K” einander berühren. 

Gehört die Ebene (76) dem Büschel an, dessen Achse die nicht horizontale 
Gerade: 


(79) &+m+n=0, %+m;+n=0 
ist, so hat ihre Gleichung die Form: 
I(& Hm tn)+U&+mi+n)=0, 


es wird also: G 
m=Iim+im, n=In-+In. 


ee 
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Die oo! J-Kegelschnitte K”, die den Ebenen des Büschels entsprechen, sind daher: 
Igu—no)+I@—üo) 
Kp—me)+1@— mo) 
gm —np)tlir+mx—np), 

K(P — mo) +1l(P— Mo) 


Verlangt man hier, daß der Punkt 3, & von dem Verhältnisse 1:1 unabhängig 
werde, so müssen Relationen von der Form bestehen: 


gem 
(80) 


x nn = o(y—no), 
(81) P—mo=o(p— mo), 
my— np tir=olmy—np), 


von denen die letzte vermöge (53) aus den beiden ersten folgt. Es ergibt sich daher 
die Gleichung: 
(82) (mn — nm) - np + np my — my -+ir=0. 


Ist diese identisch erfüllt, so reduzieren sich die J-Kegelschnitte (80) alle auf die 
J-Gerade: £+m3+n=0, deren Nullgerade die Gerade (79) ist. In allen an- 
deren Fällen bestimmt (82) zwei J-Punkte, durch die alle J-Kegelschnitte (80) 
gehen. Es sind das die J-Punkte, deren 3-Koordinaten gleich sind den 3- Koordi- 
naten der Punkte, in denen die Gerade (79) die geradlinige Fläche (52) schneidet. 

Damit ist der Inhalt des ersten Absatzes von Nr. 71, S. 46 bewiesen. 

S. 41, 7. 9—12. Die Kongruenz, die von Nullgeraden der J- Tangenten von K 
gebildet wird, sieht so aus: 


= (FWE+FWE+LW)=0, 
le(mWE+FW+ZW=0, 

wo u ein komplexer Parameter ist. In dieser Darstellung sind aber nur die reellen 

Geraden der Kongruenz enthalten. Die komplexen Geraden erhält man, wenn man 


u durch einen beliebigen zweiten komplexen Parameter v ersetzt. Die Brennfläche 
der Kongruenz besteht aus zwei Zylindern, von denen der eine aus: 


cW)E+rPW +2W)=0, MW + PW;+zWwW)=0 


durch Elimination von u erhalten wird; dessen Gleichung verwandelt sich, wenn 
man 3 durch $& ersetzt, in die Gleichung des J-Kegelschnitts K. Auf der Ebene 
(76) hat man nun zwei Kegelschnitte, erstens den, der von dem eben erwähnten 
Zylinder ausgeschnitten wird, zweitens den von der geradlinigen Fläche U aus- 
geschnittenen. Da man auf dieser Ebene 3 und & als Punktkoordinaten benutzen 
kann, so erhält man für den ersten Kegelschnitt die Gleichung in 53 und &, diein 8 
und & geschrieben K darstellt, und für den zweiten die Gleichung in 5 und &, die 
in 3 und & geschrieben K” darstellt. Demnach berührt der zweite Kegelschnitt 
den ersten in zwei Punkten. 

Auf der Ebene (76) haben wir nun noch einen dritten Kegelschnitt, den näm- 
lich, der von dem zweiten der vorhin erwähnten Zylinder ausgeschnitten wird. Be- 
nutzen wir auf der Ebene die Größen 5 und & als Koordinaten, so erhalten wir für 
diesen dritten Kegelschnitt eine Gleichung, die, wenn man 5 durch } ersetzt, in die 
Gleichung des zu K konjugiert imaginären .J-Kegelschnitts übergeht. Andrerseits 
aber wird der zweite Kegelschnitt in 3 und & durch eine Gleichung dargestellt, 
die, wenn man 3 durch $ ersetzt, in die Gleichung des zu K’’ konjugiert imaginären 
J-Kegelschnittes übergeht. Demnach berührt der zweite Kegelschnitt der Ebene 
(76) auch den dritten in zwei Punkten. 
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S. 41, Z.15f. Der Nullstreifen ist nach S. 18 der Schnitt zweier Kegel zweiter 
Ordnung, deren Spitzen in den Kreispunkten der Ebene 5 = 0 liegen. Diese Kegel 
bestimmen ein Büschel von Flächen zweiter Ordnung, und durch P geht im all- 
gemeinen eine und nur eine Fläche des Büschels. Die durch P gehenden Erzeugenden 
dieser Fläche sind die beiden Chorden. 

S. 41, 7. 20—24. Jede Horizontalebene hat mit jedem der beiden eben erwähn- 
ten Kegel zwei Erzeugende gemein. Diese vier Geraden sind paarweise konjugiert ' 
imaginär, deshalb hat die Ebene mit dem Nullstreifen nur zwei Punkte gemein. 
Diese sind die Schnittpunkte des J-Kegelschnitts mit der J-Geraden, die durch 
die mit Nullpunkten erfüllte Ebene dargestellt wird. 

S. 41, Z. 25—29. Das Büschel besteht hier aus den Flächen zweiter Ordnung, 
die durch die C,’ und durch die Verbindungslinie der Kreispunkte O,, 0, der Ebene 
3— 0, das heißt, durch die unendlich ferne Gerade dieser Ebene gehen. Da 0,0, 
auf jeder dieser Flächen Erzeugende ist, so schneidet die eine Erzeugende durch P 
die Gerade 0,0, und trifft deshalb C,' bloß einmal. Da der J-Kegelschnitt durch den 
unendlich fernen Punkt der X-Achse geht ($. 37, Nr. 53), vertritt der unendlich 
ferne Punkt der Geraden Pa den zweiten Schnittpunkt des J-Kegelschnitts mit 
der J-Geraden, die durch die Horizontalebene durch P dargestellt wird. Auf Z. 27 
hätte m, durch m ersetzt werden sollen. 

S.41, Z.8,7 v.u. Die beiden Kegelschnitte haben dann (vgl. S. 565) zwei 
Punkte gemein, die auf der Schnittgeraden ihrer Ebenen liegen. Von den vier Geraden, 
die die beiden von P aus durch die Kegelschnitte gelegten Kegel zweiten Grades 
gemein haben, treffen daher nur zwei diese Kegelschnitte in verschiedenen Punkten. 
Das sind die zwei Chorden, die in diesem Falle die Punkte m, und m, liefern. 

S.41, 2.4 v.u. Es ist also k entweder der Nullstreifen eines J- Kegelschnitts 
oder ein Teil davon. 

S.41,2.2,1 v.u. „in gewöhnlicher Bedeutung‘, das heißt, im Sinne der Geo- 
metrie in der reellen Ebene des Kegelschnitts k. Im Sinne der Geometrie der Z, X- 
Ebene ist f der Pol der durch die horizontale Ebene Pab bestimmten J- Geraden 
in bezug auf den J-Kegelschnitt k. Die Tangenten des Kegelschnitts k in a und b 
sind ja zugleich die Nullgeraden der J-Tangenten des .J-Kegelschnitts k in den 
Nullpunkten a und b. Deshalb ist auch f ein Nullpunkt. 

Die Konstruktion versagt, wenn die Punkte a,b nicht reell sind; deshalb 
gibt Lie noch eine zweite an. 

S. 42, Z. 3—12. Hier wird also scheinbar vorausgesetzt, daß k ein Kegelschnitt 
mit Mittelpunkt ist. In Wahrheit ist das gar nicht der Fall. Der dem horizontalen 
Durchmesser konjugierte Durchmesser D ist ja in bezug auf k die Polare des unend- 
lich fernen Punktes der Geraden y, in der die Horizontalebene E durch P die Ebene 
von k trifft, und da die Ebene von k nicht horizontal ist, so liegt diese Polare D 
immer im Endlichen, es sei denn, daß k eine Parabel mit horizontaler Achse ist. 
Tritt dieser Fall nicht ein, so ist D Nullstreifen der J-Polaren, die in bezug auf den 
J-Kegelschnitt k zu dem unendlich fernen Punkte der X- Achse gehört. Jede hori- 
zontale Ebene von lauter Nullpunkten ist ja eine J-Gerade durch diesen unendlich 
fernen Punkt. Ihr Pol in bezug auf den .J-Kegelschnitt k liegt auf den Polaren 
aller ihrer Punkte, daher insbesondere auf den Polaren aller Punkte, die auf ihr von 
der Ebene von k ausgeschnitten werden. Die Polare jedes solchen Punktes hat aber 
zur Nullgeraden die Polare des Punktes in bezug auf k. Diese Nullgeraden schneiden 
daher einander in einem Punkte von D, dem Pole der J- Geraden, die durch die hori- 
zontale Nullebene abgebildet wird. 

Besteht der Nullstreifen aus zwei Kegelschnitten, so liefern beide denselben 
Durchmesser D. Dieser ist dann die Schnittgerade der Ebenen beider Kegelschnitte. 
Auf ihm liegen die Berührungspunkte der zwei Horizontalebenen, die beide 
Kegelschnitte berühren (vgl. S. 565). 
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Der Punkt P’ liegt auf der Geraden y, in der die Ebene des Kegel- 
schnitts k von der durch P gehenden Horizontalebene E geschnitten wird. Er 
ist ein beliebiger der beiden Punkte, in denen der durch P gelegte Horizontal- 
kreis y trifft. 

Der Punkt f, den Lie konstruiert, ist der Pol der J- Geraden, welche die durch 
P gehende horizontale Nullebene E zum Bilde hat; er ist der auf der J- Geraden D 
liegende harmonische Pol von P in bezug auf den J- Kegelschnitt k. Um f zu finden, 
braucht man eigentlich den Punkt P’ nicht: jeder Punkt der Geraden y kann an 
Stelle von P’ benutzt werden. 

Der Punkt A ist in bezug auf den J-Kegelschnitt k der harmonische Pol von P, 

der auf der J-Geraden E liegt. Der J-Kegelschnitt bestimmt nämlich eine involu- 
torische Zuordnung zwischen den Punkten von E, indem er jedem Punkte von E 
dessen auf E liegenden harmonischen Pol zuordnet. Diese Zuordnung ist so be- 
schaffen, daß die Doppelverhältnisse erhalten bleiben, daß also Punkten, die auf 
einem Kreise oder einer Geraden liegen, solche Punkte entsprechen, die auf einem 
Kreise oder einer Geraden liegen. Auf der Schnittgeraden y zwischen E und der 
Ebene von k entsprechen die Punkte einander paarweise als harmonische Pole in be- 
zug auf k. Dem Schnittpunkte M von y und D entspricht daher der unendlich ferne 
Punkt von E. Da E offenbar als Gaußische Zahlenebene aufgefaßt werden muß, 
geht bei unsrer involutorischen Zuordnung jede Gerade durch M in eine Gerade 
durch M über, insbesondere die Gerade y in sich selbst, und zwar ist sie die einzige. 
die in sich selbst übergeht. Da die Zuordnung konform ist, ändern die Winkel 
zwischen den durch M gehenden Geraden ihre Größe nicht, wohl aber ihren Sinn. 
Jeder Kreis mit dem Mittelpunkte M geht in einen ebensolchen über; ein auf y 
liegender Punkt des Kreises bleibt auf y; der Durchlaufungssinn der übrigen Punkte 
des Kreises wird umgekehrt. Bedenkt man nun, daß P’ und ! zwei Punkte von y 
sind, die einander entsprechen, so erkennt man sofort, daß h der P entsprechende 
Punkt ist. Der Kreis um M durch PP’ geht nämlich in den Kreis um M durch 
hl über, und dabei entsprechen einander P und h, P’ und !. Demnach ist der Null- 
punkt h ein zweiter harmonischer Pol von P in bezug auf den J-Kegelschnitt k. 
Die Nullgerade der Polaren von P in bezug auf den J-Kegelschnitt k ist die Ge- 
rade hf. 
Es bleibt noch der Ausnahmefall zu behandeln, wo der Kegelschnitt k, der in 
einer nicht horizontalen Ebene liegt, eine Parabel mit horizontaler Achse ist. Die 
durch P gehende horizontale Nullpunktebene E schneidet die Ebene der Parabel 
in der Geraden y und die Parabel selber in einem im Endlichen liegenden Punkte Q. 
Der unendlich ferne Punkt der zugehörigen Tangente t von k ist der Pol von y in 
bezug auf k und zugleich der Pol der .J- Geraden E in bezug auf den .J - Kegelschnitt k. 
Der Diameter D ist die unendlich ferne Gerade der Ebene des Kegelschnitts k. 
Der J-Kegelschnitt k wird von der unendlich fernen J-Geraden in dem unendlich 
fernen Punkte der X-Achse berührt, und der unendlich ferne Punkt von t, als 
J-Punkt aufgefaßt, ist der J-Pol der J-Geraden E und also ein harmonischer 
J-Pol des Nullpunktes P. Auf der Gaußischen Ebene E haben wir nun wieder eine 
involutorische konforme Zuordnung der Punkte, bei der aber jetzt ) und der un- 
endlich ferne Punkt beide in Ruhe bleiben. Der dem Punkte P entsprechende Punkt h 
liegt auf der Geraden PQ derart, daß Q die Mitte zwischen P und A ist. Die Null- 
gerade der Polaren von P in bezug auf den .JJ- Kegelschnitt k ist die durch h gehende 
Parallele zu t. 

S. 42, Z.13—18. Gemeint ist natürlich, daß die Nullgerade der Polaren den 
Diameter D schneidet. Bewegt sich P in einer Ebene durch D, so behält der Winkel 
PM P’ immer denselben Wert; der Punkt kh durchläuft also ebenfalls eine durch D 
gehende Ebene. Liegt D im Unendlichen und durchläuft P eine zur Ebene von k 
parallele Ebene, so gilt von h dasselbe. 
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S. 42, Nr. 63. Es ist wohl nicht nötig, den Satz zu beweisen, daß die Polaren 
dreier Punkte a,b,c in bezug auf einen Kegelschnitt ein zu dem Dreiecke a,b,e 
perspektives Dreieck bilden. i 

Es ist auffallend, daß Lie auf Z.21 von einem vertikalen Kreise spricht, 
auf 2. 23 aber das Beiwort vertikal wegläßt. Man könnte daher auf die Vermutung 
kommen, daß sich der zweite Absatz von Nr. 63 auf einen beliebigen, nicht hori- 
zontalen Kreis bezieht. 

Um darüber ins klare zu kommen, vergegenwärtigen wir uns, was sich aus dem 
auf S.42, Z2.3—12 Gesagten ergibt, wenn k ein nicht horizontaler Kreis ist. Die 
Gerade Mf steht dann in M auf der Geraden y senkrecht, und die durch M f gehende 
Vertikalebene halbiert den Winkel PMh, also auch den Winkel zwischen den beiden 
Ebenen PMf und hMf. Der Nullpunkt P und die Nullgerade hf seiner Polaren in 
bezug auf den als J-Kegelschnitt aufgefaßten Kreis k bestimmen daher mit M }; 
das heißt, mit D zwei Ebenen, die man erhält, wenn man die Ebene des Kreises 
von D als Achse um zwei Winkel dreht, die gleiche Größe, aber entgegengesetzten 
Sinn haben. In der Ebene des Kreises liegen dann zwei Punkte P, und h,, von 
denen P, bei der einen Drehung mit P zur Deckung kommt, während h, bei der 
andern Drehung auf h fällt. Es fragt sich nun, ob der Kreis %k so gewählt werden 
kann, daß für jede Lage des Punktes P stets der Punkt P, die Gerade h,f zur Po- 
laren hat. Da aber f der Pol der durch P bestimmten Geraden > ist, kann das offen- 
bar nur der Fall sein, wenn P, auf y liegt. Soll andrerseits jeder Punkt P der durch y 
gehenden Horizontalebene bei einer Drehung um die Achse D in einen Punkt von y 
übergehen können, so muß die Drehachse vertikal sein, und dasselbe muß auch von 
dem Kreise k gelten. Demnach kann sich die im zweiten Absatze von Nr. 63 an- 
gegebene Konstruktion nur auf einen vertikalen Kreis und auf dessen vertikalen 
Durchmesser beziehen. 

Die Richtigkeit der Konstruktion für diesen Fall liegt auf der Hand. Dreht 
man nämlich die Ebene, die P und den vertikalen Durchmesser enthält, um diesen 
Durchmesser, bis sie in die Kreisebene fällt, so kommt P auf lzu liegen, und dreht 
man die Ebene, die durch den Durchmesser und durch hf geht, um den entgegen- 
gesetzt gleichen Winkel, so kommt hf zur Deckung mit P’f. Aber P’ und {sind har- 
monische Pole von I und also ist P’f die Polare von lin bezug auf den Kreis. 

Durch die in Nr. 63 angegebene Konstruktion erhält man daher aus zwei 
konjugierten Dreiecken in der Ebene von k zwei Dreiecke in verschiedenen Ebe- 
nen, wo die Ecken jedes der beiden Dreiecke, als Nullpunkte aufgefaßt, in bezug 
auf den J-Kegelschnitt k Polaren haben, deren Nullgerade die Seiten des andern 
sind. Die drei J- Geraden, die entsprechende Ecken der beiden Dreiecke verbinden, 
gehen durch einen J-Punkt; die drei Nullgeraden zwischen den entsprechenden 
‚Ecken gehören daher der Kongruenz dieses J-Punktes an. Bringt man diese drei 
Nullgeraden mit der Ebene ;— 0 zum Schnitte und legt man durch die Schnitt- 
punkte den hindurchgehenden Kreis, so bilden die durch diesen Kreis gehenden 
Kongruenzgeraden nach S.6 ein Hyperboloid mit horizontalen Kreisschnitten. 

Aus dem Gesagten geht hervor, daß die auf D senkrechten Schnitte des Hyper- 
boloids in der Tat Kreisschnitte sind. Es fragt sich, ob diese Kreisschnitte wirklich, 
wie 8. 42, 2.1 v. u. behauptet wird, geradlinig sind. Darüber müssen wir durch ana- 
Iytische Behandlung der hier auftretenden Beziehungen Aufschluß erhalten. 

Es ist offenbar keine Beschränkung der Allgemeinheit, wenn wir den Kreis k 
solegen, daß er in die r, 3- Ebene fällt und den Koordinatenanfang zum Mittelpunkte 
hat. Seine Gleichung ist dann r? + 3?—= a?, und X? -+ 3° = a? ist der zugehörige 
J-Kegelschnitt. Es seien z,,2, (k=1,2,3) drei beliebige Punkte der Kreisebene. 
Die Ecken z,,z, des entsprechenden Polardreiecks sind durch die Gleichungen: 


(84) + 2.3= a (k#j; k,j=1, 2, 8) 


. 
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bestimmt, aus denen sich ergibt: 


zu—2) „_@l—3,) 
Tu2,— Zu 2," ? Zur, — Zus,” 


(85) = 


unter A, u,» eine zyklische Vertauschung von 1,2,3 verstanden. Dreht man nun 
um die 3-Achse, und zwar die Punkte z,, 2, um den Winkel + p, die Punkte 2, 8; 
um den Winkel — p, so erhält man in einer Ebene die drei Punkte: 


(86) met, mei, 22% (k=1, 2,3), 
in einer anderen diese drei: 
(86°) net, Kader, „er (k=1, 2, 9), 


und es liegt auf der Hand, daß die sechs Nullpunkte &,, 3. = 2, und X}, 2 
in bezug auf den J-Kegelschnitt &? + 3? = a? konjugierte Dreiecke bilden. Ver- 
binden wir die A-te Ecke des einen Dreiecks mit der A-ten des zweiten, so erhalten 
wir eine J-Gerade, auf deren Nullgeraden ein beliebiger Punkt &, — u, +, 
= -%,%, = 3, durch die Gleichungen: 


Gt) =9mEr +oyzert?, 
(87) Grau neirtoze?, 
+0), = 02 +92% 
bestimmt ist. Diese drei Nullgeraden gehören der Kongruenz eines J-Punktes an. 


Auf der Horizontalebene % —= 3 schneiden unsere drei Nullgeraden ein Drei- 
eck aus, dessen Ecken wir erhalten, wenn wir 0,:0, so wählen, daß & ‚> 3 wird. 
Es sind daher: 


dan +6 )etr, 
GB) = —)zertP? +(— 2) z,ei? 


die Koordinaten einer Ecke dieses Dreiecks. Nun wird: 


(88) 


(2, — 27) (zu — Zu) (E) Eu — & &u) = 

= (5 —3)(E — Zu), u — (Zu —3)(E — 25) ur, } (eiP —er2ip), 
also finden wir: 
(89) (4 — 23) 3 — 2)(53 — 2) IE, u — s)= (AR + Ba +C)(eip —e-rie), 
wo: 

A ns — 2,)(2u2, — 2,85), 
(90) B — 5 — 2) (+2), u (+ 2)2u8,), 

C DAL — 2,) {(Zu27 Cu2, — 2 2u2,2u}s 


unter > die zyklische Summe verstanden. Hier können wir mit Hilfe von (84) 
alles durch die 2,,2, allein ausdrücken und erhalten: 


A => — 2,)(27 4 — zu) =0, 
1% = I, — 2,) (27 2u 2724 — 2u272u2) + a: >(z, — 2,)(2u2; —2%2u)=0, 
Bea S@—)&+n—-—2)+ 

+D2&—- 2) (a +) —(Z+ 2) = 0. 
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Hieraus geht hervor, daß unsre drei Geraden einem Hyperboloide angehören, 
dessen zweite Schar von Erzeugenden aus horizontalen Geraden besteht, das also 
wirklich horizontale geradlinige Kreisschnitte besitzt. Dieses Hyperboloid bestimmt 
nach $. 554f. zwei J-Punkte, von denen der eine der unendlich ferne Punkt der 
&X-Achse ist, während unsre drei Nullgeraden der Kongruenz des anderen an- 
gehören. 

Das letztere wissen wir von vornherein, hätten also nicht nötig gehabt, es noch 
einmal besonders zu beweisen. Es muß daher möglich sein, in einfacherer Weise 
zu zeigen, daß die zweite Schar von Erzeugenden aus horizontalen Geraden besteht. 
Das ist nun auch in der Tat der Fall. 

Wir erhalten nämlich die unendlich fernen Punkte der früher betrachteten 
drei Nullgeraden, wenn wir 0, + o, = 0 wählen. Die Größen: 


(91) zit et, Deere, Gey—ı 


können dabei geradezu als homogene Koordinaten eines solchen unendlich fernen 
Punktes betrachtet werden. Nun ist: 


Eu — &, &u=— (2, Eu Zul ©) (et? — Berl), 


= (ad zuz)(eiP-- 10), 
also wird: 

SEE en Eu) == 0, 
das heißt, unsre drei Nullgeraden schneiden auf der unendlich fernen Ebene drei 
Punkte aus, die in gerader Linie liegen, die aber, wie man sich leicht überzeugt, 
die Gleichung £ = O nicht befriedigen. Das durch unsre drei Nullgeraden bestimmte 
Hyperboloid hat infolgedessen die unendlich ferne Ebene zur Tangentialebene, 
und da es durch die Kreispunkte der Ebene 3 = 0 geht, ist die zweite in der unend- 
lich fernen Ebene liegende Erzeugende eben die unendlich ferne Gerade der Ebene 
ı— 0. Diese gehört derselben Schar von Erzeugenden an, wie die drei Nullgeraden. 
Sie läßt ohne weiteres erkennen, daß die horizontalen Kreisschnitte des Hyper- 
boloids geradlinig sind. 

Vermutlich hat Lie das auf die eben angegebene Weise eingesehen. Wenigstens 
scheint sich kein anderer Weg darzubieten, auf dem er kürzer oder gar ohne Rech- 
nung zu seinem Ergebnisse gelangt sein könnte. 

S.42, 7.8—83 v. u. Der der Horizontalebene konjugierte Diameter D ist der 
Ort der Pole aller Horizontalebenen oder, anders ausgedrückt, die reziproke Polare 
der unendlichen fernen Geraden der Ebene 3—0. Wie aus dem auf 8.591 ff. Gesagten 
hervorgeht, ist D zugleich der Nullstreifen der Polaren des unendlich fernen Punktes 
der X-Achse in bezug auf den durch die Linienfläche bestimmten J-Kegelschnitt, 
und außerdem der Ort der Pole aller J-Geraden, die durch die horizontalenNull- 
punktebenen dargestellt werden. Hierin liegt schon, daß der Nullstreifen der Po- 
laren jedes Nullpunktes D schneidet. Umgekehrt liegt der Pol jeder J-Geraden, 
deren Nullstreifen D schneidet, auf der horizontalen Nullpunktebene, welche die 
Polare des betreffenden Schnittpunktes darstellt, und ist daher ein Nullpunkt. Es 
versteht sich von selbst, daß D nichts anderes ist als der Durchmesser D, der in 
Nr. 62, S. 42 mit Hilfe eines auf dem Nullstreifen des J-Kegelschnitts enthaltenen 
Kegelschnitts definiert wird. 

S.43, 2.5. Lie läßt den Fall unberücksichtigt, daß L zwar den Diameter 
schneidet, nicht aber die Linienfläche. 

S.43, Z.9,8 v.u. Unter diesen Geraden gibt es unendlich viele, die auch die 
Linienfläche schneiden. 

S.44, Z.1-—3. Wird das ganze Kegelschnittbüschel durch die Gleichung: 
U-+7V = 0 dargestellt, so ist das im Satze erwähnte Doppelverhältnis das der 
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vier Werte von A, die zu den vier Kegelschnitten gehören. Man kann es auch einfach 
als das Doppelverhältnis der vier Kegelschnitte bezeichnen. 

S. 44, 2.4—8. Vgl. Nr. 53, S. 37 und Nr. 61, S. 41. 

S. 44, Z. 11—14. Wenn der Punkt P des Satzes Z.1—3 auf den vier Kegel- 
schnitten liegt, werden seine Polaren die vier zugehörigen Tangenten. 

S. 44, Z. 14—18. Das Doppelverhältnis von vier beliebigen Polarerr des Null- 
punktes ist ja gleich dem von vier Erzeugenden des Kegels und also reell. 

S. 44, Z.19—27. Vgl. S.38, Nr. 55. Bei dem Lieschen Beweise (Z. 24—27) 
wird vorausgesetzt, daß die Achse das Hyperboloid schneidet. Daß diese Voraus- 
setzung keinen Einfluß hat, ergibt sich daraus, daß die J-Kegelschnitte k nach 
S. 581f. einem Büschel von 00? J-Kegelschnitten angehören. Sie werden erhalten, 
wenn man den Koeffizienten A in der Büschelgleichung = 1:1 setzt, also gleich 
einer linear gebrochenen Funktion eines reellen Parameters. Das Doppelverhältnis 
von vier beliebigen Kegelschnitten X ist infolgedessen reell. 

S. 44, Z.13—10 und 6—4 v. u. „Quadrilatere‘‘ bedeutet hier Viereck, nicht 
etwa Vierseit. 

S. 44, Z. 9—7 v. u. Der Diameter D ist die Polare des unendlich fernen Punktes 
der in der Ebene von k enthaltenen horizontalen Geraden und daher in bezug auf 
den J-Kegelschnitt k der Nullstreifen der Polaren des unendlich fernen Punktes 
der X£-Achse. Deshalb gehen alle Diameter D durch einen J-Punkt; da sie überdies 
projektiv auf die Ebenen der Kegelschnitte k bezogen sind, haben vier beliebige 
unter ihnen stets ein reelles Doppelverhältnis. 

S.44,2.3v.u.,45, Z.1—3. Also gehört L nicht zu der Schar von Erzeugenden, 
die von den Diametern D gebildet wird. Daß der Pol von Z immer ein Nullpunkt ist, 
folgt aus S. 42, Nr. 64. Der Ort dieser Pole liegt daher auf dem Nullstreifen eines 
J-Kegelschnittes und ist überdies projektiv auf die Ebenen der Kegelschnitte k 
bezogen. Deshalb haben vier solche Pole immer ein reelles Doppelverhältnis und 
der Ort aller ist im allgemeinen eine (,‘. 

S.45, 2.1 v.u. Die Zentren der Kegelschnitte k sind wieder projektiv auf die 
Ebenen der Kegelschnitte k bezogen, deshalb ist ihr Ort eine C,’ oder ein Kegel- 
schnitt. Das erste ist ausgeschlossen, weil ein Hyperboloid mit horizontalen Kreis- 
schnitten von den Ebenen eines Büschels gerade in zwei Parabeln geschnitten wird, 
während eine C; außer den beiden Kreispunkten der Ebene 3= 0 nur noch einen 
unendlich fernen Punkt enthält. 

S.45, Z.11f. Vgl. S. 38f., Nr. 56. 

S.45, 2.12 —17. Die berührenden Generatrizen sind die Nullgeraden der 
beiden J-Tangenten, die vom J-Punkte G an den J-Kegelschnitt 0,’ gelegt werden 
können. Variiert die Cy’, so geht der .J-Kegelschnitt C,’ immer durch dieselben 
vier Punkte, die Polare des J-Punkts G geht daher durch einen festen J-Punkt. 
Da die Tangente der C,’ in einem der festen Punkte stets auf der zu diesem gehörigen 
Tangentialebene des Hyperboloids bleibt, so folgt, daß die vier Polaren, die vier 
verschiedenen C,’ entsprechen, immer reelles Doppelverhältnis haben. 

S.45, 2.16, 15 v. u. Eigentlich: ‚Die Pole einer... in bezug auf alle Linien- 
flächen einer solchen Schar sind auf... ..‘“ Die horizontalen Nullebenen stellen J- Ge- 
rade dar, deren Pole in bezug auf die J- Kegelschnitte Nullpunkte sind (vgl. S. 594) 
und den Nullstreifen einer J- Geraden erfüllen. Daraus folgt der Satz für Horizon- 
talebenen. Seine Allgemeingültigkeit versteht sich dann von selbst. 

S.45, 2.8—5 v.u. Vgl. S. 35f., Nr. 49, 50. 

S.45, 2.4—2 v.u. Siehe S.50f., Nr. 82, 83. 

S. 46, 2.5—7. Dieser Satz ist schon i in Nr. 60 auf S. 41 benutzt worden. Vgl. 
die Anm. zu S.41, Z. 6—9, S. 602. 

S. 46, 2.13. Als J-Tangenten von U aufgefaßt, bestimmen die acht Erzeugen- 
den eine homographische Beziehung zwischen den J-Tangenten von U. Der Ort 
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der Schnittpunkte entsprechender J-Tangenten ist der J-Kegelschnitt, dessen 
Nullstreifen den Kegelschnitt K enthält. Es gibt zwei J-Tangenten von U, die bei ° 
der Homographie sich selber entsprechen, und die sind zugleich J-Tangenten 
von RK. 

S. 46, Z. 14—17. Die zwei festen J-Punkte werden durch die Schnittpunkte 
bestimmt, die U mit der Achse hat. Siehe die Anm. zu S. 41, 2. 6—9, S. 602. 

S. 46, Nr. 72. Vgl. S.43, Nr. 65, 2.9,8 v.u. 

S. 46, Z2.3—1 v. u. Vgl. die Anm. zu S. 30, Nr. 38, S. 568 f. Der Komplex wird 
vom zweiten Grade auch dann, wenn man eine beliebige Korrelation hat, nicht bloß, 
wie hier, ein Polarsystem. 

S.46, Z.1 v.u. Der in dem jetzigen Abdrucke fett gedruckte Buchstabe A 
soll andeuten, daß hiermit die erste Definition des Komplexes gegeben ist. Dieser 
folgen noch drei andere: B, S. 47; C, 8.48; D, 8. 49. 

S. 47, 2. 9—11. Der Komplex besteht also aus den oo! Kongruenzen, die zu 
den auf der S- Kurve liegenden J-Punkten gehören. 


S. 47, 2.12—16. Auf einer Horizontalebene, die als J-Gerade aufgefaßt 
lauter .J- Punkte gleichen Gewichtes enthält, sind die S-Kurven die Kreise und die 
Geraden. Hat man eine .J-Gerade, die durch eine nicht horizontale gestreifte Ebene 
abgebildet wird, so werden deren J-Punkte durch die Parallelen zur 3- Achse pro- 
jektiv auf die Nullpunkte jeder Horizontalebene bezogen, denn diese Parallelen 
repräsentieren die .J-Geraden durch den unendlich fernen Punkt der Z-Achse. 
Auf dieser gestreiften Ebene sind daher die S-Kurven gewisse Kegelschnitte und 
außerdem alle geraden Linien. Die Kegelschnitte sind Ellipsen und dadurch gekenn- 
zeichnet, daß sie durch die beiden unendlich fernen konjugiert imaginären Punkte 
der gestreiften Ebene gehen, die man erhält, wenn man die Kreispunkte der Ebene 
30 von dem unendlich fernen Punkte der 3-Achse aus projiziert. 

Lie betrachtet nur den allgemeinen Fall, wo die S-Kurve der J-Punkte P 
ein Kegelschnitt ist. 

S. 47, 2.16—13 v.u. Hätte Q, die durch Q, gehende horizontale Nullebene 
zur Polaren, so gälte für Q, das Entsprechende, der J-Kegelschnitt hätte also zwei 
reelle zur &-Achse parallele J-Tangenten, sein Nullstreifen enthielte daher nach 
S. 577ff. einen Kegelschnitt, was hier ausgeschlossen ist. 

S. 48, 2.17—20. Die Punkte Q, und Q, sind nach Nr. 74 stereometrische Pole 
in bezug auf den Nullstreifen C,. Es müßte daher bewiesen werden, daß auch 
die Kreispurkte +x solche Pole sind. Das meint Lie, aber er hat es verkehrt 
ausgedrückt. «' 

S.48, 2.19—8 v.u. Jeder Nullpunkt ist der Scheitel eines Komplexkegels 
zweiten Grades, dessen Erzeugende die Punkte der Polaren des Nullpunkts zu Polen 
haben. Dieser Komplexkegel geht durch die vier Punkte + x, Q1,@. Ist R, ein 
Nullpunkt auf der Horizontalebene durch Q,, so ist seine Polare eine Gerade durch 
(),. Unter den Polaren der Punkte dieser Geraden ist die Polare von Q, enthalten, 
also die Horizontalebene durch Q,, auf der die Kreispunkte + x liegen. Der zu R, 
gehörige Komplexkegel enthält diese Ebene oder, genauer ausgedrückt, das in dieser 
Ebene liegende Geradenbüschel, dessen Träger R, ist. Außerdem enthält er noch 
ein Strahlenbüschel mit R, als Träger, und die Ebene dieses Büschels muß durch @, 
gehen. Sie schneidet auf der Horizontalebene durch Q, eine Gerade aus, auf der R, 
ein beliebiger Punkt sei. Dann ist R, R, eine Komplexgerade, und der Komplexkegel, 
dessen Spitze R, ist, enthält offenbar alle durch R, gehenden Geraden, die Q,R, 
treffen. Ist daher R,’ ein beliebiger Punkt auf Q,R,, so ist RR, eine Komplex- 
gerade, und somit gehört das ganze Büschel aller Geraden durch R}’, dieQ, R, treffen, 
dem Komplexe an; das heißt, dieser enthält die Kongruenz, die durch Q,R, und 
Q,R, als Leitlinien bestimmt ist. 
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Diesen Sachverhalt können wir mit Lie auch so ausdrücken: Jede nicht hori- 
zontale Komplexgerade, welche die durch Q, gehende horizontale Gerade Q,R, 
trifft, trifft auch eine ganz bestimmte horizontale Gerade Q, R, durch Q,. 

S.48, 2.7—5 v.u. Der Hinweis auf Fig. 2 soll andeuten, daß die Punkte 
a,bin den Horizontalebenen durch Q, und Q, liegen. 

$.49, Z.4f. Die Gerade g, die nach Nr. 76 zusammen mit dem Tetraeder T 
den Komplex bestimmt, schneide die Horizontalebenen durch Q, und Q, in den 
Punkten R, und R,; und eine beliebige Komplexgerade schneide diese Ebenen in 
A, und A,.!) Dann gibt es immer ein Hyperboloid mit horizontalen Kreisschnitten, 
das durch Q, und Q, geht und auf dem die beiden Komplexgeraden R,R, und A,4, 
liegen. Dieses enthält die beiden Kreise, die durch 9,4, R, und Q,A,R, gehen, und 
zwar wird die Schar von Erzeugenden, der R,R, und A,4A, angehören, eine durch 
Q, gehende Erzeugende enthalten, die den Kreis Q, 4, R, in einem Punkte Q, trifft, 
und eine Erzeugende durch Q,, die den Kreis Q, A, R, in Q,’ trifft. Die beiden Kreis- 
vierecke Q,Q,' Aı Rı und Q,’Q0, A, R, sind dann einander ähnlich (vgl. S.543f.), dem- 
nach sind die Winkel A,Q,R, und 4,0, R, einander gleich, und ebenso die Winkel 
4A,Q,' Rıund 4,0, R,. Aber die Winkel 4,0, R, und 4,0,’ R, sind gleich, als Peripherie- 
winkel über demselben Bogen; aus demselben Grunde sind die Winkel 4,0, R, 
und 4,9,’ R, gleich. Mithin ist der Winkel 4,0; R; gleich A,Q, R,. Daraus aber folgt, 
daß der Winkel zwischen Q,4, und Q,A4, dem Winkel zwischen Q,R, und Q;R, 
gleich ist und also für jede Komplexgerade denselben Wert hat. 

S.49, 2.9. Die beiden Geradenbüschel der Direktrizen in den beiden Horizontal- 
ebenen durch Q, und Q, sind so auf einander bezogen, daß zwei einander entsprechende 
Gerade immer denselben Winkel bilden. Indem man beide Büschel perspektiv auf 
die unendlich ferne Gerade der Ebene 3 = 0 abbildet, erhält man den Paaren zu- 
sammengehöriger Leitlinien entsprechend auf dieser Geraden unendlich viele 
Punktepaare, die mit den beiden Kreispunkten der Ebene 3— 0 ein konstantes 
Doppelverhältnis bilden. 

Ist nun wie vorhin A,A, die Komplexgerade, die zusammen mit dem Tetra- 
eder den Komplex bestimmt, und R,R, eine beliebige Komplexgerade, so geht 
durch Q,,0;, Aı 4, und R,R, ein Hyperboloid mit horizontalen Kreisschnitten. 
Die beiden Ebenen Q, R, R, und Q, R, R, schneiden auf der unendlich fernen Geraden 
der Ebene 3 — 0 dieselben Punkte aus wie die zur Komplexgeraden R, R, gehörigen 
Leitlinien Q, R, und Q, R,. Demnach können wir schließen, daß die vier durch RR, 
gehenden Ebenen, auf denen die Punkte Q,,Q, und die beiden Kreispunkte der 
Ebene 3 = Olliegen, ein konstantes Doppelverhältnis bilden, das gleich ist dem Dop- 
pelverhältnisse der vier Ebenen durch 4,4, und diese vier Punkte. Unser Komplex 
hat somit die Eigenschaft, daß die vier Ebenen, die eine beliebige Komplexgerade 
und die vier Ecken des Tetraeders T enthalten, ein konstantes Doppelverhältnis 
bilden; das heißt, er ist ein tetraedraler Komplex, der auch als Reyescher 
Komplex bezeichnet wird. 

Lie erwähnt diese Eigenschaft des Komplexes hier nicht, doch ist wohl 
sicher, daß er sie damals schon erkannt hat. Jedenfalls ist aber hiernach nicht über- 
raschend, daß erin Abh. V, S. 68ff. den Reyeschen Komplex von neuem behandelt. 
Durch kollineare Transformation erhält man aus den beiden Horizontalebenen 
durch Q, und Q, die zwei festen Ebenen von $. 49, Z. 8f., und die Punkte auf deren 
Schnitte werden dabei so projektiv auf einander bezogen, daß zwei unter ihnen in 
Ruhe bleiben. Diese bilden mit den beiden festen Punkten das Tetraeder, das an die 
Stelle von T tritt. 

S.49, Z.13f. Man sieht das allerdings der Definition (B.) zunächst nicht an, 
erkennt es aber, wenn man sich erinnert, daß die Kongruenz jedes J-Punktes zwei 


1) Es sind das die Punkte, die Lie mit a,b bezeichnet. 
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konjugiert imaginäre Leitlinien besitzt, von denen jede nach einem der beiden Kreis- 
punkte + x der Ebene 3 = 0 gerichtet ist. Für den J-Punkt Z, X sind diese Leit- 
linien nach S. 553: 

Z=X,3=2 ud: AeRX,yg=Z, 


Istnun <= B3-+ A die J-Polare des unendlich fernen Punktes der &-Achse, so 
haben wir nach $. 47 auf dieser J- Geraden oo! J-Punkte, aus deren Kongruenzen 
unser Komplex besteht. Diese J-Punkte bilden-auf der J- Geraden eine S-Kurve, 
sie werden also durch eine Gleichung von der Form: 


dargestellt, wo l,m,n,p komplex und die Veränderliche 7 reell. Die zugehörigen 
Kongruenzen haben zu Leitlinien die 00! Geraden: 


I+-mA I+-m} 

ME Dekor RB 

n--p4 . n+p4 

durch den einen Kreispunkt und die konjugiert imaginären Geraden durch den 
andern Kreispunkt. Die erste Schar von Leitlinien liegt in der Ebene: 


x=B;+A4, 


d 


die zweite in der dazu konjugierten. Die zu den oo! J-Punkten gehörigen Paare 
von Leitlinien bestimmen auf der reellen Schnittgeraden dieser beiden Ebenen zwei 
projektive Punktreihen, deren Beziehung durch die Gleichung: 


(nm — pl); + (mn — Ip) +im — mi =0 


dargestellt wird und die zu Doppelpunkten die Punkte hat, in denen die S- Kurve 
von der Nullgeraden der Polaren des unendlich fernen Punktes der &-Achse ge- 
schnitten wird. Sind diese Schnittpunkte reell, so sind sie keine andern als die früher 
mit Q,, 0, bezeichneten Punkte. 

Die Definition (D.) umfaßt daher die Definition (B.), wenn die beiden festen 
Punkte die Kreispunkte der Ebene 3 = 0 sind und die festen Ebenen zwei konju- 
giert imaginäre Ebenen durch die Kreispunkte. 

Da der Komplex zufolge der Definition (D.) zu sich reziprok ist, kann er auch 
definiert werden als der Inbegriff aller Geraden, welche die vier Ebenen des Tetra- 
eders T unter konstantem Doppelverhältnisse schneiden. Das von Lie angeführte 
Beispiel enthält die zur Definition (C.) reziproke Definition. =" 

S.49, Nr.79. Über die Komplexflächen vgl. Plücker, Neue Geometrie 
S. 225, 337. Die ‚„‚wohlbekannte‘“ Kongruenz ist die, welche ein Komplex zweiten 
Grades mit einem ausgearteten linearen Komplex gemein hat, also der Inbegriff 
aller Geraden des Komplexes zweiten Grades, die eine feste Gerade schneiden. 
Die Bemerkung auf Z.1 v. u. besagt wohl, daß die Kongruenz, die bei dem hier be- 
trachteten Komplexe zweiten Grades durch eine Gerade von allgemeiner Lage 
bestimmt wird, durch kollineare Transformation die Kongruenz ergibt, die zu 
einem allgemeinen Komplexe zweiten Grades gehört. 

In der Tat, der hier betrachtete Komplex ist bestimmt durch ein Tetraeder 
und durch ein Doppelverhältnis, er hängt also von 13 Konstanten ab. Ebensoviele 
Konstanten enthält aber die Kongruenz zweiten Grades, die ein allgemeiner Kom- 
plex zweiten Grades unter den Geraden aussondert, die eine beliebige Gerade 
schneiden. 

Die Gerade L darf selbstverständlich nicht horizontal sein, außerdem auch 
keine Komplexgerade, sonst erhielte man nach Nr. 77 kein Hyperboloid, sondern 
einen Kegel. Infolgedessen geht L weder durch Q, noch durch Q, und schneidet die 
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Horizontalebenen durch diese Punkte in zwei von Q, und Q, verschiedenen Punkten, 
S, und $,. Das sind die einzigen Punkte auf L, deren Komplexkegel zerfallen. Die 
Beziehung zwischen den Punkten des Hyperboloids und den Linien der Kongruenz 
ist im allgemeinen eindeutig umkehrbar: den Punkten jeder Erzeugenden des Hyper- 
boloids, die eine Komplexgerade ist und die weder durch Q, noch durch Q, geht, 
entsprechen eindeutig umkehrbar die Erzeugenden eines Kegels zweiten Grades, 
der seine Spitze auf L hat. Dagegen ist es bei den durchQ, und Q, gehenden Erzeugen- 
den anders. Es entspricht zum Beispiel zwar jedem Punkte der durch Q, gehenden 
Erzeugenden eindeutig umkehrbar eine Gerade durch S, in dem Büschel, dessen 
Träger S, ist und dessen Ebene den Punkt Q, enthält. Dabei muß man dem Punkte 
Q, die durch $, gehende horizontale Gerade des Büschels zuordnen. Außerdem sind 
aber dem Punkte Q, überhaupt alle durch S, gehenden horizontalen Geraden zuzu- 
ordnen, das heißt, alle Geraden des zweiten Büschels, in das der Komplexkegel durch 
S, zerfällt. 

S.49, 2.3,2 v. u., 50, Z.1—3. Das Hyperboloid H ist das auf S. 47, 2.2 v.u. 
bis 48, Z.2 erklärte. Die Gerade, deren Nullpunkte den Komplexerzeugenden von 
H entsprechen, nennen wir L. Den Nullpunkten von k entsprechen dann Komplex- 
gerade, die L schneiden und die Linienfläche bilden. Die Nullpunkte einer beliebigen 
Geraden L’ sind die Pole der einen Schar von Erzeugenden eines Hyperboloides H’, 
das k in vier Punkten schneidet. Deshalb trifft L’ vier Erzeugende der Linienfläche, 
und diese ist vom vierten Grade. Den Punkten der Linienfläche entsprechen die 
Komplexgeraden, die den Kegelschnitt k treffen; den Punkten der Doppelkurve 
die Komplexgeraden, die in der Ebene von k liegen. Diese bilden eine Kurve zweiter 
Klasse, also gehen durch jeden Punkt von k zwei solche, das heißt, jede Erzeugende 
der Linienfläche enthält zwei Punkte der Doppelkurve. 

Um die Natur der Doppelkurve zu erkennen, ersetzen wir die durch den J- 
Kegelschnitt C, bestimmte Dualität durch die Aufeinanderfolge zweier Transforma- 
tionen. Wir führen nämlich zuerst die durch den .J- Kegelschnitt k bestimmte Duali- 
tät aus und dann die projektive Transformation, bei der den Tangenten des Kegel- 
schnitts k die Erzeugenden der geradlinigen Fläche entsprechen.!) Dann können 
wir uns auf $. 34f., Nr. 47 berufen, und sehen, daß die Doppelkurve eine 0,’ ist, zu- 
gleich ergibt sich wieder vier als der Grad der Linienfläche. Es bleibt daher nur 
noch zu zeigen, daß die Cy durch Q, und Q, geht. 

Daß sie zum Beispiel durch Q, geht, folgt daraus, daß die J-Polare von Q, 
in bezug auf den .J- Kegelschnitt C, die Horizontalebene durch @; ist. Diese schneidet 
nämlich die Ebene von k in einer horizontalen Komplexgeraden und k selbst in 
zwei Punkten, deren Polaren auf der Linienfläche liegen und durch den Pol der 
Komplexgeraden, also durch Q, gehen. Somit ist 9, ein Punkt der Doppelkurve. 
Dabei ist es gleichgültig, ob die Komplexgerade den Kegelschnitt k in zwei reellen 
Punkten trifft oder nicht. Aus Nr. 47 geht ja hervor, daß vermöge des J-Kegel- 
schnitts C, den Punkten der Ebene von k die Chorden von C,’ entsprechen. Den 
Punkten unsrer Komplexgeraden entsprechen daher lauter solche Chorden, und da 
diese alle durch Q, gehen, so liegt Q, auf Cy'. 

S.50, Z.3—8. Von der Linienfläche vierten Grades sondert sich jetzt diese 
Ebene ab. Die in der Ebene von k liegenden Komplexgeraden bilden zwei Büschel, 
von denen eines Q, zum Träger hat, das andre die in der Horizontalebene durch @, 
liegende Gerade enthält. Es sei M der Träger dieses Büschels, dann geht die Polare 
von M durch Q, und enthält die Pole aller Geraden des Büschels. Da jede Gerade des 
Büschels zwei Punkte von k trifft, gehen durch ihren Pol zwei Erzeugende der Linien- 
fläche, also ist die Polare von M eine Doppelkurve der Linienfläche. Die Komplex- 
fläche ($. 50, Z. 6) ist die Umhüllungsfläche der Komplexkegel, deren Spitzen auf 


1) Genau so verfährt Lie in Nr. 87, S. 52. 
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der zu dem Hyperboloide H gehörigen Geraden L liegen. Demnach ist Z, die einfache 
Direktrix der Linienfläche. 

S. 50, Z.10—16. Den zwei Geraden entsprechen ja zwei Punkte des Hyper- 
boloids H, und diese bestimmen eine durch Q, gehende Ebene. Auf zwei Ebenen 
durch Q, liegt im allgemeinen noch ein von Q, verschiedener Punkt von H. — 
Durch 9, geht eine Gerade der Linienfläche, die zweifache Direktrix, die in jedem 
Punkte von zwei Erzeugenden der Fläche geschnitten wird. Die einfache Direktrix 
zählt nicht zu den Erzeugenden. 

S. 50, Z. 17—19. Jeder Punkt von L ist Spitze eines Komplexkegels, der eine 
durch Q, gehende Erzeugende enthält. Damit sind alle durch Q, gehenden Geraden 
der Kongruenz erschöpft. Wir erinnern ferner daran, daß S, und S, die Punkte sind, 
in denen L die Horizontalebenen durch Q, und Q, trifft. 

Welche Kongruenzgeraden liegen nun in einer durch Q, gehenden Ebene? 
Wir sehen natürlich von dem Falle ab, daß die Ebene die Gerade L enthält. Die in 
der Ebene liegenden Kongruenzgeraden gehören dann notwendig dem Komplex- 
kegel des Punktes an, in dem L die Ebene schneidet. Geht die Ebene weder durch 
S, noch durch $,, so enthält der Komplexkegel des Schnittpunktes zwei der Ebene 
angehörige Erzeugende, von denen die eine durch Q, geht, die andre nicht, wenn nicht 
zufällig die Ebene den Komplexkegel berührt. Geht die Ebene durch 8, (8,), so ent- 
hält sie an Kongruenzgeraden Q,S, (9,8,) und eine durch S,(S,) gehende nicht 
horizontale (horizontale) Gerade. Demnach tritt immer nur eine nicht durch Q, 
gehende Kongruenzgerade auf. 

S. 50, Z. 20—22. Zwei davon sind Q, und Q,, die andern werden durch die beiden 
Scharen von Erzeugenden des Hyperboloids bestimmt (vgl. 8. 38, Nr. 55). 

S. 50, 2. 22—34. Die Polaren der Nullpunkte von k bilden die eine Schar von 
Erzeugenden von S,. Die beiden Scharen von Erzeugenden des Hyperboloids be- 
stimmen zwei J-Punkte, die allen .J-Kegelschnitten k gemeinsam sind ($. 38, Nr. 55). 
Diesen entsprechen zwei J-Gerade. Die Nullgerade der einen ist die Gerade L, die 
das Hyperboloid bestimmt. Beide stellen gemeinsame J-Tangenten aller J-Kegel- 
schnitte S, dar. Dazu kommen die beiden Horizontalebenen durch Q, und Q,, die 
Ja auch solche .J-Tangenten sind. Auf Z. 26 hätte hinter „schneidet“ ein „nämlich“ 
eingeschaltet werden sollen. 

5.50, 2.5 v.u. Hier denkt Lie nicht an das Tetraeder, das die beiden Kreis- 
punkte —- x enthält. Die Horizontalebenen, auf denen die Kante durch die beiden 
Kreispunkte liegt, liefern nämlich als Flächen S, Hyperboloide mit horizontalen 
Kreisschnitten, also zerfallende J- Kurven zweiter Klasse. Andrerseits ist jede Kante, 
die nur einen Kreispunkt enthält, imaginär und ebenso die _hindurchgehenden 
Ebenen, so daß die Lieschen Betrachtungen gar nicht anwendbar sind. Lie denkt 
sich vielmehr nach Definition (C.) den Komplex definiert durch ein beliebiges Tetra- 
eder mit reellen Ecken und eine beliebige Gerade. Er betrachtet ferner eine gewisse 
dem Tetraeder umbeschriebene Linienfläche zweiter Ordnung und eine gewisse Ge- 
rade L, die nicht dem Komplexe angehört. Dann läßt sich wie in Nr. 79 anharmonische 
Korrespondenz herstellen zwischen den Punkten der geradlinigen Fläche und den 
Geraden der Kongruenz, die durch L bestimmt ist. Den Kegelschnitten, die die 
Ebenen durch eine beliebige Kante auf der Linienfläche ausschneiden, ist dabei eine 
Schar von Linienflächen S, zugeordnet. Man braucht nämlich nur durch eine pro- 
jektive Transformation die auf der Kante liegenden Ecken in Q, und Q, überzuführen 
und die beiden andern Ecken in die Kreispunkte + x. 

3.50, 2.2 v.u.—5l, 2.3. Vgl. S. 38, Nr. 56. Nach 8.564 liegt der unendlich 
ferne Punkt der X- Achse auf dem J-Kegelschnitte. Den Punkten von (y’ entspre- 
chen Erzeugende einer Linienfläche T,. Andrerseits entsprechen den Punkten einer 
beliebigen Geraden L’ die Erzeugenden eines Hyperboloids mit horizontalen Kreis- 
schnitten, das die 0,’ in sechs Punkten trifft. Da aber unter diesen Schnittpunkten 
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die vier Tetraederecken-enthalten sind, welche von vornherein auf C,’ liegen, kann 
man schließen, daß L’ zwei Erzeugende der Linienfläche T, trifft, daß also T, vom 
zweiten Grade ist, und daß L der zweiten Schar von Erzeugenden dieser Fläche an- 
gehört. — Die J-Gerade Q,0, ist die Polare des unendlich fernen Punktes der 
%-Achse, der auf dem J-Kegelschnitte Cy’ liegt. — Die Linienflächen T, berühren 
sämtlich die horizontale Tetraederebene durch @, (Q,), denn sie haben in der Ebene 
durch Q,(Q,) eine ganz bestimmte horizontale Erzeugende, diejenige nämlich, die 
nach $. 613 in eindeutig bestimmter Weise dem Punkte Q,(Q,) zugeordnet ist. Die 
andere horizontale Erzeugende ist für die verschiedenen Flächen T, verschieden. 
Im ganzen erhält man übrigens oo! Flächen T/,, denn durch vier Punkte einer gerad- 
linigen Fläche zweiten Grades gehen oo! Kurven dritter Ordnung, die von den Er- 
zeugenden der einen Schar einfach geschnitten werden. 


Daß die Linienflächen T, auch die beiden andern Tetraederebenen berühren, 
folgt daraus, daß die vier Tetraederecken alle auf der C, liegen. Diese Beziehung 
bleibt bei jeder projektiven Transformation erhalten, bei der die Ecken des Tetra- 
eders unter einander vertauscht werden. 


S.51, Z. 7—18. Es ergibt sich hier, genau wie vorhin, daß eine beliebige Ge- 
rade L’ zwei Gerade (t) trifft. Andrerseits gehen durch jeden Punkt von L zwei 
Gerade (t), weil die dem Punkte entsprechende Erzeugende von H zwei Punkte 
von (3 trifft. Deshalb können die Geraden (t) keine krumme Fläche bilden, sondern 
sie müssen eine Kurve zweiter Klasse umhüllen, die in einer Ebene durch L liegt. 
Den oo! Kurven C, von der hier betrachteten Art sind somit die Ebenen durch L 
zugeordnet. Den ‚‚wohlbekannten“ Satz findet man bei Plücker, Neue Geometrie, 
S. 201, 206, 208. 

Der .J-Kegelschnitt C',’ enthält jetzt vier feste J-Punkte, nämlich Q, und Q,, 
den unendlich fernen Punkt der &-Achse und schließlich den J-Punkt, der durch 
die andere Schar von Erzeugenden von H bestimmt ist. Diese Erzeugenden schneiden 
ja die C,' bloß einfach. Demnach besitzen die 00! entsprechenden .J- Kegelschnitte 
vier feste .J- Tangenten: die horizontalen Nullebenen durch Q, und Q,, die jedesmal 
die betreffende Kurve zweiter Klasse berühren, die J-Gerade Q,9, und endlich 
die Polare des vorhin beschriebenen J- Punktes. 


S.51, 2.14,13 v. u. Eine solche Erzeugende von H ist keine Komplexgerade; 
die Polaren ihrer Punkte bilden daher ein Hyperboloid mit horizontalen Kreis- 
schnitten. Diese Tatsache spricht Lie hier in allgemeinerer Fassung aus. 


S. 52, 2.1—3. Diese vier Doppelpunkte sind die vier Punkte, in denen die Ge- 
rade L die Tetraederebenen trifft; die Doppelebenen sind die Ebenen durch L und 
die Tetraederecken. 


S.52, Z2.4—7. Vgl. Neue Geometrie, S.166f. Die Polare der Komplexfläche 
ist nach Plücker der Ort der Pole von L in bezug auf die Kegelschnitte, die von 
den Ebenen durch L auf der Fläche ausgeschnitten werden. Nun berühren diese 
Kegelschnitte, als J-Kegelschnitte aufgefaßt, vier feste J- Tangenten, demnach ge- 
hören die Pole der J-Geraden L in bezug auf diese J-Kegelschnitte einer J-Geraden 
an — das ist ja der in Nr. 69, S.45 ausgesprochene Satz. Aber die betreffenden Pole 
sind lauter Nullpunkte, da jeder unsrer J-Kegelschnitte auf seinem Nullstreifen 
einen Kegelschnitt enthält, der in einer durch die Gerade L gehenden Ebene liegt. 
Demnach liegen die Pole auf dem Nullstreifen der J-Geraden, der sie angehören, 
das heißt, sie bilden eine Gerade. Das aber ist eben der Plückersche Satz. 


S. 52, 2. 8—10. Durch jeden Punkt des Raumes geht ein dem Tetraeder um- 
geschriebener Kegel zweiten Grades von Komplexgeraden, und den Erzeugenden 
dieses Kegels entsprechen die Punkte einer Geraden (S. 48, Nr. 77), die das Hyper- 
boloid in zwei Punkten trifft. Demnach gehen durch jeden Punkt des Raumes 
zwei Komplexgerade, die Nullpunkten des Hyperboloides entsprechen, das heißt, 
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die den Nullpunkten des Hyperboloids entsprechende Kongruenz ist von zweiter 
Ordnung und infolgedessen auch von zweiter Klasse. 

5.52, 2.17—20. Vgl. S.34f. und 8.613. Den Punkten des Kegelschnitts, 
der von den in der Ebene liegenden Komplexgeraden umhüllt wird, entsprechen 
dabei die Tangenten der Cy’. Die CO,’ geht durch alle vier Tetraederecken. 

Hat man umgekehrt eine C,’, die durch alle vier Tetraederecken geht, so ist 
jeder Punkt P der C,’ die Spitze eines Komplexkegels, der sechs Punkte mit der 
Kurve gemein hat. Da P und die vier Ecken fünf unter diesen sechs Punkten sind, 
geht durch P sicher noch eine Chorde der C,'. Durch P gehen demnach fünf Chorden 
der C,', das heißt, alle Chorden der C,’ gehören dem Komplexe an. Darin aber liegt, 
daß den Chorden der C,’ die Punkte einer Ebene entsprechen. 

S. 53, 2. 6f. Weil nämlich die Gerade des Raumes beliebig gewählt werden kann. 

S.53, Z.10—12. Man denke sich eine dualistische Transformation auf die 
Zuordnung ausgeführt, die zwischen den Punkten einer Ebene und den Chorden 
einer Cy besteht. Eine jede Fläche zweiten Grades, für die das Tetraeder zu sich 
selbst reziprok ist, bestimmt nach $. 49 eine dualistische Transformation, bei der 
der Inbegriff der Geraden des Komplexes in sich selbst übergeht. An Stelle jeder 
C’y, die durch die vier Tetraederecken geht, tritt dabei eine rationale Kurve dritter 
Ordnung, die die vier Tetraederebenen berührt. 

8.53, 2.13—15. Durch Verbindung der letzten Korrespondenz mit der früheren. 

S.53, 2.12—6 v.u. Die Gleichung: F,—=0 erhält man durch Nullsetzen 
von Z,—Z ,. Führt man die Abkürzungen ein: 

De =AX„+Bzut+C: 
(1) W,=DX,„+tEzu+tF: 
| W=GX,„+tHz,u+K& 


so kann man sie schreiben wie folgt: 


(2) (W,+iBpao) W.—iEpu) — (Wı—iBp,) (Wi + iEpu)=0. 


Für BE— EB=0 ergeben sich überhaupt nur reelle Werte von p,,, ein Fall, 
der auf S. 63, in Nr. 113 besprochen wird. Wir nehmen daher BE— EB=0an, 
dann werden die reellen Werte von p,, durch die Bedingung: 


—4(BE—EB) (WW, —W,W)—- (EW,+EW,—-Bw,— BW,)>0 
ausgeschieden, die wir auch so darstellen können: 2 
(3) 4(BW,+BW,)(EW,+EW,)—(EW+EW,+BW,+BW,)”>0. 


Demnach wird die Grenze zwischen den reellen und den komplexen Werten von p,, 
«durch einen Kegel zweiten Grades bestimmt. Für dessen Spitze mit dem zugehörigen 
(rewichte ergeben sich die beiden Gleichungen: 


(4) AX,F BZ, FC=0, DX,+EZ,IF=0. 


Sie liegt also im Endlichen, wenn AE — BD nicht verschwindet. 

S.54, 2.13—7 v.u. Selbstverständlich ist das kein andrer als der eben er- 
wähnte Kegel. In der Tat ist der J-Punkt A,,, der dem unendlich fernen Punkte 
der X,-Achse entspricht, durch die Gleichungen (4) bestimmt, und sein Träger ist 
daher die Spitze jenes Kegels. Andrerseits erhält man aus der Gleichung: z, = 3,, 
wo 3, reell ist, die Gleichungen: j 


(5) IW.HiEp)» = WıtiBpw; 
UM, —-iEp )y=M—iBpe, 


u a a 
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die wegen (2) mit einander verträglich sind. Aus (5) folgt durch Wegschaffung von p „: 
() (EW+EW)&3—(EW,+EW,+BW,+BW,)3+BW,+BW,=0 
als Gleichung der Ebene, die der Nullpunktebene: z, = 3, entspricht, und man sieht 
sofort, daß diese Ebenen den vorhin gefundenen Kegel umhüllen. 

S. 54, 2.7—5 v. u. Siehe S. 63, Nr. 115. 

S. 54, Z.4—1 v. u. Die Gleichung dieser Ebene ergibt sich aus (6) und lautet: 
(7) EW,+EW,=0. 


Da weder B noch E verschwindet, liegt die Ebene im Enndlichen. 
S.55, Z.1—9. Wir setzen: 


KA c 
(8) DIESE, 
EEE 


was selbstverständlich nicht verschwindet, und bezeichnen die zu A adjungierte 
Unterdeterminante mit a, und so weiter. Dann lautet die Auflösung der Transfor- 
mationsgleichungen auf S.53 so: 


9) vo a a Xp alu + 9X rd, 
cZ,+kX,+f 0%, +kX,+f 
Endlich führen wir die Abkürzungen ein: 
A=bzy+hX,+e, 
e. Q,=c,+kX,+Pf: 
Den 


Wir fügen gleich noch einige andre Formeln hinzu. Da ek — fh—= RA ist 
und so weiter, ergibt sich: 


(kA =hQ,— RD, —A), 


10 
en ko, yo RBB 


und somit, wenn man in (9), statt Z, einsetzt z,: 


ua ad een, A) 
u trete ot un a, 
au w wtrZw man, l: kQ, KR, 
9 R(Ez,— B) 
ee ee SR 


wozu noch die entsprechende Gleichung für X, kommt. 
Der vertikalen Geraden des R,,, die durch konstante Werte von X, und X, 
bestimmt ist, entspricht dann im R, die Gerade, die durch die Gleichungen: 


(12) 2, Xu — 9 =0; D,Xy— 20 
dargestellt wird. Wegen des komplexen Parameters X, haben wir hier eine Geraden- 


kongruenz, nämlich die des J-Punktes B,, der dem unendlich fernen Punkte der 
Z „-Achse entspricht. Für B, selbst finden wir die Koordinaten: 


(13) SS BYB,. NV HH, 
Er liegt wirklich auf der J- Geraden: 

(Z, +KX, + N Xu = al, +g9X, rd, 
deren Nullstreifen durch die Gleichungen (12) dargestellt wird. 
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S. 55, Z. 10—16. Die Unendlichkeitsgerade lim R, ist die Kongruenzgerade |, 

die sich für X, = © ergibt. Sie wird daher dargestellt durch die Gleichungen: 
(14) 2,=c2,+kX,+1=°, 2,0, 
Hier müssen wir k= AE— BD=0 annehmen. Für k = 0 liegen nämlich die 
J-Punkte V, denen unendlich entfernte entsprechen (s. $. 55), auf der J- Geraden 
cZ,+f=0, die entweder gar keine im Endlichen liegenden Nullpunkte enthält, 
oder, wenn c:f reell ist, aus lauter Nullpunkten besteht. Da Lie diesen Fall erst 
auf S. 66, Z. 13—16 erwähnt, wollen wir auch nicht auf ihn eingehen und nur daran 
erinnern, daß dann der früher erwähnte Kegel ein Zylinder wird. 

S. 55, Nr. 94. Eine nicht horizontale Gerade des R, kann offenbar durch zwei 
Gleichungen von der Form: 

(15) | Q,+L,+M=0, &,+L,+M=0 
dargestellt werden. Nun ist aber: 
kG+fD+cA=0, 
kH+f/E-+cB=0, 
kKK+-/F+cC=R; 


drücken wir daher X,, X, und z, durch X, Xu; Zu» Pw &us, so wird: 


R = R W,+iBp,„ Wı-iBp 
16 2 —o Bart) B 2 = STE) on: 2 Be U _ _ — Ka A 
ee W,+iEp Wesen, ea BED, Wien, 
und, wie wir gleich hier bemerken wollen: 


SEE In = \’ = : ‘7 
(W; ab Pu) (W,; ie Pu) a (W, +1 Epy) (W, —iE Pu) 
Also erhalten wir aus (15): 


. +L(W,+iBpw) + MW, +iEpo)=d, 
R+L(W,—iBp,)+M (W,-—-iEp )=0, 

woraus eine in 2, X; X lineare Gleichung folgt: 

(15%) LB+ME)(R+LW,+MW,)+(LB+ME)(E+LW+MW,)=0. 
Eine Gleichung zweiten Grades erhalten wir, indem wir p,, aus einer der Gleichungen 
(15’) entnehmen und in (2) einsetzen. Die Gerade (15) wird demnach im R,, durch 
einen Kegelschnitt abgebildet. 

Die Gleichung zweiten Grades, die wir zur Bestimmung unsers Kegelschnittes 
noch brauchen, erhalten wir bequemer und in zweckmäßigerer Form, indem wir zu- 
nächst alle Geraden der Kongruenz (12) aufsuchen, die (15) schneiden. Diese Geraden 
bilden, wie wir wissen (S. 545), ein Hyperboloid mit horizontalen Kreisschnitten, und 
ihnen entsprechen im R,, lauter vertikale Gerade, die durch unsern auf der Ebene 
(15’) liegenden Kegelschnitt gehen. 

Zunächst gestalten wir die Gleichungen der Kongruenzgeraden (12) mit Hilfe 
von (10) um und finden: 


(12°) (kX,—9)9=R(Ey,—B), KkX,—- )Q=R(E,—B). 


Soll sie die Gerade (15) schneiden, so müssen die Gleichungen (12’) und (15) ver- 
träglich sein, was die Bedingung: 


|(kXy—QL+RE (kXu—QJM—RB| 
IX, —g)L+RBE kX,—-)M-—RB 


(15) 


(17) 0 


| 
| 
1 
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ergibt. Es ist das im allgemeinen ein vertikaler Kreiszylinder, der unsern Kegel- 
schnitt auf der Ebene (15°) ausschneidet. Nur, wenn LM — ML = 0 ist, wenn also 
die Gerade (15) die Unendlichkeitsgerade Q,— 0, Q, = 0 schneidet, ist das Bild 
im R,, wieder eine Gerade. 

Die Geraden (15), welche die Unendlichkeitsgerade in einem gegebenen Punkte: 
2, = }) schneiden, werden durch die Gleichungen: 


(18) 2, +1. —„)=0I, A+Lla— u) 0 
dargestellt, aus denen im R,, diese folgen: 
R-+L(W, + Bip )— Lu W. +iEp)= 0, 
R-+ L(W, — Bip,) — IL» Wı —iEp,) =. 
Das Bild der Geraden (18) im R „liegt daher in der Ebene: 
19) RL(B-Ew) +RLB—Ew) + a 
+LL{(B—E;,) (Mm —W3) + (B—E3) M—W:3)} =0 


und außerdem in der Vertikalebene, die sich aus (17) für den vorliegenden Fall 
ergibt: Be : = 
\ — RR(BE—-EB)—=0. 


Der unendlich ferne Punkt der Geraden des R,„, welche der Geraden (18) entspricht, 
ist demnach in den homogenen Koordinaten 2,,, X; X, durch die Gleichungen: 


(B—E,) (A — D;) Kot (B—E3,) (4—D3,) Xot+ 
(20) +2(B—E;3,) (B—E;,) 20 = 0, 
LR(B—-E;)kX„—LR(B—Ey)kX,=0 


bestimmt. Von diesen enthält die erste L nicht und stellt eine unendlich ferne 
Gerade dar, die von den Bildern aller der Geraden des R,, geschnitten wird, die durch 
den Punkt z, = 3, der Unendlichkeitsgeraden gehen. Das ist die ‚„Direktrix‘‘, von 
der Lie auf S. 55, Z. 12, 11 v. u. spricht. 

Hiermit sind alle Angaben bestätigt, die Lie in Nr. 94 macht. 

S.55, 2.8—1v.u. In Fig.4 steht e, statt E,. Das ist auch auf S. 56 und 57 
zu beachten. Auf Z.1 v.u. hätte hinter ‚findet‘ eingeschaltet werden sollen: 
„wie aus dem Gesagten hervorgeht“. 

Eine beliebige Ebene durch die Unendlichkeitsgerade / wird nach S. 618 durch 
eine Gleichung von der Form: N Q, + N Q, = 0 dargestellt, wo N eine komplexe 
Größe bezeichnet. Drückt man hier z,, X,, X, durch Z ,, X; X „ aus, so kommt 
wegen (16): 

(5) NRW, —iEp) +NR(W,+iEp)=0, 


woraus sich bei Benutzung von (2) noch ergibt: 

(5") NR(W,—iBp,)+NR(W,+iBp,) =. 

Durch Elimination von p,, kommt: 

e) Rn R? (BW,—-EW)— NR (BW,—EW)+ z 
+NNRR(BW,—BW,+EW,—EW,)=0, 
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das ist die Ebene des R,,, die der Ebene: N, +N 2, = 0 durch die Unendlich- 
keitsgerade des R, entspricht. Vergleichen wir (6°) mit (6), so erkennen wir, daß beide 
Gleichungen übereinstimmen, wenn zwischen N:N und ö» die Beziehung: 


(21) NR(B—-E,)—NR(B—E;,)= 0 


besteht, die wegen BE—EB=+0 eindeutig umkehrbar ist. Jeder horizontalen 
Nullebene 2, = 3, des R, ist daher eine durch die Unendlichkeitsgerade ! gehende 
Ebene: NQ,-+- N 2, = 0 desselben Raumes derart zugeordnet, daß beiden Ebenen 
dieselbe Ebene des R,, entspricht, nämlich eine der Tangentialebenen des mehrfach 
erwähnten Kegels zweiten Grades. 

Etwas bequemer gelangt man zu der Gleichung (21), wenn man in (5’) und (5”) 
für p, schreibt p/, und sodann verlangt, daß die Gleichungen (5), (5’), (5”) zusammen 
bestehen, unter p, und p/, zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung zweiten 
Grades (2) verstanden. Aus (5’), (5”) folgt nämlich dann: 


NR (M,—iEp) a — (WW, —iBpr)}) + 
+ NRW, +iEp)»— (W, +iBp)} = 0, 


was wegen (5), wenn man W33,—W,, W,3,— Wı eliminiert, wieder auf (21) führt. 
3.56, Z.4—11. Die Zuordnung zwischen den Ebenen E, und €, haben wir 
vorhin kennen gelernt; sie wird durch die Gleichung (21) dargestellt. 
Die Gleichung einer beliebigen Ebene des R,, ist: 


IX,+IX, m, +n=0, 


wo Il komplex und m,n reell. Das Gebilde des R,, das dieser Ebene entspricht, 
hat wegen (11) eine Gleichung von der Form: 


2,2, +, +) +02, +9)9,=0, 


wo areell und r, s komplex. Es ist das eine Fläche zweiten Grades mit horizontalen 
Kreisschnitten, welche die Unendlichkeitsgerade enthält, also ein Hyperboloid. 

Jeder Ebene des R,, ist daher ein Hyperboloid des R, zugeordnet, das hori- 
zontale Kreisschnitte hat und die Unendlichkeitsgerade I enthält. Das Umgekehrte 
gilt allerdings nicht. Derartige Hyperboloide des R, gibt es nämlich o0*, denn durch 
Jede Gerade g des R, kann man ihrer oo! legen. Die Gerade g bestimmt ja zusammen 
mit I die Kongruenz eines J-Punkts, andrerseits aber auf jeder Horizontalebene zwei 
Schnittpunkte, durch die oo! horizontale Kreise gehen, und jeder solche Kreis be- 
stimmt ein der betreffenden Kongruenz angehöriges Hyperboloid mit horizontalen 
Kreisschnitten. 

Wir werden später sehen, welchen Hyperboloiden des R, Ebenen des R,, ent- 
sprechen. 

S. 56, Nr. 96. Da jeder Geraden der Kongruenz B, im R,, eine vertikale Ge- 
rade entspricht, ist den Punkten V, und V, derselbe Punkt des R,, zugeordnet, 
nämlich der Schnittpunkt dieser vertikalen Geraden mit der E, und €, entsprechen- 
den Ebene. 

Ist z, = 3, die Ebene F,, so hat die Ebene €, nach (21) die Gleichung: 


(22) R(B—-E,)Q& +R(B—-E,)Q,=0. 
Ersetzen wir hier 3, durch z,, so erhalten wir die Gleichung: 
(23) R(B—Ez,) 9, +R(B—E2)2,=0, 


welche die Linienfläche zweiten Grades F,, darstellt. 
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Die Unendlichkeitsgerade I liegt auf F,. Man darf aber daraus nicht etwa 
schließen, daß jeder ihrer Punkte bei der involutorischen Transformation (V,, Vz) 
sich selber entspricht. In der Tat, liegt V, auf l, so ist I selber die durch V, gehende 
Gerade der Kongruenz B,, und da l auf F‘, liegt, so wird der zu V, konjugierte 
Punkt unbestimmt. Dasselbe ergibt sich auch daraus, daß ! zwar jede Ebene E,, 
in einem bestimmten Punkte trifft, nicht aber die zugeordnete Ebene €,, auf der I 
liegt. Hiernach ist es kein Wunder, daß zwei beliebige Punkte von I als zu einander 
komplementäre Punkte auftreten können. 

S. 56, Nr. 97. Legen wir durch alle Punkte des Kreises die hindurchgehenden 
Geraden der Kongruenz B,, so erhalten wir nach $. 546 die eine Schar von Er- 
zeugenden eines Hyperboloids mit horizontalen Kreisschnitten. Dieses Hyperboloid 
enthält 1, ferner alle zu den Punkten des Kreises komplementären Punkte, es ist 
überhaupt zu sich selber komplementär. Nun geht die zur Kreisebene komplementäre 
Ebene durch ! und schneidet auf dem Hyperboloide eine Erzeugende der zweiten 
Schar aus. Diese ist die Komplementärfigur des Kreises. Sie schneidet ! und hat daher 
mit F, überdies noch einen Punkt gemein, der zu sich selber komplementär ist und 
der infolgedessen auch dem Kreise angehört. Er liegt auf der horizontalen Erzeugen- 
den von F,, die durch den Schnittpunkt von l! und dem Kreise geht. Der Kreis 
und die zu ihm komplementäre Gerade schneiden daher einander, außerdem aber 
schneiden sie beide /, aber dann und nur dann in demselben Punkte, wenn der Kreis 
die erwähnte horizontale Erzeugende berührt. 

Andrerseits schneiden die Geraden der Kongruenz B,, die eine beliebige Ge- 
rade g treffen, auf jeder Horizontalebene einen Kreis aus (S. 545). Trifft g insbe- 
sondere die Gerade 1, so tut das auch der Kreis, und zwar erhalten wir in der Hori- 
zontalebene, die der Ebene durch I und g entspricht, den zu g komplementären Kreis. 
Dieser schneidet sowohl I wie g, und beide Schnittpunkte fallen nur dann zusammen, 
wenn g die Fläche F', berührt. 

Nunmehr können wir feststellen, welchen Hyperboloiden des R, die Ebenen 
des R,, entsprechen. 

Ist g eine nicht horizontale Gerade des R,, die weder / schneidet, noch der Kon- 
gruenz B, angehört, so entspricht g im R,, ein Kegelschnitt, der auf einer gewissen 
Ebene E durch einen vertikalen Kreiszylinder ausgeschnitten wird. Dieser Ebene 
entspricht dann im R, ein Hyperboloid mit horizontalen Kreisschnitten, das lund g 
als Erzeugende der einen Schar enthält. Wir legen durch 1 eine beliebige Ebene G, 
und bestimmen die dazu komplementäre horizontale Ebene E,. Dann schneidet 6, 
auf dem Hyperboloide eine Erzeugende % der zweiten Schar aus, während F, 
einen horizontalen Kreis liefert, der ! schneidet. Nun entspricht &, und E, im R,„ 
dieselbe Ebene E „, demnach entspricht der Erzeugenden y und ebenso dem horizon- 
talen Kreise die Schnittgerade zwischen E,, und E. Das heißt, y und der horizontale 
Kreis sind komplementär, und da y eine beliebige Erzeugende der zweiten Schar 
ist, sehen wir, daß das Hyperboloid zu sich selber komplementär ist. 

Diese notwendige Bedingung ist zugleich hinreichend. In der Tat, man habe 
ein Hyperboloid mit horizontalen Kreisschnitten, das g. und I enthält und das zu 
sich komplementär ist, so daß also zu jeder I schneidenden Erzeugenden die Kom- 
plementärfigur ein horizontaler Kreis des Hyperboloids ist. Es sei g eine Erzeugende, 
die I nicht trifft. Gehört diese der Kongruenz B, nicht an, so entspricht ihr im R,, 
ein Kegelschnitt auf einer gewissen Ebene E. Andrerseits wird g von jedem hori- 
zontalen Kreisschnitte des Hyperboloids und von der dazu komplementären Er- 
zeugenden y, die l schneidet, in je einem Punkte getroffen, und wegen der über 
gemachten Voraussetzung sind diese beiden Punkte sicher nicht komplementär, 
so daß ihnen im R,, zwei verschiedene Punkte entsprechen. Demnach trifft die Ge- 
rade des R,,, die dem Kreisschnitte und der dazu komplementären Geraden ent- 
spricht, den erwähnten Kegelschnitt stets in zwei verschiedenen Punkten. Da das 
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für jede ! schneidende Erzeugende y gilt, liegen die Bilder aller dieser Erzeugenden 
in der Ebene E des Kegelschnitts, und dem Hyperboloide entspricht diese Ebene. 
Gehört schließlich g der Kongruenz B, an, so gilt das von sämtlichen Erzeugenden 
des Hyperboloids, die g nicht schneiden. Diesen entsprechen im R,, vertikale Ge- 
rade, welche sämtlich die Gerade schneiden, die einer beliebigen l schneidenden 
Erzeugenden entspricht. Dem Hyperboloide entspricht somit eine vertikale Ebene. 

Einem Hyperboloide des R, mit horizontalen Kreisschnitten, das die Gerade 1 
enthält, entspricht daher im R, dann und nur dann eine Ebene, wenn es zu sich 
selber komplementär ist. Als ein solches Hyperboloid ist auch jedes Ebenenpaar zu 
betrachten, das aus einer horizontalen Ebene E, und aus der komplementären 
Ebene €, durch 1 besteht (S. 56, Z. 10f.). 

Einer Geraden g von allgemeiner Lage im R, entsprach im R, ein Kegel- 
schnitt. Da durch diesen nur eine Ebene geht, können wir schließen, daß durch I 
und g ein und nur ein zu sich selbst komplementäres Hyperboloid mit horizontalen 
Kreisschnitten geht. Um dieses herzustellen, legen wir durch 1 eine beliebige E,, 
die gin P, schneidet. Durch P, legen wir die hindurchgehende Gerade der Kongruenz 
B, und suchen auf dieser den zu P, komplementären Punkt P, (S. 56, Nr. 96). 
Die horizontale Ebene E, durch P, ist zu &, komplementär und ihre Schnittpunkte 
mit g und ! bestimmen zusammen mit P, einen horizontalen Kreis. Durch dessen 
Punkte legen wir die hindurchgehenden Geraden der J -Punktkongruenz, die durch 
! und g bestimmt ist, und erhalten so ein Hyperboloid mit horizontalen Kreis- 
schnitten, auf dem €, eine, durch P, gehende Erzeugende der zweiten Schar aus- 
schneidet, die Komplementärfigur zu dem horizontalen Kreise in E,. Da durch I 
und g nur ein zu sich selbst komplementäres Hyperboloid geht, das horizontale 
Kreisschnitte hat, so muß das gefundene Hyperboloid eben dieses sein. Wir sehen 
zugleich, daß ein solches Hyperboloid schon dann zu sich komplementär ist, wenn 
einer seiner Kreisschnitte zu einer I! schneidenden Erzeugenden komplementär ist. 

Wir erwähnten schon, daß durch ! und g 00! Hyperboloide mit horizontalen 
Kreisschnitten gehen. Aus 8.56, 2.3—1 v.u. geht hervor, daß diesen oo! kom- 
plementäre entsprechen; ein einziges ist zu sich selbst komplementär. 

Durch I und eine beliebige Gerade der Kongruenz B, gehen oo! Hyperboloide 
mit horizontalen Kreisschnitten. Diese sind alle von Kongruenzgeraden erzeugt, 
also ist jedes zu sich komplementär. 

S. 57, 2. 8—12. Durch die C, gehen 00? Hyperboloide mit horizontalen Kreis- 
schnitten (S. 38, Nr. 56) und unter diesen enthalten oo! die Gerade 1 als Erzeugende. 

Sind nämlich Q, Q, die beiden Punkte, in denen I die C, trifft, und Q, ein be- 
liebiger dritter Punkt auf I, endlich R ein beliebiger Punkt der-€/, so ist Q,R der 
Nullstreifen einer .J-Geraden, die den J-Kegelschnitt C; in dem Nullpunkte R 
und außerdem in einem .J-Punkte P trifft. Die Kongruenz von P enthält oo! durch 
die C, gehende Gerade, die ein Hyperboloid mit horizontalen Kreisschnitten bilden 
und die C, einfach schneiden. Solcher Hyperboloide gibt es offenbar ©0!. Sie ent- 
halten alle die Gerade 1. 

Jede Erzeugende der Schar, der ! angehört, schneidet die C; in zwei Punkten. 

Zwei derartige Hyperboloide haben C/ und die Gerade ! gemein. Ihre Komple- 
ınentärfiguren sind wieder Hyperboloide, die I gemeinsam haben und einander 
außerdem in einer C, schneiden. Diese trifft I ebenfalls in zwei Punkten, aber im 
allgemeinen in anderen als die ursprüngliche C/. Das gilt auch dann, wenn die 
Schnittpunkte der ursprünglichen C, mit I konjugiert imaginär sind, nur kann da 
die neue C, in eine Gerade und zwei konjugiert imaginäre Gerade durch + x zer- 
fallen (s. die nächste Anmerkung). 

S.57, 2.13—15. Daß das nur ‚im allgemeinen“ gilt, liegt daran, daß jede 
Gerade der Kongruenz B, zu sich selbst komplementär ist. Es sei daher g eine Ge- 
rade, die weder / trifft, noch der Kongruenz B, angehört. Dann geht, wie wir wissen, 
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durch g ein und nur ein Hyperboloid mit horizontalen Kreisschnitten, das ! enthält 
und das zu sich komplementär ist. Legen wir ferner durch g alle hindurchgehenden 
Geraden der Kongruenz B,, so erhalten wir (S. 545) ein zweites Hyperboloid mit 
horizontalen Kreisschnitten, das g enthält und zu sich komplementär ist. Beide 
Hyperboloide haben außer g noch eine C,’ gemein, die offenbar die Komplementär- 
figur zu g ist. Diese wird infolgedessen von g und auf beiden Flächen von jeder 
Erzeugenden, die derselben Schar wie g angehört, in zwei Punkten geschnitten, also 
insbesondere auch von I. Doch sind die Schnittpunkte mit I konjugiert imaginär, 
denn sie liegen auch auf dem zweiten Hyperboloide, das offenbar mit ! keinen 
reellen Punkt gemein hat. 

Um die eben bezeichneten Schnittpunkte zu finden, nehmen wir eine Gerade 


(15) Q,+L,+M=0, 9,+L,+M=0 


von allgemeiner Lage und suchen alle durch diese gehenden Kongruenzgeraden 
(12’). Da wir z,, 2, 2, als komplex betrachten, ohne zu verlangen, daß 2, und Q%, 
konjugiert imaginär sind, müssen wir auch in den Gleichungen der Kongruenz- 
geraden für X, und X „ beliebige komplexe Werte zulassen, die nicht gerade kon- 


ueiert imaginär zu sein brauchen. Zur Bestimmung von X „und X „ erhalten wir 
oO w w 


die Gleichungen: 
k(Lu + M)Xy=(LE— RE), +9M+RE, 


wo 3, ein komplexer Parameter ist. Der Inbegriff dieser Kongruenzgeraden bildet 


nach S. 545 ein Hyperboloid mit horizontalen Kreisschnitten und wird durch zwei 
Gleichungen dargestellt, von denen wir nur die erste hinzuschreiben brauchen: 


2, 99%, + R(Ex,—B) 
Lio+M (L—REy,+gM+RB 


Es fragt sich, welche unter diesen Kongruenzgeraden die Unendlichkeitsgerade: 
2,—=0, Q, = 0 schneiden. Da BE—EB= 0 ist, finden wir nur zwei, die durch: 
L32,+M=0 und durch: L3,+ M = 0 bestimmt sind. Diese schneiden die Un- 
endlichkeitsgerade beziehungsweise in den Punkten: 


Ey—B=0, EX,—H=0, k(EXN,—H)+Bc+Ef+Hk=0 
und: 
En—B=0, EX,—H=0, k(EX,—H)+Be+Ef+Hk=0, 


also in zwei konjugiert imaginären Punkten, die von L, M nicht abhängen, die somit 
für alle Geraden (15) dieselben sind. 

Durch diese beiden konjugiert imaginären Punkte geht die Cy', die zu einer 
Geraden von allgemeiner Lage komplementär ist. Umgekehrt hat eine Cy', die I 
in zwei Punkten schneidet, zur Komplementärfigur im allgemeinen wieder eine O3’ 
von dieser Eigenschaft. Nur, wenn sie durch die beiden konjugiert imaginären Punkte 
von I geht, die wir eben gefunden haben, ist ihre Komplementärfigur eine Gerade. 

Da eine C,’ durch sechs Punkte bestimmt ist, von denen zwei, nämlich + # 
von vornherein gegeben sind, so gehen durch zwei beliebig gewählte Punkte von 
im ganzen 00: C,’, was mit der Zahl der Geraden des R, übereinstimmt. 

S. 57, Z.16—20. Wir können jetzt allgemeiner sagen: Jeder Ebene des R,, 
entspricht ein zu sich selbst komplementäres Hyperboloid des R,, das horizontale 
Kreisschnitte besitzt und die Gerade I enthält. Berührt die Ebene den Grenzkegel 
F „, so zerfällt das Hyperboloid in eine horizontale Ebene E, und in die dazu kom- 
plementäre Ebene €, durch I. 
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Einer Geraden des R,,, als dem Schnitte zweier Ebenen, entspricht der Schnitt 
zweier derartiger Hyperboloide, das heißt, eine zu sich selbst komplementäre (y', 
die lin zwei Punkten trifft. Diese C,’ kann zerfallen, und zwar in einen horizontalen 
Kreis und in eine Gerade, die beide /, aber auch einander schneiden. Das tritt ein, 
wenn die Gerade des R,, in einer der Ebenen E,, liegt. 

S. 57, Z. 12—10 v. u. Gemeint ist, daß für jeden dieser beiden Punkte die beiden 
zugehörigen Werte des Gewichtes p,, die durch die Gleichung (2), S. 616 bestimmt 
sind, einander gleich werden. 

S. 57, 2.96 v.u. Eigentlich müßte gesagt werden: „der früher (s. S. 54, 
Nr. 92) betrachtete, schon damals mit F,, bezeichnete Grenzkegel“. 

Daß der Fläche F,, der Grenzkegel F,, von Nr. 92 entspricht, ergibt sich durch 
Rechnung folgendermaßen: Aus der Gleichung (23) von F, erhalten wir durch Be- 
nutzung von (16): 


B(W,—iEp )—E(WM,—iBpu) + B(W,.+iEpu)—E(W, +iBpu)=0, 
oder: en 2 En r = Re 
BW,+Bw,—EW,—EW, =2(BE—EB)ip,. 


Dazu kommt die Gleichung (2). Aber das gleichzeitige Bestehen dieser beiden 
Gleichungen zeigt, daß (2) eine Doppelwurzel hat, und die Bedingung dafür ist 
eben die Gleichung des Grenzkegels F,, von Nr. 92. 

S.57, 2.42 v.u. Einfacher erkennt man, daß der Grad einer gegebenen 
Fläche durch die inverse Transformation (W, V) verdoppelt wird. In der Tat, be- 
nutzt man die auf $. 617 eingeführten Bezeichnungen, so wird: 


m tler 


= x . = _ 
en 


w 2, ’ Q, 

Eine Gleichung n-ten Grades in z,,, Xu» X „ liefert daher eine vom 2n-ten Grade 
in 2,, X,, X,. Lie benutzt das nachher ($. 60, Z. 15f.) ganz im Vorbeigehen; eine 
Begründung zu geben, hielt er offenbar nicht für nötig. 

Die Behauptung auf Z.4—2 v.u. wird durch das $. 58, Z. 1—6 Gesagte sehr 
einfach bewiesen. Dagegen ist nicht recht einzusehen, wie sie sich durch bloße Be- 
trachtung der Transformationsgleichungen so einfach ergeben soll. Drückt man 
nämlich z2,, X,, X, durch X, Xu Zu Pu AUS und eliminiert dann p,„ mit Hilfe 
von (2), so hat es den Anschein, als ob eine Gleichung n-ten Grades in 2,, X,, X, 
auf eine Gleichung 4n-ten Grades in 2,, Xu, X, führt, und man sieht nicht, 
wie ein Faktor n-ten Grades abgespalten werden kann. Es muß daher unbedingt 
ein andrer Weg eingeschlagen werden. 

Wir betrachten zunächst eine Ebene des R, und schreiben deren Gleichung 
in der Form: 


a,+5+M9Q,+MR=0, 


wo a,b reell, M komplex und ww & = 0,9, = 0 die Unendlichkeitsgerade ist 
(s. Gl. (14)). Wir schneiden nun die Ebene mit einer Ebene: N Q,+ N Q, = 0 des 
Ebenenbüschels, das 1 zur Achse hat. Dann können wir die eine Gleichung der 
Schnittgeraden in der Form: 


(MN—-MN)QG+N(a,+b)=0 
darstellen. Die Gleichungen der Geraden liefern wegen (16) die folgenden: 
(MN—MN)R+Na(W,-+iBp,)+Nb (W,+iEp)= 0, 
NRW,—iEp,) +NR(W, +iEp )=®, 
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wozu wegen (2) noch kommt: 
NR(W,—iBp,)+NR(W,+iBp,)=0. 


Aus diesen drei Gleichungen haben wir nunmehr p,, und N:N zu eliminieren, 
um die Fläche des R,, zu erhalten, die unsrer Ebene des R, entspricht. 
Die beiden letzten Gleichungen liefern einerseits: 


I 
1 


@ | NRW+NRW NR 


INRW,+NRW, NR 
andrerseits: 


@5) NR(EW,—BW)+NR(EW—BW)+iR(BE—-EB)Np,„—=0, 
mithin wegen der ersten jener drei Gleichungen: 

f R(BE—EB) [(MN—MN)R+N(aW,+bW,)} — 

\— (aB+bE)[NR(EW, —BW.) +NR(Ew—BEw,)\=0. 


Aus (24) und (26) folgt endlich durch Elimination von N:N eine Gleichung vom 
dritten Grade in z,,X,,X,„. Das ist die Fläche, die im R,, der Ebene des R, 
entspricht. 

Eine Gleichung n-ten Grades in z,, X,, X, können wir immer durch eine 
vom n-ten Grade in z,, Q,, Q, ersetzen. Fügen wir die Gleichung: N, + NQ, = 0 
hinzu und eliminieren wir Q,, so ergibt sich eine Gleichung von der Gestalt: 


F (z,, 2, N, N)=0, 


(26) 


wo F vom n-ten Grade in z,, 2, ist und eine ganze homogene Funktion n-ten Grades 
von N,N. Hieraus ergibt sich: 


De R R 
F( ak | a 
W,tiEpn WetiEm 


oder, wenn man alles auf gemeinsamen Nenner bringt, den Nenner wegläßt und 
dann Np„, Np„ vermöge (25) und der konjugierten Gleichung durch N,N aus- 
drückt: 

BOX AR. N NO, 


wo@Gin2zy, X; X, vom n-ten Grade und in N,N ganz und homogen vom n-ten 
Grade ist. Eliminiert man N:N aus der Gleichung n-ten Grades G —= 0 und aus 
der Gleichung zweiten Grades (24), von denen die erste in z,, X ,, X,, vom n-ten 
Grade ist, die zweite aber bloß vom ersten Grade, so erhält man im allgemeinen 
eine Gleichung 3n-ten Grades in z,, X; X. Das ist die Fläche des R,,, die der 
Fläche n-ten Grades des R, entspricht. 

Es muß dahingestellt bleiben, ob Lie selbst derartige Betrachtungen angestellt 
hat, oder ob er zu seinem Ergebnisse bloß auf dem Wege gelangt ist, den er auf $. 58 
beschrieben hat. 

S.58, 2.8—10. Die Fläche U, hat nämlich mit jeder Cy', die einer Geraden 
des R,, entspricht, zwei Punkte von I gemein. Folglich hat U, mit jeder Geraden 
des R,, deren unendlich fernen Punkt gemein, und dieser Punkt zählt doppelt, 
weil er zwei verschiedenen Punkten des R, entspricht. 

S.58, 2.1,2. Die Abbildung des R, auf den R,, wird durch die Gleichungen 
(9”) auf S. 624 dargestellt. Diese gestalten wir zunächst um, indem wir Q,, Qı, Rz, 2, 
durch 2,, 2,, z, ausdrücken, siehe $. 617, Gl. (10). Um auch die unendlich fernen 
Punkte in beiden Räumen mitnehmen zu können, ersetzen wir z,, X» X„ durch 
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zu: Ta, und 2,,X,,X, durch z,: T, und so weiter. Dann erhalten die Ab- 
bildungsgleichungen (9”) die Form: : 


Km (Rd, — RD, —AT))ER + 
+4 {rQ, — R(D,—AT,)}EQ,, 


(9") EN. (99, + R(Ez,— BT,)}9 
EX,= Ha + RE,—BT,)]} 9, 
Bi no, 


wo unter Q, der Ausdruck: cz,+kX,+fT, zu verstehen ist. 

Nunmehr ergänzen wir den R, durch Hinzunahme seiner komplexen Punkte; 
das heißt, wir lassen beliebige komplexe Werte von 2,, X,, X, zu, ohne darauf zu 
bestehen, daß X, und X, konjugiert imaginär sein sollen. 

Die einzigen Punkte des R,, die im R, durch unendlich ferne Punkte abge- 
bildet werden, sind diejenigen, die eine der beiden Gleichungen: 2, = 0, & — 0 
oder beide befriedigen. Wir untersuchen daher zunächst die Bilder der Punkte etwa 
auf der Ebene: &, =. 

Ist 2, — 0, so haben wir die Ebene des R,, die durch die Unendlichkeitsgerade 
und den einen der beiden Kreispunkte 4 x geht. Wir finden da: 


kzu,=—I RD, —AT,)R, 
I one Br GO St 


Jeder Punkt der Ebene: 2, — 0 wird daher auf einen Punkt der Geraden abgebildet, 
die den unendlich fernen Punkt der z,-Achse mit dem einen Kreispunkte + x 
des R,, verbindet, oder, wie es Lie ausdrückt, auf einen Punkt der vertikalen Ge- 
raden durch diesen Kreispunkt. Ausnahmen bilden nur die Punkte der Unendlich- 
keitsgeraden: 9&,=0, 9, =0 und der Kreispunkt: &=0, ,=0, T,=0. 
Für sie allein wird der Bildpunkt im R,, unbestimmt. Abgesehen von der Unend- 
lichkeitsgeraden und von den in der Ebene 2, = 0 liegenden horizontalen Geraden 
wird daher jede Kurve dieser Ebene in die genannte vertikale Gerade übergeführt. 
Für jeden Punkt der Unendlichkeitsgeraden: = 0, &,=0 wird sein Bild 
unbestimmt. Eliminiert man aber aus den ersten drei Gleichungen (9) die Größen: 
2,02, und z, 2, und setzt man dann 2, — 2, = 0, so erkennt man, daß dem Punkte 
©... der Unendlichkeitsgeraden alle Punkte der unendlich fernen Geraden: 


(27) (Da, —A T,) (Ez,— B 2 Kot (Dz,— 4 1 (Ex/— BT,) Xut+ 
+2 (E,— BT) (Ey, —BT)»=0, Tu=0 
des R,, zugeordnet sind. Das stimmt mit einer der beiden früher gefundenen Glei- 
chungen (20). Also erst dann, wenn man dem Punkte z,: T,, der Unendlichkeits- 
geraden eine durch ihn gehende Gerade (18) zuordnet, erhält man im R,, einen be- 
stimmten Bildpunkt. Das gilt auch für die komplexen Punkte der Unendlichkeits- 
geraden: %—=0, =. 
Die Bilder der unendlich fernen Punkte des R, erhält man aus (9) für 
T,=0: 
kkzy=}(hk-+kh) 09,9%, —4kRD2,9, —4kRD2,9 
kL,=9: + REz,2» 
KXn=999,+ RER: T=R; 
sie liegen also alle auf der Ebene: 


(28) kk(@EE2,+ EDX,+EDX,)={hk+kh)EE+RDEg+KkEDGI Tu. 


Pi ee er 
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Diese aber ist, wie man sich leicht überzeugt, keine andre als die Ebene (7), 
die uns früher begegnet ist. 

Unbestimmt wird der Bildpunkt des unendlich fernen Punktes der Unendlich- 
keitsgeraden und der Bildpunkt jedes der beiden Kreispunkte + x des R,. Dem 
erstgenannten Punkte entspricht die unendlich ferne Gerade (27), die für T, = 0 
herauskommt. Dem Kreispunkte: 2, — 0, z2,=0, T,= 0 entspricht die im End- 
lichen liegende Gerade, die auf der Ebene (28) von der Ebene: 


(28*) kX,—-9T» > 0 
ausgeschnitten wird. Ebenso entspricht der Schnitt der Ebenen (28) und: 
(28**) kXu—9Tu>= 0 


dem Kreispunkte: &,=0, z2,=0, T,=0. Jede dieser beiden Ebenen (28*), 
(28**) geht durch einen Kreispunkt der Ebene z,—= 0 des R,, und schneidet auf 
der unendlich fernen Ebene des R „die vertikale Gerade durch diesen Kreispunkt aus. 

Hat nun eine Fläche U, mit der Geraden ! einen reellen oder komplexen 
Punkt P gemein, ohne daß I! ganz auf der Fläche liegt, so schneidet sie auf jeder der 
beiden Ebenen: 2, = 0 und Q, = 0 eine durch P gehende Kurve aus. Diese Kurve 
ist im allgemeinen keine horizontale Gerade, daher ändert sich z, auf ihr kontinuier- 
lich, und im R,, entspricht ihr eine vertikale Gerade durch einen der Kreispunkte 
+ x. Da eine Fläche n-ten Grades n Punkte mit l gemein hat, wird ihr Bild U, 
im R,, die vertikalen Geraden durch + x gerade n-mal enthalten (S. 58,2. 2,1v.u.). 

Liegt die Unendlichkeitsgerade I ganz auf der Fläche U, so schneidet wieder 
im allgemeinen jede der beiden Ebenen 2, = 0 und Q, = 0 eine Kurve aus, auf der 
2, nicht konstant ist. Die Bildfläche enthält daher die beiden vertikalen Geraden 
durch + x. Ist U, insbesondere ein Hyperboloid mit horizontalen Kreisschnitten, 
das die Unendlichkeitsgerade enthält und das zu sich selbst komplementär ist, so 
wird das Bild im R,„ nach S. 622 eine Ebene E. Die beiden Erzeugenden der zweiten 
Schar, die von den Ebenen ausgeschnitten werden, haben zu Bildern zwei Gerade 
von E durch die beiden unendlich fernen Punkte, die auf den vertikalen Geraden 
durch + x liegen. Überhaupt hat jede auf U, liegende Kurve, die ! schneidet, zum 
Bilde eine Kurve von E, die durch diese beiden unendlich fernen Punkte von E 
geht. 

S.58, 2.11—9 v.u. Man muß beachten, daß die reellen Punkte von U, im 
R, durch Punkte außerhalb des Kegels F,, abgebildet werden, nur die reellen 
Punkte von C', durch die reellen Punkte von C,, auf diesem Kegel. Die Fläche U, 
wird von der Kurve (', begrenzt und ist jedenfalls in der Nachbarschaft von C', 
doppelt überdeckt, weil jeder Punkt von U „, der in einer gewissen Umgebung von 
C „liegt, zwei zu einander komplementäre Punkte von U „.abbildet. Das macht sich 
besonders auffallend, wenn U „ in einer Ebene liegt. Diese Ebene schneidet ja auf 
F „ einen Kegelschnitt aus, und es ist dann Ü ‚nur der doppelt überdeckte Teil dieser 
Ebene, der außerhalb dieses Kegelschnitts liegt. 

S.58,2.6,5v. u. Es sollte stehen: ‚in jen Punkten‘. 

8.59, 2.6—9. Vgl. S. 55, Z.13—11 v. u. und S. 6181. 

S. 59, Z. 9—14. Die Kongruenz B, hat nach Abh. I, S. 6 zwei konjugiert ima- 


‘ ginäre Leitlinien, deren jede durch einen der Kreispunkte + x geht. Die auf der 


Ebene liegende Kongruenzgerade /, verbindet die beiden konjugiert imaginären 
Punkte, in denen die Ebene diese Leitlinien trifft, und ist daher reell. Die Punkte 
dieser Kongruenzgeraden }, sind paarweise zu einander komplementär und sind die 
einzigen Punkte der Ebene, deren Komplementärpunkte auch der Ebene angehören. 
Also ist A, im Sinne von Nr. 102 (aber nicht im Sinne von Nr. 104!) die zur Ebene 
gehörige Kurve C,,. Verbindet man zwei komplementäre Punkte von /, mit dem 
Punkte x, so erhält man zwei Gerade der Ebene U, denen im R,, zwei Erzeugende 
von U „ entsprechen, die durch denselben Punkt der vertikalen Geraden A,, gehen. 
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Deshalb ist },, die zweifache Direktrix von U,,. Auch durch den unendlich fernen 
Punkt von A, gehen zwei Erzeugende: seine Verbindungslinien mit den Kreis- 
punkten + x des R,„, die vertikalen Geraden durch + x, die nach 8.58, 2.2,1v.u. 
(vgl. S. 627, Z. 19f.) der Fläche U, angehören. 

S. 59, Z.19—23. Man vgl. S. 55, Nr. 94 und S.618f. Jeder Kegelschnitt 9, 
geht durch einen Punkt von A, denn jede Gerade von U, schneidet A,. 

S. 59, Z. 14—10 v. u. Da jede von A, verschiedene Gerade der Kongruenz B, 
die Ebene U, nur in einem Punkte trifft, wird die Fläche dritter Ordnung U, 
von jeder von /,, verschiedenen vertikalen Geraden nur in einem Punkte getroffen. 
Die senkrechte Projektion von U, auf eine Horizontalebene ist daher in der Tat 
ganz analog zu der Beziehung, die zwischen einer Fläche zweiter Ordnung und einer 
berührenden Ebene durch stereographische Projektion vom Berührungspunkte aus 
hergestellt wird. 

S. 59, Z.2 v. u.—60, Z.1. Den 00°? Geraden von U, entsprechen 00? verschie- 
dene Kegelschnitte g,,, die auch in verschiedenen Ebenen liegen, weil jede solche 
Ebene die Fläche U, außer in dem Kegelschnitte g,, nur noch in einer Geraden 
schneidet. Die Ebene von g,, geht daher im allgemeinen nicht durch die unend- 
lich ferne Direktrix von U,, und enthält somit eine im Endlichen liegende Er- 
zeugende. Daß die Kurve k,, gerade von vierter Ordnung ist, folgt daraus, daß 
sie nach Nr. 103, S. 58 nicht von höherer Ordnung sein kann. 

S. 60, Z.15f. Siehe S. 624, Z. 20—25. 

S. 61, Z. 4f. Die unendlich fernen Punkte des Kegelschnitts g,, liegen ja auf 
diesen vertikalen Geraden. Dasselbe folgt aber auch schon aus S. 58, 2.2,1v.u. 

S. 61, 2.5—8. Vgl. S. 55, 2.3—1 v.u. und 8.58, 2.6,5 v.u. 

S.61,2.8,9. Es sei g, eine Erzeugende von U„. Durch g, und ! geht nach S. 621 
ein ganz bestimmtes zu sich selbst komplementäres Hyperboloid mit horizontalen 
Kreisschnitten, dem im R,, eine Ebene entspricht, in der der g, entsprechende Kegel- 
schnitt g,, liegt. Dieses Hyperboloid berührt die Linienfläche zweiten Grades U, 
in zwei Punkten von g,, demnach berührt die Ebene von g,, die Fläche U, in zwei 
Punkten von g,,- 

S. 61, Z. 12—15. Vgl. $. 58, Nr. 103. Die Fläche U, hat zwei Punkte mit I ge- 
mein. Geht der Kegelschnitt durch einen von diesen, so wird er von jeder Ebene 
durch I! nur in einem mit der Ebene veränderlichen Punkte getroffen. 

S. 61, 2. 15—13 v. u. Nach S. 58, Z. 6—9. 

8.61, 2.12—5 v.u. Vgl. 8.621. Der Schnittpunkt von y, und dem Kreise 
ist sich selbst komplementär. Die Doppelkurve von U, ist die in Nr. 102, S. 58 be- 
sprochene. Durch jeden Punkt der Doppelkurve gehen zwei Erzeugende. Jede Er- 
zeugende wird in jedem ihrer Schnittpunkte mit der Doppelkurve von einer andern 
Erzeugenden geschnitten. 

S.61,2.4—1v.u. Vgl. S.57,Nr.99. Daß die Komplementärkurve auch g, zwei- 
fach schneidet, liegt daran, daß nach $. 621 I! und g, auf einem zu sich selbst kom- | 
plementären Hyperboloide liegen, das als solches auch die C,’ enthält, und auf dem 
l und y, derselben Schar von Erzeugenden angehören. Die zwei hinzutretenden 
Schnittpunkte der C,’ mit U, sind die einzigen auf U, liegenden Punkte, die zu Punk- 
ten von 7, komplementär sind. f 

8. 62, 7.7. Den Erzeugenden y,! und y,?, die ! schneiden, entsprechen je zwei 
Gerade yl, und y}, des R,,. — Zwei von den drei Doppelpunkten sind die beiden, 
in denen die Doppelkurve von U, den Kegelschnitt trifft (8. 61, Z2.2,1 v.u.). Der 
dritte ist der Schnittpunkt von y}, und y},. 

S. 62, Z. 11—14. Vgl. 8. 59, 7. 9—5 v. u. und $. 58, Z. 6—3 v. u. Im vorliegen- 
den Falle ist n — 2, aber die Fläche U, enthält I. 

S. 62, Z. 16—19. Hinter ‚geben‘ hätte „nämlich“ eingeschaltet werden sollen. 
Die Fläche U,, ist ja deshalb von vierter Ordnung, weil sie von jeder Ebene E,, 


u 1 nr ee Aa ee ee ee see 
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in zwei Kegelschnitten getroffen wird. — Ein horizontaler Kreis auf einer Ebene: 
2, = 3, hat eine Gleichung von der Form: 


19,9, +59, +59, +t=0, 


wor und t reell sind, s komplex. Im R,, erhalten wir daher außer der Gleichung (6) 
der Ebene E,, eine Gleichung zweiten Grades in X ,,, X, 29; P„, aus der wir P,„ 
vermöge einer der Gleichungen (5) entfernen können. Jedem horizontalen Kreise 
des R, entspricht daher ein Kegelschnitt in einer Ebene E,„. Trifft der horizontale 
Kreis die Unendlichkeitsgerade, so entspricht ihm nach S. 621 eine Gerade des R,,- 

Daß andrerseits jedem Kegelschnitte auf einer Ebene &, ein Kegelschnitt 
einer Ebene E,, entspricht, folgt aus S. 55, Z2.3—1 v.u. 

S. 62, Z2.3—1 v.u. Diese gestreiften Ebenen gehen nämlich alle durch einen 
Punkt P, den Trägerpunkt des J-Punktes, durch den. die J-Geraden gehen. Da 
jede der Ebenen eine der Nullgeraden enthält, sind sie nichts andres als die durch P 
gehenden Tangentialebenen des Hyperboloids und umhüllen somit einen Kegel 
zweiten Grades. 

„Die Ebenen der entsprechenden Kegelschnitte g,,“ müssen natürlich als die ge- 
streiften Ebenen von J-Geraden aufgefaßt werden. Je vier dieser J- Geraden haben 
ein reelles Doppelverhältnis, also bilden die zugehörigen Nullgeraden ebenfalls ein 
Hyperboloid mit horizontalen Kreisschnitten. 

S. 62, 7. 15—12v. u. Das Hyperboloid, das der Ebene entspricht, ist nach 8.622 
zu sich selbst komplementär und enthält außer g, auch die Unendlichkeitsgerade I. 
Es enthält ferner erstens die zu 9, komplementäre Cy', zweitens die Cy', diees mit U, 
gemein hat, drittens die zu dieser komplementäre Cy’. Diese drei Cy’ schneiden | 
und g,in je zwei Punkten. Das Hyperboloid berührt U, in den Punkten, welche die 
zweite Cy mit g, gemein hat. Die C,’, die das Hyperboloid mit U, gemein hat, geht 
offenbar durch die beiden Punkte, in denen U,, die Unendlichkeitsgerade trifft. 

8.62, Z.9 v.u. Der zweite Kegelschnitt jedes Paars entspricht einer (y'. 

S. 62, Z. 9—5 v. u. Der zweite Kegelschnitt des Paares, das die Ebene eines g,, 
auf U, ausschneidet, entspricht der zweiten und also auch der dritten der eben ge- 
nannten Cy'. — Die zu g, komplementäre C,’ hat mit U, die Kreispunkte + x ge- 
mein, ferner ihre beiden Schnittpunkte mit g,, die zu sich selbst komplementär 
sind, endlich noch zwei Punkte, die im Texte genannten Komplementärpunkte. 
Die „entsprechende Raumkurve Cy “ ist die zweite der vorhin genannten; ihre Kom- 
plementärkurve hat mit U, die Kreispunkte und zwei Punkte von g, gemein, außer- 
dem also noch zwei Punkte. Auf jedem der beiden Kegelschnitte in der Ebene von 
gw liegen daher zwei Punkte der Doppelpunktskurve. Diese müssen Schnittpunkte 
des in der Ebene liegenden Kegelschnittpaares sein; demnach hat jedes Paar nur 
zwei im Endlichen liegende Schnittpunkte. In der Tat, der g, entsprechende Kegel- 
schnitt g,, geht, wie wir wissen (s. S. 61, Z. 2f.), durch die zwei unendlich fernen Punkte 
seiner Ebene, die von dem unendlich fernen Punkte der z,,-Achse aus in die Kreis- 
punkte +4 x projiziert werden. Der zweite Kegelschnitt in der Ebene von g „entspricht 
der Cy’, welche das dieser Ebene entsprechende Hyperboloid des R, mit U, gemein 
hat. Diese Cy’ schneidet aber die auf dem Hyperboloide liegende Unendlichkeits- 
gerade I. Das Bild dieser C,’ im R,,, also der zweite Kegelschnitt in der Ebene von 
9, geht daher auch durch die beiden vorhin beschriebenen unendlich fernen Punkte 
der Ebene von g,, (vgl. S. 626). Das Kegelschnittpaar in der Ebene von g, hat dem- 
nach zwei unendlich ferne Punkte gemein und also nur zwei im Endlichen liegende 
Schnittpunkte. 

S. 63, Z. 2—5. Bisher sind von den sechs Kanten nur zwei einander gegenüber- 
liegende vorgekommen, nämlich die Kante Q,Q,, die Unendlichkeitsgerade, und die 
Kante durch die beiden Kreispunkte + x. Diese bestimmen die beiden Ebenenscha- 
ren E, und €, des R,, denen im R,, nur die eine Ebenenschar F,, entspricht. Den 
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Ebenenscharen, die durch die andern Kanten gehen, entsprechen keine Ebenen- 
scharen des R,,. Die ganze Untersuchung gestaltet sich daher etwas anders. 

Wir denken uns ein Hyperboloid mit horizontalen Kreisschnitten gegeben 
und betrachten die Ebenen durch die Kante: Q,, + x und die durch die gegenüber- 
liegende Kante: Q,, —x. Da diese Ebenen doch unter allen Umständen imaginär 
sind, können wir auch bei dem Hyperboloide auf alle Realitätsforderungen ver- 
zichten; wir verlangen nicht, daß die Erzeugenden reell sind, ja nicht einmal, daß 
es durch eine reelle Gleichung dargestellt wird. Wir können daher seine Gleichung 
in der Form: 
29) 19,2%, + m, +m, 2). +19, + ,.9,=(n2,— 5) (r2,— 8) 
annehmen, wo die Koeffizienten komplex sind. Wir setzen selbstverständlich voraus, 
daß das Hyperboloid nicht zerfällt. und daß Q,,Q,, die Schnittpunkte mit der Un- 
endlichkeitsgeraden: &, = 0, 2, = 0 verschieden sind. Die letzte Voraussetzung 
kommt darauf hinaus, daß rs; — r,s, nicht verschwindet. 

Eine Ebene durch Q, und den einen Kreispunkt können wir nun durch eine 
Gleichung von der Form: 


(30) 99% 0, (12, — 5) = 0 


darstellen, wo 0,:0, ein komplexer Parameter ist, und eine Ebene durch Q, und den 
andern Kreispunkt so: 
(31) 2. +0%(r2,—8)=0. 


Die Ebene (30) schneidet auf der Fläche (29) einen Kegelschnitt aus, dessen zweite 
Gleichung folgendermaßen geschrieben werden kann: 


(32) 0, | 19,2, + (m, 2,+m, 2,) »trna+ %,2,) + 09% (ra2, Eur 82) —=0. 
Nach S. 618 ist aber: 


Rh — R W,+iBp„ WW, —iBp, 
= , = - u ke PR u 
W,+tiEps W,—iEpw W,+iEpa W-iEp 
R(W,—iBp,) r R(W,+iBp,) 
2, = zu ae N) ı%y = Er = N 
(W,+iEpu) (W,—iEpy) (W,-HiEpu) (W,—iEpu) 


also erhält man aus (30) und (32) die beiden Gleichungen: 
os, R+or(W, +iBp.) Hs (Ws: tiEp)=0, + 
(33) alIRR+ (m -+ O1r,) R (Ww, —iBp,) +0,m, R(W, +iBp,) + 
| Taweoı R(W,—iEp,) +0,n,R(W,-+iEp,)=0, 


die in p,, linear sind und zeigen, daß dem Kegelschnitte (30), (32) im R,, eine ebene 
Kurve entspricht. Diese Kurve ist überdies wieder ein Kegelschnitt, wie man sofort 
sieht, wenn man p,, aus (2) entfernt vermöge einer der beiden Gleichungen (33). 

(Genau dasselbe ergibt sich offenbar für den Kegelschnitt (31), (32), und zwar 
findet man da, (33) entsprechend, die beiden Gleichungen: 


4 ma (W, -iBp,)— Ss (W,—iEp),) —=(, 
(34) en +0,m,R(W,—iBpu)+ (,m;+9s)R(W,+iBpe) + 
+09n,R (W, —iEp‘,) re (0, — 0, 5,) R (w, + iEp/,) =(, 


wo p/, für p,, geschrieben ist, weil die beiden Gewichte in (33) und (34) doch ver- 
schieden sein werden. 
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Betrachten wir 0,:0, und 0,:0, als zwei Parameter, so stellen (30) und (31) 
zwei Ebenenbüschel des R, dar, denen im R,, zwei Ebenenscharen entsprechen. 
Wir wollen die Gleichungen dieser Ebenenscharen nicht hinschreiben und bemerken 
nur, daß sie in 0,:0, und ,: 0, vom zweiten Grade sind, woraus man schließen kann, 
daß jede einen Kegel oder einen Zylinder zweiten Grades umhüllt. Dagegen wollen 
wir beweisen, daß diese beiden Ebenenscharen des R,, zusammenfallen, das heißt, 
zwischen 0,:0, und g,:0, läßt sich eine bilineare Beziehung herstellen, vermöge 
deren die aus (33) durch Elimination von p „entstehende Gleichung mit der identisch 
wird, die aus (34) durch Elimination von p/, entsteht. 

Es ist wohl aussichtslos, diesen Beweis auf dem Wege zu versuchen, der uns 
auf S. 619 in einem ähnlichen Falle zum Ziele geführt hat. Wohl aber führt der dort 
angedeutete bequemere Weg auch hier zum Ziele. Wir lösen die Gleichungen (33) 
nach W, +iBp, und W, +iEp,, auf und setzen die gefundenen Ausdrücke in 
die zweite Gleichung (34) ein, die wir vorher so schreiben: 


a!RR +0,m, R (mw, Ze iBp,) Ze (o,m; An 9271) R (W, 1E iBpu) ar 
+onR (m, ET iE pw) IE (0; N, 02 s1) R (W, Tr iE pP) —. 
EHRE m; + p5r,) RB E i 
— x = (Pu — Pu) 
— on, RE+(o,n,—o,5,) RE 


und auf beiden Seiten mit o,(n;r, + m,s,) multiplizieren. Dann erhalten wir links 
die mit — 0, R(n;r, + mysı) multiplizierte linke Seite der ersten Gleichung (34), 
wenn diese so geschrieben wird: 


9R-+ 0,7, (W — iBpw) — 0,3 (W, — Ep) =—0,(,nB—sE)i (pa — Pe). 


Da p„— p/, im allgemeinen nicht verschwindet, gelangen wir hierdurch zu der Be- 
ziehung: 
[ 0,0, K („B—sE)— 0,6, R(r, B— sE)+ 


er 0,0|(m,B+ n,E)R— (m B+ nE)R 1=0, 


die, wie zu erwarten ist, bestehen bleibt, wenn man die Indices 1 und 2 und die 
Buchstaben B und B, E und E, R und R mit einander vertauscht. 

Durch die Beziehung (35) wird jedem Kegelschnitte (29), (30) eindeutig um- 
kehrbar ein Kegelschnitt (29), (31) derart zugeordnet, daß diesen beiden Kegel- 
schnitten des R,im R,, zwei Kegelschnitte entsprechen, die in einer Ebene liegen. 

Damit ist die Behauptung von Lie 8.63, Z.2—5 vollständig bewiesen. Wir 
haben sogar etwas gefunden, was Lie nachher auf Z. 7—9 bloß erraten läßt, daß 
nämlich den beiden Ebenenbüscheln des R,, die durch zwei gegenüberliegende 
Tetraederkanten bestimmt sind, jedesmal zwei Scharen von Kegelschnitten des R,, 
entsprechen, die sich auf eine einzige Ebenenschar verteilen. Man muß das heraus- 
lesen aus den „zehn Kegelschnittsystemen in fünf Ebenensystemen gelegen“. 

Den drei Paaren gegenüberliegender Kanten entsprechen drei solche Ebenen- 
systeme. Eines davon ist schon im ersten Absatze von Nr. 112 angegeben. Das 
vierte und das fünfte Ebenensystem (S. 63, Z. 5—7) sind die im zweiten Absatze 
von Nr. 112 besprochenen. 

S. 63, Z. 5—7. Jeder Erzeugenden von U, ist ja nach S. 62 eine auf U, liegende 
Cy zugeordnet derart, daß der Erzeugenden und der C,’ im R,, zwei Kegelschnitte 
entsprechen, die in einer Ebene liegen. Die betreffende C,’ trıfft die Unendlichkeits- 
gerade ! in denselben Punkten wie U,, sie geht mithin durch alle Tetraederecken. 

S. 63, Z. 10—12. Den zwei Ecken Q,,Q, entsprechen nach S. 626 zwei unend- 
lich ferne Gerade des R,,. Den beiden Ecken + x dagegen entsprechen nach S. 627 
nicht zwei unendlich ferne, sondern zwei im Endlichen liegende Gerade des R,„. 


(35) 
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S.63, 2.12f. Die beiden Tetraederebenen durch die Unendlichkeitsgerade 1 
schneiden U, in zwei Kegelschnitten, denen nach $. 626 die beiden vertikalen Ge- 
raden durch die Kreispunkte + x des R,, entsprechen. Hier findet man also wirklich 
noch zwei unendlich ferne auf U, liegende Gerade, während Lie auf Z. 10-12 
versehentlich angibt, daß den Kreispunkten + x auf U, derartige Gerade ent- 
sprechen. 

Die beiden andern Tetraederebenen sind die horizontalen Ebenen durch Qı 
und Q,. Sie schneiden auf U, horizontale Kreise aus, welche die Unendlichkeits- 
gerade in Q, und Q, treffen, und denen infolgedessen (S. 56, Nr. 97, 8.55 Nr. 94) 
Gerade des R,, entsprechen. 

S.63, Z.14f. Durch Q, und Q, gehen je zwei Erzeugende, denen, weil sie ! 
schneiden, im R,, gerade Linien entsprechen (8. 55, Nr. 94). 

Durch die Kreispunkte + x des R, gehen je zwei Erzeugende, die offenbar 
horizontal sind. Die Gleichungen einer solchen Erzeugenden haben daher zum Bei- 
spiel die Form: 

5 
woraus sich ergibt: 


W+iBp„=r(W, +iEp,), R=s(W, + iEp,). 


Dann kommt wegen (2): E 
Wı ADD, =r(W, AED; 


so daß durch Elimination von p,, zwei lineare Gleichungen in z,,, X, X, hervor- 
gehen. Jeder Geraden, die durch einen der Kreispunkte + x des R,geht, entspricht 
somit im R,, eine Gerade. 

S. 63, 2.17f. Warum Lie hier plötzlich von der „Kummerschen Fläche“ 
spricht, ist nur zu erraten, da die Kummersche Fläche bisher bloß in Nr. 45 
vorgekommen ist. Die Fläche vierten Grades mit Doppelkegelschnitt, auf die er 
das Hyperboloid abgebildet hat, ist ja eine projektive Verallgemeinerung einer Zy- 
klide. Aus Abh. III und IV allein läßt sich jedoch kaum erraten, was hier gemeint 
ist. Nun aber zeigt Lie später, zuerst in Abh. VII (1870), $. 91, vgl. auch namentlich 
Abh. XII (1871), S. 206, daß seine Geradenkugeltransformation die Kummersche 
Fläche auf eine Zyklide abbildet, und dadurch wird verständlich, was die Erwähnung 
der Kummerschen Fläche bedeutet. Sie zeigt nämlich, daß Lie schon damals im 
Besitze seiner Geraden-Kugeltransformation war. Das stimmt damit, daß er Leipz. 
Ber. 1897, S.728 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XV, $ 3) sagt, er seiim Februar 1869 auf diese 
Berührungstransformation geführt worden. « 

S.63, 2.2 v. u. „wie wir schon wissen‘, s. S. 54, Nr. 92. 

8. 63f., Nr. 115, 116. Lie hat leider die auf $. 53 benutzte Bezeichnung ge- 
ändert. Wir ziehen vor, sie beizubehalten; dann ist: B=rE, wor reell ist, und wo 
wir E = 1 setzen dürfen. Der Nullpunkt B, hat die Koordinaten:z,=r, X,=H, 
X, H, und die Gleichung auf S. 63, 2.5 v. u. wird: 


_W+W _M-Wıt+2rim 


6 2 ——- —t ; 
(86) \ W,+W, W,—W,+2ipy 


und die Gl. S. 64, Z. 6: 
(37) Pw ee eg 5 


Die Gerade & hat die Gleichungen: 
(38) Ww+W=0, +M=0, 
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und der Ort der Punkte, für die p,, unbestimmt wird, enthält außer dieser Geraden 
noch die folgende: 


(39) W—rW,=0, MW,—rW,=0, 
oder, anders geschrieben: a 
(39) kX,—-9=0, kX,—-9=)9. 


Das ist eine vertikale Gerade und zwar eben die Gerade ö, die, als J-Gerade auf- 
gefaßt, der horizontalen Nullpunktebene: z,—=r entspricht, also der in Nr. 117 
mit D bezeichneten Ebene. 


S.64, 2.16—18. Worauf sich das ‚später‘ bezieht, das muß man erraten. 


Für die vertikale Gerade ö, die nach Z.19f. einen Teil des Durchschnitts bildet, 
ist die Liesche Behauptung schon durch das auf Z. 1—4 Gesagte bewiesen. Für die 
Gerade & folgt sie aus Z.12, 11 v.u. Am deutlichsten wird aber das Ganze durch 
das auf S. 65 in Nr. 120 Gesagte. Vgl. S. 634. 

S. 64, Nr. 117. Die Unendlichkeitsgerade ! des R, hat wieder die Gleichungen: 
2,=0, &=0 ((14), S.618), wo wir k-+-0 voraussetzen.!) Der Nullpunkt B, 
hat die Koordinaten: z2,=r, X,=H, X,=H, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, die Koordinaten: z,=r, Q,=0, Q,=0; er liegt also auf der Unend- 
lichkeitsgeraden. 

Eine beliebige Ebene €, durch ! hat eine Gleichung von der Form: N, + N Q, 
= 0. Das ergibt im R,, die Gleichung: 


(40) NR(W,—ip ) NRW, +ip,)=V0, 
wozu wegen (2) kommt: 

(40') NRW, —irp,)+NR(W, +irp )=0; 
ihr entspricht demnach im R,, die Ebene €,,: 

(41) NR(W,—rW)+NR(W,—rW,)=0, 


die in der Tat durch die vertikale Gerade ö, das heißt (39), geht. Hier spielt jedoch 
die Ebene €: 
(42) RQ,+RQ,=0 


eine ausgezeichnete Rolle, denn für sie werden (40) und (40°) beide von p,, frei. 
Dieser Ebene &,’ entspricht im R,, die Gerade (38), das heißt e. Auf e wird das Ge- 
wicht p,, wegen (36): 
(43) 2 M—We2) _ UM Win) 

r—2, r—2, 
und ist daher wirklich in jedem Punkte von e jedes reellen Wertes fähig. 

Zu beachten ist, daß in Fig. 6 statt &,’ steht e,. 

S. 64, 2.2,1 v.u. Einer Geraden g, des R,, die weder 1 trifft, noch horizontal 
ist, entspricht im allgemeinen Falle ein Kegelschnitt g,. Durch g, geht, wie wir 
wissen ($. 622), ein ganz bestimmtes zu sich selbst komplementäres Hyperboloid H 
mit horizontalen Kreisschnitten, das / enthält. Diesem Hyperboloide entspricht 
die Ebene E des Kegelschnitts g,,. Dabei werden die reellen Punkte des Hyper- 
boloides auf die Punkte von E abgebildet, die außerhalb des Grenzkegels Fliegen. 
Der Schnitt dieses Kegels mit der Ebene E ist die Berührungskurve zwischen E 
und dem Kegel, von der in Nr. 104 gesprochen wird. Der Kegelschnitt g,, liegt ganz 
außerhalb dieser Berührungskurve; andrerseits hat er mit der Berührungskurve 
zwei Punkte gemein, die Bildpunkte der beiden Punkte, in denen g, die geradlinige 


1) Der Fall k = 0 wird nur auf S. 66, Z. 13—16 erwähnt. 


Pair 
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Fläche F', schneidet. Daher muß g,, den Schnitt zwischen E und F „in zwei Punkten 
berühren, das heißt, g,, berührt den Kegel F, in zwei Punkten. . 

S. 64, 2.8, 7 v.u. Vgl. S. 58, Nr. 103. 

S. 65, 2.6—8. Vgl. S.58, Z.1—12. 

S. 65, Nr. 120. Der Horizontalebene D, das heißt: 2,=r, entspricht im BR. 
die vertikale Gerade ö. Nun hat man: 


R _ R 


een ’ 2 ee ne 
"WW tipn pm 
und somit, durch Elimination von p,„: 
(44) 29,2, W,. +W)—- RQ,—- RQ,=0. 

Die Punkte von D, denen ein bestimmter Punkt von ö entspricht, liegen daher 
auf einem Kreise, der durch den Punkt: ,—=0, & =0, z,=r, also durch den 
Nullpunkt B, geht. Die 00! Kreise der Ebene D, die auf diese Weise den Punkten 
von ö zugeordnet sind, berühren einander in dem Punkte B,. Einer unter ihnen ist 
die Schnittgerade von D mit der Ebene (42), das heißt, mit €,’. In ihrer Gesamtheit 
füllen sie die Ebene z,— r gerade einmal aus, das heißt, durch jeden von B, ver- 


schiedenen Punkt dieser Ebene geht ein und nur einer der Kreise. 
Die Ebene &,’ enthält oo! durch den Punkt B, gehende Gerade: 


2 


(45) 9, =I/R@,—r), 9&=—AR(,—r), 

wo 4 ein rein imaginärer Parameter ist. Hieraus ergibt sich: 
l= 4{W,+uerp—rMtipo)) 
1=—-1 [WM ir, -"M —in)} 


wo die zweite Gleichung vermöge (38) aus der ersten folgt. Es wird demnach: 
»=1:(W, —rW,), das heißt, jedem Punkte der Geraden e ist auf der Ebene €,’ 
eine ganz bestimmte jener Geraden durch B,, zugeordnet. Den Punkten jeder Ge- 
raden (45) entspricht ein bestimmter Punkt von e, der mit allen möglichen Ge- 
wichten behaftet ist. 

Diese Verhältnisse sind es, auf die durch das ‚später‘ auf S. 64, Z.17 hin- 
gewiesen wird. 

S.65, Nr. 121. Vgl. S.59, Nr. 105. Die Kreise in der Horizontalebene D, 
die wir vorhin kennen gelernt haben, schneiden auf der gegebenen Ebene Punkte- 
paare aus, und den beiden Punkten jedes solchen Paares entspricht im R,, ein 
Punkt der Geraden ö. Verbindet man den Punkt, den die Ebene auf der Unendlich- 
keitsgeraden ausschneidet, mit den Punkten des Paares, so erhält man zwei Gerade 
des R,, denen im R,, zwei Erzeugende der Linienfläche dritten Grades entsprechen, 
die ö in demselben Punkte treffen. Deshalb ist ö die Doppelgerade der Fläche. 

S. 65, 2. 17—7 v. u. Die Verminderung des Grades, die bei der Fläche im R', 
eintritt, beruht auf S. 58, Z. 6—8 und S. 65, Z. 6—8. Jede Gerade durch den Null- 
punkt B, trifft das Hyperboloid nur noch in einem Punkte. Infolgedessen trifft jede 
vertikale Gerade des R,, die Fläche dritten Grades nur in einem im Endlichen liegen- 
den Punkte. Die Gerade e entspricht dem Schnitte zwischen dem Hyperboloide 
und der Ebene €,'. Die beiden vertikalen Geraden durch + x folgen aus S. 58, 
2.2,1 v.u. Schließlich entspricht dem zweiten Schnittpunkte, den das Hyperboloid 
mit l hat, eine unendlich ferne Gerade (s. S. 626). 

S.65, 2.6—4 v.u. Hier zeigt sich ein wesentlicher Unterschied gegenüber 
dem allgemeinen Falle. Während in Nr. 112 den Erzeugenden jeder Schar Kegel- 
schnitte des R,, entsprechen, deren Ebenen einen Kegel zweiten Grades umhüllen, 
bilden jetzt die Ebenen dieser Kegelschnitte ein Büschel. Um das zu zeigen, müssen 
wir etwas weiter ausholen. 


La u ll U dl ln u DE 2 LU u 
/ 


Dem unendlich fernen Punkte der Z, ‚Achse entspricht ein Nullpunkt 635 


Wir haben auf 8. 621f. gesehen, daß im allgemeinen Falle den Ebenen des R,, 
die Hyperboloide des R, entsprechen, die horizontale Kreisschnitte haben, die 
Unendlichkeitsgerade enthalten und außerdem zu sich selbst komplementär sind. 
In dem jetzigen Falle enthält der R, keine kömplementären Punkte, daher müssen 
wir die betreffenden Hyperboloide des R, anders definieren. ar 

Die Formeln (11) auf 8.617 zeigen, daß jeder Ebene IX,„+I!X,+ mz, 
+n=0des R, ein Hyperboloid des R, entspricht, das horizontale Kreisschnitte 
hat und die Gerade / enthält. Wir brauchen die Gleichung des Hyperboloids nicht 
hinzuschreiben, sondern nur seinen Schnitt mit der Ebene D. Da jetzt B=r, 
E=1 ist, wrd EeE—-_B=Er— B=0, femer: DD—A=k, Dr—-A=k, 
mithin wird der gesuchte Kreisschnitt: 


1 h h j. n 

or (44 +1m (&+#)+n 2,2, —3R%—IRQ,=0, 

das heißt, einer der durch (44) bestimmten Kreise, denen im R,, die Punkte der 
vertikalen Geraden ö entsprechen. 

Nun gibt es in D gerade oo! solche Kreise. Durch jeden von diesen gehen gerade 
oo: Hyperboloide mit horizontalen Kreisschnitten, die ! enthalten; denn ein solches 
Hyperboloid ist bestimmt, sobald man die durch einen Punkt des Kreises gehende 
Erzeugende wählt, was auf 00? Arten möglich ist. Die Zahl der Hyperboloide von der 
betrachteten Art ist daher 00°, das heißt, ebensogroß wie die der Ebenen des R,,. 

Einem Hyperboloide des R,, das horizontale Kreisschnitte hat 
und die Gerade ! enthält, entspricht daher im R,, dann und nur dann 
eine Ebene, wenn es die horizontale Ebene D in einem der Kreise 
schneidet, die den Punkten der Geraden ö des R, entsprechen. Um- 
gekehrt entspricht jede Ebene des R,, einem derartigen Hyperboloide 
des.R,. 

Es sei nun H ein Hyperboloid mit horizontalen Kreisschnitten, das durch den 
Punkt B, geht, sonst aber allgemeine Lage hat, das also weder durch l geht noch 
durch einen der Kreise, die auf der Ebene D durch die Gleichung (44) bestimmt 
werden. Ist g, eine beliebige Erzeugende von H, so schneidet diese einen und nur 
einen der oo! Kreise, die in der Ebene liegen, und bestimmt zusammen mit diesem 
Kreise und mit I ein Hyperboloid H’ mit horizontalen Kreisschnitten, dem im R,„ 
eine Ebene E’ entspricht. Dabei hat H’ mit H die Erzeugende g, gemein, die auf H’ 
derselben Schar von Erzeugenden angehört wie !. Der Schnitt zwischen H und H’ 
besteht daher aus der Geraden g, und aus einer (y', die g, und l in gleich vielen, in 
einem oder in zwei Punkten trifft. 

Dem Hyperboloide H entspricht nun im R,, eine Fläche dritten Grades. 
Dem Schnitte zwischen H und H’ entspricht eine Kurve dritten Grades auf der 
Ebene E’. Aber der Erzeugenden g, entspricht ein Kegelschnitt g,,, der offenbar 
auf E’ liegt, folglich muß der C,’ eine auf E’ liegende Gerade g/, entsprechen. Diese 
Gerade g’, schneidet den Kegelschnitt g,, in zwei reellen oder zwei konjugiert ima- 
ginären Punkten, also können wir schließen, daß die C,’ von der Erzeugenden g, in 
zwei ebensolchen Punkten geschnitten wird. Die Erzeugenden von H, die derselben 
Schar angehören wie g,, schneiden daher auf der C,’ eine Involution von Punkte- 
paaren aus. Dieser entspricht auf g/, eine Involution von Punktepaaren, die von den 
Kegelschnitten ausgeschnitten wird, welche die Bilder jener Erzeugenden sind. Den 
genannten Erzeugenden, die paarweise windschief sind, entsprechen daher in R,, 
Kegelschnitte, deren Ebenen ein Büschel mit der Achse g/, bilden. Zugleich ist klar, 
daß diese Achse auf der im R,, auftretenden Fläche dritten Grades liegt. 

S.65, Z2.3—1 v.u. Das Hyperboloid, dem eine beliebig gewählte Ebene E 
des R,, entspricht, trifft jeden solchen Kegelschnitt in dem festen Punkte B, und 
außerdem noch in drei Punkten, die mit E veränderlich sind. Folglich trifft E die 
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dem Kegelschnitte entsprechende Kurve des R,, in drei Punkten. Diese Kurve ist 
also von dritter Ordnung und enthält den Bildpunkt B,, des Punktes B,. 

S. 66, Z.1—5. Die Reduktion des Grades um zwei mal zwei Einheiten ergibt 
sich aus $. 58, Z. 6—12. Außerdem erinnere man sich an S. 58, 2. 17—19. 

S. 66, Z.5—7. Die Ebene €,’ geht durch I und enthält daher sicher eine und 
infolgedessen zwei Erzeugende von U,. Jede dieser Erzeugenden wird von den oo1 
durch B, gehenden und auf €,’ liegenden Geraden in oo! Punkten getroffen, jeder 
von ihnen entspricht daher die ganze Gerade e. 

S. 66, Z. 13—16. Die Gleichungen der Unendlichkeitsgeraden sind: 


(14) 2=c,+kX,+f=0, 8=0. 


Ist k=0 und cf— fc =# 0, so liegt die Gerade im Unendlichen, ist aber k = 0, 
cf—fce=0, ohne daß c verschwindet, so wird sie eine horizontale Nullebene. 
Aus den Gleichungen (9) ergibt sich dann sofort die Richtigkeit der Behauptung, 
auch im Falle c = 0, wo die Nullebene im Unendlichen liegt. 

8.66, 2.7—5 v.u. Vgl. 8.60, Z.8—4 v.u. Die Geraden der horizontalen 
Nullebene gehen alle durch den unendlich fernen Punkt dieser Gaußischen Zahlen- 
ebene; ihnen entsprechen daher auf der gestreiften Fläche entweder Kurven vierter 
Ordnung durch den Punkt, der jenem unendlich fernen Punkte entspricht, oder 
Kurven dritter Ordnung mit einem reellen unendlich fernen Punkte. 

S. 66, 2.2 v.u. Die Worte: „Fortsetzung folgt‘ stehen nur in den Sonderab- 
drücken der Abhandlung, fehlen aber in den Forhandlinger. Es ist keine Fortsetzung 
erschienen. 

Andeutungen über weitere Ergebnisse, zu denen er durch seine „Repräsenta- 
tion der Imaginären‘“ geführt worden ist, macht Lie in den Leipz. Ber. von 1897, 
S. 727—729 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XV, 88). 


Zu Abhandlung V, S. 68—77. 


Einen Teil des Inhalts dieser Abhandlung, aber auch noch andere Ergebnisse 
hat Lie im W. H. 1869—1870 in Berlin im Kummerschen Seminare vorgetragen. 
Vgl. Bd. VId. Ausg., Abh. II, S. 98 Anm. und Geom. d. B. T. $. 351 Anm. 

Die Abhandlung ist von F. Klein ausgearbeitet), wie später noch mehrere: 
nämlich die drei gemeinsamen Abhandlungen VI, X und XIV hier, außerdem 
Bd. III d. Ausg., Abh. IV; Bd. V, Abh. L 

F. Klein schrieb am 31. 10. 1869 von Berlin aus an seine Mutter: „Unter den 
Jüngeren Mathematikern habe ich eine Bekanntschaft gemacht, die mir sehr zu- 
sagt. Es ist ein Norweger Lie, dessen Namen ich nach einem in Christiania von ihm 
veröffentlichten Aufsatze schon kannte. Wir haben uns mit ähnlichen Gegenständen 
speziell beschäftigt, so daß es uns an Material zur Unterhaltung nicht fehlt. Uns 
vereinigt nicht nur diese gemeinsame Liebe, sondern auch eine gewisse gemeinsame 
Opposition gegen die Art und Weise, in welcher sich hier die Mathematik breit 
macht, gegenüber den mathematischen Leistungen anderer, besonders der Aus- 
länder. Kürzlich machte ich bei Dove meinen Antrittsbesuch und das Gespräch 
kam zufällig darauf, daß ich später England zu besuchen gedächte. ‚Da haben Sie 
doch nicht viel zu suchen‘ war Doves Antwort.“ 

Das Zusammensein in Berlin dauerte bis zum 28. 2. 1870, wo Lie nach Göt- 
tingen abreiste. Klein, der in Berlin zurückgeblieben war, dankt Lie am 8. 3. für 
die Zusendung von Sonderabdrücken der Abh. V. 

S. 68, Z. 12f. Später zog Lie die Benennung „tetraedraler Komplex“ vor. 

S. 68, Z.14—18. Vgl. Abh. IV, S. 46—53 und $. 610—616. 


1) Vgl. F. Klein, Ges. math. Abh. Bd. I (1921), 8. 415, Z. 10—12. 
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8.68, Z.1v.u. H. Müller, Zur Geometrie auf den Flächen zweiter Ordnung, 
Ann. I, 8. 407—423, erschienen 12. 5. 1869. Auf S. 414 wird der Komplex definiert 
als der Ort aller Geraden, für welche die Ebenen durch die Tetraederecken ein kon- 
stantes Doppelverhältnis bilden. 

S. 69, Z. 8f. Es ist nicht klar, was damit gemeint ist. In dem an Lie gerichteten. 
Briefe vom 8.3. 1870 schreibt Klein: „Übrigens hat sich auf der zweiten Seite 
ein sinnentstellender Druckfehler eingeschlichen, den Du wohl auch schon gefunden 
hast. Es heißt nämlich: Hierbei findet im allgemeinen ein gegenseitiges Entsprechen 
statt, statt kein gegenseitiges...‘“ Hiernach soll also ausgedrückt werden, daß 
die Beziehung im allgemeinen nicht involutorisch ist. 

S.69ff. Das Verständnis der ganzen Abhandlung wird sehr erleichtert durch 
die Betrachtungen über den tetraedralen Komplex, die in Lies „Geometrie der 
Berührungstransformationen‘‘ auf S. 311—356 enthalten sind. In einer von Rost 
angeregten Würzburger Dissertation von 1923: „Berührungstransformationen eines 
tetraedralen Komplexes“ hat Dr. Otto Elsner, jetzt Studienprofessor in N ürnberg, 
sich die Aufgabe gestellt, auch die Sätze der vorliegenden Abhandlung, die in der 
Geometrie der Berührungstransformationen nicht berücksichtigt werden, vollständig 
zu beweisen. Er hat überdies Zusätze und Anwendungen hinzugefügt und auch 
andere Arbeiten von Lie und insbesondere die hier unter VI abgedruckte von 
Klein und Lie mit einbezogen. Leider ist diese Dissertation wie so viele andere 
aus jener Zeit ungedruckt geblieben, und nur eine sehr knapp gefaßte Übersicht 
über ihren Inhalt ist erschienen: 

„Liesche Berührungstransformationen eines tetraedralen Komplexes“. Avhand- 
linger utgitt av det Norske Videnskaps-Akademi i Oslo. 1925. Mat.-naturvid. Klasse, 
Nr. 6, 58. 8°, 

S. 69, Nr. 4. Vgl. Geom. d. B. T. S. 314—320, 326—333. Wir erwähnen hier 
nur einige der dort entwickelten Ergebnisse. Ist das Tetraeder durch die nicht- 
homogenen Koordinaten x, y, z bestimmt, so haben die zu ihm und also auch zu 
dem Komplexe gehörigen homographischen Transformationen die Form: 


(1) «=i2, yYz=uay, =»; 


sie bilden eine dreigliedrige, einfach transitive Gruppe von vertauschbaren Trans- 
formationen. Die durch einen Punkt z, y, z gehenden Komplexgeraden bilden einen 
Kegel zweiten Grades, den Mongeschen Kegel: 


(2) Da —b)zdedy=0, 
welcher dem Punkte zugeordnet ist. Dabei stellt: 
a—c 
a 


das Doppelverhältnis dar, unter dem eine beliebige Komplexgerade die in einer- 
bestimmten Reihenfolge genommenen Tetraederflächen schneidet. 

Die Größen: dx, dy, dz, ydz— zdy,... sind die Plückerschen homogenen 
Koordinaten p,, Ps, Pat» Pss> Psı, Pız der Geraden, die den Punkt z, y, z mit 


© +dz,... verbindet; also wird der tetraedrale Komplex durch die Gleichung 
zweiten Grades: 
(2) APısP2s + dbPaPsı + CPaaPız = 0 


dargestellt. Sind: 
wWetwytu2z+w=0, ve +ny+Vz2 +u=0 


zwei Ebenen, und benutzt man als Linienkoordinaten die Größen q,.—= u;U, — upd;,. 
so wird die Gleichung des Komplexes diese: 


(2”) Age + 8921951 + CI = 0: 
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Die sämtlichen Komplexkurven zerfallen in zwei Kategorien. Für jede Kurve 
der ersten Kategorie sind die Quotienten aus den Ausdrücken de: x, dy: y, dz:z - 
nicht konstant. Diese Kurven werden durch Gleichungen von der Form: 


 fFodt _ (Frog, „„: 706 
2 a+t’ en b-+t’ ern c+t 


dargestellt, wo t eine natürliche unabhängige Veränderliche ist, und wo Ft) die 
Gattung bestimmt, der die Kurve angehört. Für die Kurven der zweiten Kategorie 
sind jene Quotienten konstant; sie haben Gleichungen von der Form: 


(4) ER ee 


(3) lgx 


lgy 


wo 4, B, © willkürliche Konstanten bezeichnen, während die Konstanten x, ß, y 
an die Bedingung: 

(5) B—c)a+(l—a)B+a—b)y—0 

gebunden sind. 

S. 69, Z.5—9. Also bedeutet ‚‚reziprok‘‘ dasselbe wie S. 54 ‚„involutorisch‘“. 

S.69, 2.17—13 v. u. Von den Kurven, die bei den homographischen Trans- 
formationen des Komplexes bloß 00°? oder oo! verschiedene Lagen annehmen, wird 
hier abgesehen. Von ihnen ist in der ganzen Abhandlung nicht die Rede. Sie werden 
erst in der nachher folgenden gemeinsamen Abhandlung von Klein und Lie 
(Abh. VI) in Betracht gezogen, als sogenannte W-Kurven. F. Klein berichtet, er 
habe anfangs sogar die Existenz dieser W-Kurven Lie in langen Unterredungen 
abringen müssen.!) 

Mit der Nichtberücksichtigung der W-Kurven steht es im Einklange, daß im 
folgenden, wenn von einem Punkte schlechthin die Rede ist, stets nur ein solcher 
gemeint ist, der nicht auf einer der Tetraederflächen liegt. 

S.69, 2.9—7 v. u. Die erste Gattung erhält man, wenn man in den Glei- 
chungen (3) setzt: F(t) = — 1, die zweite ergibt sich für F(t) = 3. Die eine Gattung 
geht selbstverständlich in die andere über, sobald man eine dualistische Trans- 
formation ausführt, bei der jede Ecke des Tetraeders in die gegenüberliegende 
Ebene übergeht. Dabei geht der Kegel zweiten Grades, den die Komplexgeraden 
durch einen Punkt bilden, über in die Geraden einer Ebene, die eine gewisse Kurve 
zweiter Klasse umhüllen. 

Die Bemerkung auf Z.8, 7 v. u., daß die Kurven der zweiten Gattung die 
Tetraederflächen oskulieren, beruht darauf, daß jede Kurve, die durch einen 
Punkt P geht, bei der erwähnten dualistischen Transformation in eine Kurve ver- 
wandelt wird, welche die dem Punkte P entsprechende Ebene E oskuliert. Die 
Schmiegungsebene der Kurve im Punkte P enthält ja zwei unendlich benachbarte 
Linienelemente?) der Kurve, die beide zugleich dem Punkte P angehören. Noch 
einfacher sieht man es, wenn man beachtet, daß bei jeder dualistischen Transfor- 
mation die Punkte und die Schmiegungsebenen einer Kurve in die Schmiegungs- 
ebenen und die Punkte einer Kurve übergehen. 

S.70, Z.4—6. Wollte man diesen dualistischen Charakter zum Ausdrucke 
bringen, so müßte man den Begriff des Flächenelementes oder kurz Elementes ein- 
führen, das heißt, der Figur, die aus einem Punkte und einer hindurchgehenden 
Ebene besteht. Jede Kurve wäre dann als ein Elementstreifen aufzufassen, dessen 
Elemente von den Punkten der Kurve mit den zugehörigen Schmiegungsebenen 
gebildet werden. Jedem Punkte sind die Elemente zuzuordnen, deren Ebenen den 
Komplexkegel durch den Punkt berühren. 


1)F. Klein, a. a.O. S. 415, 2.13—9 v. u. 
2) Linienelement ist die Figur, die aus einem Punkte und einer hindurchgehen- 
den Geraden besteht. 
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S. 70, Z.7—9. Hierin steckt schon der allgemeine Satz von Lie: Jede einem 
Linienkomplexe angehörige Kurve hat in jedem ihrer Punkte zur Schmiegungs- 
ebene eine Tangentialebene des zu dem Punkte gehörigen Monge schen Kegels, 
die nämlich, welche durch die Tangente der Kurve geht. Vgl. Geom. d. B. T., S. 303, 
Satz 21 und 22. Lie hat selbst vergessen, daß der Satz schon hier steckt, denn er 
verweist auf Abh. XI hier, $. 116, Z. 18—16 v. u. und auf Math. Ann. Bd. V, S. 154 
(d. Ausg. Bd. II, $3, Nr. 10). Einen Beweis des Satzes findet man auch Bd. III d. 
Ausg. 8.770. 

S. 70, Z. 9-12. Man hat nur den vorhin erwähnten Begriff des Linienelementes 
einzuführen und jede Kurve als den Inbegriff ihrer Linienelemente zu betrachten, 
jeden Punkt aber durch die Schar der Linienelemente zu ersetzen, die er mit den 
hindurchgehenden Komplexgeraden bildet. Ein Punkt, als Komplexkurve aufge- 
faßt, wird daher von einer Komplexgeraden berührt, wenn diese durch ihn geht. 

S. 70, Z.14. Das ‚„‚mindestens“ deutet auf die Möglichkeit hin, daß von den 
Kurven einer Gattung durch jedes Linienelement zwei oder mehrere gehen. So viel 
ist aber sicher, daß durch jedes Linienelement von allgemeiner, Lage?) eine Kurve 
der betreffenden Gattung gelegt werden kann. 

S.70,2.5,4 v. u. Jede kontinuierliche Aufeinanderfolge von Komplexkurven 
einer bestimmten Gattung, bei der jede folgende die vorangehende schneidet, um- 
hüllt ja eine Kurve, die nach S. 69, 2. 17—19 ebenfalls eine Komplexkurve ist. 

S.70, 2.2, 1 v. u. Die allgemeinste p-Transformation wird ja erhalten, wenn 
man vor (oder nach) einer bestimmten p-Transformation die allgemeinste pro- 
jektive Transformation (Homographie) ausführt, bei der alle vier Tetraederecken 
in Ruhe bleiben. 

8.71, Z. 6-10. Der feste Punkt kann also mit jedem Punkte der Fläche durch 
eine Kurve der p-reziproken Gattung verbunden werden. Andererseits aber gehen 
durch ihn nur oo! Kurven der p-reziproken Gattung. 

S. 71f., $4. Beide Transformationen sind Berührungstransformationen, wie 
sie nachher in Abh. XI, $. 106—108 (1871) betrachtet werden und in voller All- 
gemeinheit Bd. III d. Ausg., Abh. IX (1873). Die g-Transformation ist die 
dualistische Transformation, die zu einer Fläche zweiten Grades gehört, sie ist 
daher reziprok im Sinne von 8.69, 2.5—9. Die r-Transformation andrerseits ist, 
wie $. 72, Z.2,1 v. u. hervorgehoben wird, bereits in Abh. IV, S. 46—53 betrachtet 
worden. Vgl. Abh. VI, S. 83. 

In der Tat ist der dort auftretende Komplex kein anderer als der Reye- 
sche oder tetraedrale (vgl. 8.611). Daß die auf S.46f. besprochene Beziehung 
zwischen den Nullpunkten und den Geraden des Komplexes eben die auf S. 71, 
Z.3v.u. bis 72, Z.4 definierte r-Transformation ist, liegt nicht so auf der Hand. 
Lie geht nämlich a. a. O. vor allen Dingen auf die Untersuchung des Komplexes 
aus und bespricht von den Eigenschaften der Punktgeradentransformation nur 
die, welche er für seinen Zweck braucht. Wir müssen daher in dieser Beziehung 
einiges nachholen. 

Wir betrachten einen J-Kegelschnitt, dessen Gleichung wir in der Form: 


(6)- KX+aZ2+09%+bZ:+2bZ2+b=0 
annehmen. Die Nullgerade der J-Polaren eines Nullpunktes X, Z = z wird dann: 
ee +b23 +b,e@+)+b=0, 


(7) BD ae De n = 
K+a2:+) +5 +) +b23 +4, +)+b=0, 
1) Das ist ein solches, dessen Punkt auf keiner Tetraederfläche liegt und dessen 
Gerade keine Tetraederkante trifft. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 41 
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wo &, &, 3 die laufenden Koordinaten sind. Diese Gleichungen stellen, wenn man 
X, X, z als Parameter betrachtet, die Geraden des Komplexes zweiten Grades dar. _ 
Ist nun c reell, so wird der J-Pol der J-Geraden: Z = ce durch die Gleichungen: 


&+aB3+%=0, bee +b)dB+bc+b=0 
bestimmt. Alle diese J-Pole liegen auf der J-Geraden: 
&+a3+ y=0, 


der J-Polaren des unendlich fernen Punktes der &-Achse, die von Lie mit L bezeich- 
net wird (S. 47, Z. 6). Ihr Inbegriff bildet die S-Kurve auf L (8. 47, 2.9—11): 


g=— Atb „_Ab-ab)etadb—ab, 


TE boc-+b, 
Alle etwaigen Nullpunkte auf dieser S-Kurve werden durch die Gleichung: 
(8) (e+ be +)—ldıc+b,) (de-+b)=0 


bestimmt, und nach 8. 47, Z. 16f. müssen wir verlangen, daß diese Gleichung zwei 
verschiedene reelle Wurzeln besitzt, daß also: 


(9) (db, — dub) —4 (db, —b, br) (db, — 5) > 0. 


Diese Forderung ist, wie man sich leicht überzeugt, gleichbedeutend damit, daß 
eine Identität von der Form: 


(10) b2?+2bZ7+b,=a(Z— u) + &(Z — u)? 


besteht, wo w, und w, zwei verschiedene reelle Größen sind. Man sieht daher (8.47), 
daß: 


(11) &+a3+@=0, +: +G=0 


die Gerade 9,0, ist, auf der die Punkte Q, und Q, durch die Ebenen 5; = w, und 
3 = w, ausgeschnitten werden. Diese Ebenen, zusammen mit den beiden & +03 
+%=0und&-+&ä3- = 0 sind die Flächen des Tetraeders Q,,0:, + x. 

Die Nullgerade (7) der J-Polaren des Nullpunktes X, z ist wegen (10) die Achse 
des Ebenenbüschels: 


X +02+0) &+a35 +0) + X+a2+0) & +5 +0) + 
+ (le, +1e,) @—w,) G— 1.) er (le, + le,) @—w,) G—-w)=0. 


Dieses Büschel aber besteht aus den Polarebenen, die der Punkt &, X, zin bezug auf 
das Büschel der Flächen zweiten Grades: 


| TE ++ a’ + +++ 
\+le +46)6—w? + (le, + 18,)g— uw): = 0 


hat. Da nun das Tetraeder Q,, Q,, + x in bezug auf jede dieser Flächen zu sich 
selbst konjugiert ist, so ist hiermit bewiesen, daß die r-Transformation wirklich eine 
solche Transformation des Raumes ist, wie sie Lie auf $.46f. aus der Trans- 
formation der reziproken J-Polaren der Ebene abgeleitet hat. Zugleich ergibt sich, 
daß die r-Transformation ebenfalls im Sinne von S$. 69, Z. 5-9 reziprok ist. 

Für das Folgende brauchen wir noch einige Eigenschaften der Transformation. 

Nach 8.48, Nr.77 und 8.49, Nr.79 entsprechen den Erzeugenden jedes 
Komplexkegels, dessen Spitze auf einer Komplexgeraden y liegt, die Punkte einer 
Erzeugenden des Komplexkegels, dessen Spitze P der Geraden y entspricht. Die 
Kongruenz aller Komplexgeraden, die y schneiden, ist somit auf die Punkte dieses 
Komplexkegels abgebildet. Nehmen wir auf der Komplexgeraden y einen Punkt IT 


(12) 


(13) 
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an und legen durch diesen eine y unendlich benachbarte Komplexgerade y’, so er- 
halten wir eine Kongruenz von Komplexgeraden, die der zu y gehörigen unendlich 
benachbart ist. Beide Kongruenzen haben den Komplexkegel mit der Spitze II 
gemein und außerdem die Tangenten des Komplexkegelschnitts, der in der durch 
y und y’ bestimmten Ebene liegt. Andererseits entsprechen der Kongruenz y’ die 
Punkte eines Komplexkegels, dessen Spitze P’ der Geraden y’ entspricht, und zwar 
ist P P’ die IT entsprechende Komplexgerade und somit eine gemeinsame Erzeugende 
der beiden Komplexkegel mit den Spitzen P und P’. Diese beiden Kegel haben 
daher eine Kurve dritter Ordnung gemein, die durch die vier Tetraederecken geht 
und die Gerade P P’ berührt. Es ist nämlich klar, daß die Punkte dieser Kurve den 
Tangenten des erwähnten Komplexkegelschnittes entsprechen, woraus zugleich 
folgt, daß sie wirklich eine Komplexkurve dritter Ordnung erster Gattung ist. 
Durch die r-Transformation wird daher jedem Komplexkegel- 
schnitte, der die Komplexgerade y in dem Punkte // berührt, eine 
Komplexkurve dritter Ordnung erster Gattung zugeordnet, die auf 
dem Komplexkegel liegt, dessen Spitze der Komplexgeraden y ent- 
spricht. Diese Kurve geht durch die Kegelspitze und hat da zur 
Tangente die Erzeugende des Kegels, die dem Punkte I7 entspricht. 


S. 72, Z. 4—7. Anders ausgedrückt: Der Elementstreifen, der von den Punkten 
einer Kurve mit den zugehörigen Schmiegungsebenen gebildet wird, geht in den 
Elementstreifen über, der in demselben Sinne zu der neuen Komplexkurve 
gehört. 

S. 72, 2.7f. Man erhält die allgemeinste g-Transformation (r-Transformation), 
indem man vor oder hinter einer bestimmten g-Transformation (r-Transformation) 
die allgemeinste projektive Transformation ausführt, bei der alle Tetraederecken 
in Ruhe bleiben. Das eine ergibt sich ohne weiteres daraus, daß der Inbegriff aller 
Flächen zweiten Grades, in bezug auf die das Tetraeder zu sich selbst reziprok ist, 
bei den genannten projektiven Transformationen invariant bleibt. Das andere folgt 
daraus, daß jedes Büschel von derartigen Flächen, bei dem die Polarebenen jedes 
Punktes eine Komplexgerade zur Achse haben, bei jeder der genannten projektiven 
Transformationen in ein Büschel von Flächen derselben Art übergeht. 

Hiernach erhält man aus jeder Komplexkurve durch die allgemeinste g-Trans- 
formation (r-Transformation) alle Komplexkurven einer gewissen Gattung, oder, 
anders ausgedrückt: jede Gattung von Komplexkurven geht bei jeder g-Trans- 
formation (r-Transformation) in eine Gattung von Komplexkurven über. Im Texte 
wird das nicht ausdrücklich gesagt, sondern als selbstverständlich vorausgesetzt. 

Erwähnt sei noch, daß die hier besprochenen Beziehungen zwischen den 
Transformationen auch so ausgedrückt werden können: Die dreigliedrige Gruppe 
aller projektiven Transformationen des Tetraeders bleibt bei der p-, der g- und der 
r-Transformation invariant, oder, wie die Franzosen früher sagten: le groupe est 
permutable & ces trois transformations. 

Offenbar liefert jede Transformation S, bei der die genannte Gruppe invariant 
bleibt, eine bestimmte Gattung von Komplexkurven, wenn man sie auf die Schar 
der Komplexgeraden ausführt. Ist U die allgemeinste Transformation dieser Gruppe, 
so fallen die beiden Scharen von Transformationen SU und US zusammen und 
jede Transformation SU oder US liefert dieselbe Gattung wie $. Sind S und T 
zwei verschiedene Transformationen, bei denen die Gruppe U invariant bleibt, so 
liefert ST ebenfalls eine bestimmte Gattung von Komplexkurven, die unverändert 
bleibt, wenn man S durch SU oder US und T durch TU oder UT ersetzt. Da- 
gegen liefern ST und TS im allgemeinen zwei verschiedene Gattungen. 

Diese Tatsachen sind es, die den Betrachtungen in $ 6 zugrundeliegen. 

8.72, 2.15—17. Vgl. S.71, Z.6—10. Dabei muß man sich erinnern, daß 
die g- und die r-Transformation ebenso wie die p-Transformation reziprok sind. 

41* 


642 Anmerkungen zu Abhandlung V, $. 72-74 


S. 72, 2.18, 19. Durch eine g-Transformation kann man Ja die beiden Komplex- 
geraden unter einander vertauschen. Die k,, die dabei aus %k entsteht, wird aber die 
Komplexgeraden im allgemeinen in anderen Punkten berühren als k. — Ein be- 
sonderer Fall des Satzes ist der, allerdings selbstverständliche Satz, daß zwei Kom- 
plexgerade, die durch einen Punkt gehen, Tangenten des Komplexkegelschnitts 
sind, der in ihrer Ebene liegt. 

S. 72, Z. 20—22. Auch hier werden k, und k die Komplexgerade im allgemeinen 
in verschiedenen Punkten berühren. — Ein besonderer Fall dieses Satzes ist die 
einfache Tatsache, daß ein Punkt und eine hindurchgehende Komplexgerade zu- 
sammen sowohl ein Linienelement dieses Punktes als eines der Komplexgeraden 
bilden. 

S.72, 2.26—28. Besser: Diese beiden Flächen sind die beiden Mäntel der 
Brennfläche der Kongruenz. 

S.73, 2.3—8. Die Plückersche Komplexfläche, die eine Komplexgerade y 
zur Leitlinie hat, wird einerseits umhüllt von den die Leitlinie enthaltenden Kom- 
plexkegeln, deren Spitzen auf y liegen, andererseits ist sie der Ort der y berühren- 
den Komplexkegelschnitte k, die in den Ebenen durch y liegen (Neue Geom. $. 337). 
Die Kegelschnitte k gehören alle einer bestimmten Gattung an; die von ihnen er- 
zeugte Fläche entsteht daher, wenn man eine Kurve dieser Gattung auf der Kom- 
plexgeraden y rollen läßt. Wir wählen nun unter den Kegelschnitten k, die y be- 
rühren und also auf der Komplexfläche liegen, einen aus und darauf einen be- 
liebigen Punkt I/. Dann gibt es eine ganz bestimmte r-Transformation, bei der 
die Gerade y und der Punkt J/ unter einander vertauscht werden. Diese Transforma- 
tion verwandelt den ausgewählten Kegelschnitt k in eine Kurve k,, welche y be- 
rührt und durch I/ geht, und zwar ist k,, wie wir vorhin ($. 641) gesehen haben, 
eine rationale Raumkurve dritter Ordnung erster Gattung. Demnach geht durch 
jeden Punkt der Komplexfläche eine y berührende k, und da es nur oo! solche k, 
gibt, ist die Fläche von diesen erzeugt. Offenbar liegt jede der oo! k, auf zwei Kom- 
plexkegeln, deren Spitzen zwei unendlich benachbarte Punkte von y sind. 

Bei der p-Transformation geht die Komplexgerade y über in eine Komplexkurve 
dritter Ordnung erster Gattung und die oo! k, verwandeln sich in die Tangenten 
dieser Kurve. Daraus folgt das auf 8. 73, Z. 6—8 Gesagte. 

S. 73, Nr. 16, 17. Vgl. das auf S. 641, Z. 31—4 v. u. Gesagte. 

8.73, Z.18f. Die r-Transformation führt nämlich jede Komplexgerade in 
einen Punkt über, die g-Transformation diesen Punkt in einen Komplexkegel- 
schnitt, und dieser verwandelt sich bei der r-Transformation in eine Komplexkurve 
dritter Ordnung erster Gattung. Für die p-Transformation ist'es aber charakte- 
ristisch, daß sie jede Komplexgerade in eine Kurve dieser Art überführt. 

Hier ist auch der Ort, das auf 8.71, 2.17—15 v. u. Gesagte durch ein Bei- 
spiel zu erläutern. Weil die p-Transformation mit einer Transformation rgr gleich- 
bedeutend ist, ist rpr offenbar eine g-Transformation. Nun geht bei der r-Trans- 
formation jeder Punkt in eine Gerade über; die p-Transformation, die den Punkt 
in Ruhe läßt, geht daher über in die g-Transformation, die diese Gerade in Ruhe 
läßt. Also hat es den Anschein, als ob man aus $. 71, Z. 19—22 schließen dürfte: 
Die Fläche, welche von den eine Komplexgerade y berührenden Komplexkurven 
einer Gattung gebildet wird, bleibt bei der g-Transformation invariant, die y in 
Ruhe läßt. Das ist jedoch nicht richtig. Die Wahrheit ergibt sich aus 8. 72, 2.15 
bis 10 v. u. Die betreffende g-Transformation läßt nämlich die Kongruenz der 
Tangenten jener berührenden Komplexkurven invariant, und daraus folgt, daß sie 
die Brennfläche dieser Kongruenz invariant läßt, indem sie deren beide Mäntel 
unter einander vertauscht. Insbesondere läßt die benutzte g-Transformation die 
durch y bestimmte Plückersche Komplexfläche invariant. Diese ist ja die Brenn- 
fläche der Kongruenz der Erzeugenden aller Komplexkegel, deren Spitzen auf y 
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liegen, und diese Brennfläche besteht aus den Komplexkegelschnitten, die in den 
Ebenen durch y liegen, das heißt, aus den Komplexkurven, die aus den Punkten 
von y durch die benutzte g-Tranformation hervorgehen. 

Was für eine, bei einer r-Transformation invariante Fläche Lie auf S.71, 
Z. 22—24 im Auge gehabt hat, das muß dahingestellt bleiben. 

S. 73£., Nr. 18. In der ersten Spalte hätte Lie ebensogut schreiben können: 
C,C,, Cygr, -.. undin der zweiten: C, C,g, Cygrg; » - - Bei der von ihm gewählten 
Bezeichnung bekommen die Kurven: 


C r)M > Cytroym ’ 


wo m eine positive ganze Zahl bezeichnet, der Reihe nach die Indizes — m und + m. 
Bezeichnen wir die Transformation rg mit S, so ist gr = S"!, und führen wir die 
Transformation S” auf die Kurve a aus, so erhalten wir die Gleichung: 


(14) (d)Sr— (a+n), 


unter a, n beliebige positive oder negative ganze Zahlen verstanden. Hier ist S” 
nicht reziprok, wohl aber ist für n> 0 sowohl 95” —= 8""g, als S"r = r S” reziprok. 
Außerdem gilt allgemein: 


(15) gy=(-a, ()r=(—-1-—a). 
Demnach erhalten wir füra +b20: 

(16) (Sr — (— c)SeH —(a+b— eo), 
und füra +b<0: 

(17) (e)rSe+td+i— (—1— c)SetdbHrı— (a +b—.c), 


beides bei beliebigem c. Zwei Gattungen mit verschiedenen Indizes a und b können 
daher stets durch eine reziproke Transformation unter einander vertauscht werden. 
Für a+b>0 leistet das die Transformation gSe+tb, für a+b<-0O die Trans- 
formation r Satb+1, 

S. 74, Z. 6—10. Die Wahl der Indizes, mit denen die hier betrachteten Kurven- 
gattungen bezeichnet worden sind, wird allerdings durch das Verhalten dieser 
Gattungen gegenüber zwei zu einander inversen Transformationen gerechtfertigt, ist 
aber im Grunde nichts weniger als naheliegend. Viel natürlicher erscheint das alles, 
wenn man von den Gleichungen (3) ausgeht, wo die verschiedenen Gattungen den 
verschiedenen Funktionen F'(t) entsprechen. Es stellt sich nämlich heraus, daß die 
Funktionen Ft), die zu den hier betrachteten Gattungen gehören, konstant sind 
und zu den zugehörigen Indizes in sehr einfacher Beziehung stehen. 

Es liegt auf der Hand, daß bei der p-Transformation jede Gattung: F(t) 
= o(t) in die Gattung F(t) = — p(t) übergeht. 

Jede g-Transformation besteht aus dem Übergange zu den reziproken Polaren 
in bezug auf eine der 00% Flächen zweiter Ordnung: a2@?+ Py? +y2?=1. Der 
Komplexkurve (3) entspricht daher die Kurve, die von den oo! Ebenen: 


ro, 


DSaze sg ——p 


umhüllt wird, unter t einen Parameter verstanden.!) Wir erhalten drei Gleichungen, 
die wir kurz so schreiben: 


(18) Dasp=1, Dasp)=0, Dazer)=0. 


1) Diese Untersuchung über die g-Transformation hat bereits Elsner in seiner 
auf S. 637 genannten Dissertation durchgeführt. 
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2 ER , a F' F?—F 
Nun wird: et ltr 
also: Det. ae l=rrv re) Soc t)? 
.. Sa (be) 
=WwPE-DFyo+ycHm' 
und aus (18) ergibt sich: Bo 
%2 — Vonst (a ap: 
oder: : aD a 


73% NE a—+t 
Aus der Gattung Ft) ergibt sich daher durch g-Transformation die Gattung 
2 — Ft). 
Jede r-Transformation ist bestimmt durch die Polarsysteme zweier unter den 
vorhin erwähnten Flächen zweiten Grades, sie ordnet also jedem Punkte x, y, 2 
eine Gerade zu, die durch zwei Gleichungen von der Form: 


(19) SL Da,ır=l 


dargestellt wird. Dabei sind die Konstanten x, ßı, Yı, &g, Pa, y, an die Bedingung 
gebunden, daß diese Gerade eine Komplexgerade sein muß; die Form dieser Be- 
dingung wird sich aber nachher ganz von selbst ergeben. 

Um festzustellen, was aus der Komplexkurve (3) wird, wenn man die r-Trans- 
formation ausführt, ist es am zweckmäßigsten, die Punkte x, y, z aufzusuchen, die 
bei der r-Transformation in die Tangenten: 


(20) Ee=e +). Hextri 3=ey+yA 


übergehen. Verlangen wir, daß die Gerade (19) mit der Tangente (20) zusammen- 
fällt, so erhalten wir vier Gleichungen: 


o 
PIRTERN io, 
2 
MT, KEN Zur = 
die mit einander verträglich sein müssen. Die beiden letzten liefern: 


T 
en) 
also folgt aus den beiden ersten: 


eDaao, (Br —NB)=o Lanka —Yıl)= 1. 


Hierin steckt erstens die Bedingung: 


(21) Sala, — a) (ıYa — Bryı) =, 
die ausdrückt, daß (19) eine Komplexgerade ist, zweitens aber stellt sich heraus, 
daß o eine Konstante ist. Es wird nunmehr: 

LE LA, 

z a+t a-+t’ 


un 0. rer ee ee 
u f 
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das heißt, die Gattung Ft) geht bei der r-Transformation über in die Gattung 
1— F(t). Bei der gr-Transformation erhält man daher die Gattung F(t)—1 und 
bei der dazu inversen rg-Transformation die Gattung F(t) +1. 

Das stimmt mit den vorhin gefundenen Ergebnissen. Man hat nur zu beachten, 
daß die Gattungen der damals betrachteten Kurven lauter ganze Zahlen sind, und 
daß der Index immer gleich ist der um 1 verminderten Gattung. Die Komplex- 
geraden haben nämlich die Gattung 1, aber den Index 0. In$7sindalle vor- 
kommenden Zahlen Indizes. 

S. 74, Z2.15—17. Die ‚Transformation mit der Konstanten a + b‘ ist nach 
dem vorhin Gesagten gS“@+d oder rSa+td+1, jenachdlem a+b>0 oder <O ist. 
Die drei Zahlen a, b, c müssen verschieden sein, sollman wirklich einen Satz haben. 

S. 74, Nr. 20, 21. Der Satz in Nr. 20 liefert für a = 0 das erste Theorem von Nr. 
14, S. 72. Die Gattung mit dem Index — 1 besteht ja aus den Punkten des Raumes, 
oder, besser gesagt, aus den Komplexkegeln. 

Die im Satze von Nr. 21 betrachtete Kongruenz hat eine Brennfläche, deren 
einer Mantel B, die im Satze von Nr. 20 auftretende Fläche ist, auf der Komplex- 
kurven c und a—c—.1 liegen. Dagegen enthält der andere Mantel B, Komplex- 
kurven a— c und c— 1; man braucht ja bloß in Nr. 20 ce durch a — c zu ersetzen, 
wobei a— (a— c)— 1=c—1 wird. 

Die Fläche B, ist andererseits der eine Mantel der Brennfläche einer Kon- 
gruenz, die aus den Tangenten der a berührenden Komplexkurven «a — c —1 be- 
steht und die nach Nr. 21 zugleich von den Tangenten der a berührenden Komplex- 
kurven c—+ 1 gebildet wird. Ebenso ist B, der eine Mantel einer Kongruenz, die 
aus den Tangenten der a berührenden Komplexkurven c — 1 besteht, zugleich aber 
auch aus den Tangenten aller a berührenden Komplexkurven a — c-+1. 

Wir wählen!) unter den Komplexkurven c die aus, welche die feste Komplex- 
kurve a in dem Punkte 4 berührt. Die Tangenten dieser Kurve c sind Komplex- 
kurven vom Index 0, sie bilden daher eine abwickelbare Fläche, auf der nach Nr. 20 
oo! Komplexkurven c — 1 liegen, die c berühren. Eine unter diesen c — 1 berührt c 
und also auch a in dem Punkte A und liegt daher auf der Fläche B,. Demnach be- 
rührt die Tangentenfläche jeder a berührenden Komplexkurve c den Mantel B, 
längs einer Komplexkurve c — 1. Ebenso berührt die Tangentenfläche jeder a be- 
rührenden Komplexkurve a — c-+ 1 den Mantel B, längs einer Komplexkurve 
a — c. Andererseits berührt die Tangentenfläche jeder a berührenden Komplex- 
kurve c+1 den Mantel B, längs einer Komplexkurve c, und die Tangentenfläche 
jeder a berührenden Komplexkurve a — c berührt B, längs einer Komplexkurve 
a—c—|1. 

Nehmen wir nun auf B, eine Komplexkurve a — ce — 1 und legen durch jeden 
Punkt dieser Kurve die Tangente an die hindurchgehende Komplexkurve c, so sind 
die erhaltenen Tangenten zugleich Tangenten an a berührende Komplexkurven 
a — c und bilden nach dem Vorangehenden sogar eine abwickelbare Fläche, deren 
Rückkehrkante eine dieser Kurven a — c ist. Legen wir andererseits durch jeden 
Punkt einer auf B, liegenden Komplexkurve c die Tangente an die hindurchgehende 
Komplexkurve a — c — 1, so sind die erhaltenen Tangenten zugleich Tangenten 
an a berührende Komplexkurven c+1 und bilden nach dem Vorangehenden sogar 
eine abwickelbare Fläche, deren Rückkehrkante eine solche c+ 1 ist. Hierin liegt, 
daß die auf B, liegenden Komplexkurven a—c—1 zu den auf B, 
liegenden Komplexkurven ce konjugiert sind (Nr. 20). 

Ebenso sind die Komplexkurven a— c und c—1 auf B, konjugiert. 


1) Die folgenden Betrachtungen hat Elsner ebenfalls bereits in seiner Disser- 
tation angestellt. 


a ie 
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S.75, Z.2f. Der genaue Titel lautet: ‚‚Recherches sur les surfaces... syme6- 
triques‘. Darin sind drei Abhandlungen vereinigt, die schon 1865 und 1866 in dem 
Recueil des Savants &trangers erschienen waren. 

S.75, $8. Man vergleiche hierzu Geom. d. B. T. $. 337ff. Die Punkttrans- 
formation: 

(22) nA, za 2 = ya" 


läßt, wie man leicht sieht, die Mongesche Gleichung (2) des tetraedralen Komplexes 

invariant. Für m = —1 ist sie die uns schon bekannte p-Transformation, und zwar 

ist das der einzige Wert von m, für den sie reziprok wird. Auch (22) läßt die drei- 

gliedrige Gruppe des Komplexes invariant und führt daher jede Gattung von Kom- 

plexkurven in eine Gattung über, nämlich die Gattung F(t) in die Gattung mF‘(t). 
Die Kurve: 


(23) wer + wy" tu” w=0, Br +tonyr +0 u, = 


geht bei der Transformation (22) in eine Gerade über. Sie ist daher dann und nur 
dann eine Komplexkurve, wenn die Ausdrücke q,, = u,v; — u;v; die Gleichung (2”) 
erfüllen, und zwar ist sie dann eine Kurve von der Gattung F(t) = 1: m. Die Kurven 
S. 75, 2. 6f. sind daher in der Tat für p= 1 Kurven von der in $5 betrachteten 
Art, und zwar sind sie Kurven mit dem Index qg — 1, dabei natürlich vorausgesetzt, 
daß A, B,..., A,, Bı,... . die der Gleichung (2”) entsprechende Gleichung erfüllen. 
Hierin liegt die Richtigkeit der Behauptung in Nr. 23, denn die Kurven mit den 
Exponenten 1:q haben den Index qg— 1. 

S. 75, Nr. 24. Sind e, e’, e, €’ in der Gleichung von Nr. 23 beliebige rationale 
Zahlen, so bringt man sie auf gemeinsamen Zähler: 


m An: m en 
e— 0 me) a 
a b C d 
dann ist: d=a+b—.c. 


Andererseits haben die Kurven mit den Exponenten e, e’, &, &’ die Gattungen a:m, 
... und gehen bei der Transformation (22) in Kurven von den Gattungen a, b, c, d 
über, oder, was dasselbe ist, in Kurven mit den Indizes «a — 1,b —1,..., wo: 


a a 


Bedenkt man nun, daß die Transformation (22) Gattung von Komplexkurven in 
Gattung und berührende Komplexkurven in berührende überführt, so erkennt 
man die Gültigkeit des Satzes von Nr. 23 für beliebige rationale Exponenten. 

Die zweite Behauptung von Nr. 24 ist eine Übertragung des Satzes von Nr. 20 
auf den allgemeinen Fall. Dabei ist freilich zu bemerken, daß die Kurven vom 
Index —1 die Punkte sind, die unter den tetraedralsymmetrischen Kurven nicht 
vorkommen: ihr Exponent würde ja 1:0 sein. Die Übertragung ist infolgedessen 
nicht unmittelbar möglich. Nun aber ist der Satz von Nr. 23 auf beliebige rationale 
Zahlen anwendbar, welche die Gleichung Z.13 v. u. erfüllen, insbesondere also 
auch auf den Fall, daß zum Beispiel e' =1 ist. Wendet man jetzt die gr-Transfor- 
mation an, so werden die Gattungen 1:e,1:e’,... alle um 1 vermindert. Demnach 
ist der Satz von Nr. 23 auch dann anwendbar, wenn eine der rationalen Zahlen, 
etwal::e’, durch Null ersetzt wird ; nur muß man statt „Kurve vom Exponenten e’“ 
sagen „Punkt“. 

Der Gleichung $. 75, Z.2 v. u. entspricht in der Indizesbezeichnung von Nr. 20 


diese: 
1 1 1 z 
a Ci, yı 
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S.76, Nr. 25. Soll b= c= m sein, so haben wir eine Fläche F, auf der eine 
tetraedralsymmetrische Komplexkurve C mit dem Exponenten 3m liegt und auf 
der durch jeden Punkt zwei solche Kurven mit dem Exponenten m gehen, welche 
C berühren. Wenden wir die Transformation (22) an, so geht C in eine tetraedral- 
symmetrische Kurve mit dem Exponenten 4 über, also in eine Komplexkurve von 
der Gattung 2, das heißt, in einen Komplexkegelschnitt, und die Kurven mit dem 
Exponenten m in die diesen berührenden Komplexgeraden. Die Fläche F verwandelt 
sich offenbar in die Ebene des Kegelschnitts und ist daher eine tetraedralsymme- 
trische Fläche: 


(24) ZSArm+D=0 


mit dem Exponenten m. Die Ebene des Kegelschnitts und auch dieser selber wird 
in jedem Punkte des Kegelschnitts von dem zugehörigen Komplexkegel berührt. 
Demnach wird auch F und C in jedem Punkte von C von dem zugehörigen Komplex- 
kegel berührt, also ist die Tangentialebene von F in jedem Punkte von (€ die 
Schmiegungsebene von C, das heißt, C ist eine Haupttangentenkurve von F. 

Damit kennen wir eine Haupttangentenkurve von F. In Wirklichkeit aber 
kennen wir sie alle. Die Begründung dafür findet man Geom. d. B. T. S. 341f. 
Die Haupttangentenkurven sind tetraedralsymmetrische Kurven mit dem Ex- 
ponenten $ m, und zwar wird jede von oo! tetraedralsymmetrischen Kurven vom 
Exponenten m berührt, die einem der oo! tetraedralen Komplexe angehören, welche 
unser Tetraeder zum Fundamentaltetraeder haben. 

Die Bestimmung der Haupttangentenkurven der Fläche (24) war, wie Lie 
a.a. 0. S. 342, Z. 4-1 v. u. bemerkt, 1869 neu; nur im Falle m = 4, das heißt, für 
die Steinersche Fläche war sie schon früher (1867) von Gordan geleistet worden. 

In seiner Arbeit: ‚Über die Steinersche Fläche‘, Crelle 67 (1867), S. 1—22 
bestimmt nämlich Clebsch diese Haupttangentenkurven mit Hilfe einer Transfor- 
mation und Integration, die er, wie er sagt, Gordan verdankt. 

S. 76, Nr. 27. Eine Kongruenz zweiter Ordnung von Komplexgeraden sendet 
durch jeden Punkt von allgemeiner Lage zwei Kongruenzgerade. Vermöge der 
r-Transformation entspricht der Kongruenz eine Fläche, die von der dem Punkte 
entsprechenden Komplexgeraden in zwei Punkten geschnitten wird, also eine 
Fläche zweiter Ordmung. Umgekehrt entspricht jeder Fläche zweiter Ordnung eine 
Kongruenz derselben Ordnung. Die einzelnen Arten von Kongruenzen zweiter 
Ordnung, die in dem tetraedralen Komplexe enthalten sind, entsprechen daher 
genau den einzelnen Arten von Flächen zweiter Ordnung, die gegenüber einem 
Tetraeder unterschieden werden müssen. — Vgl. E. Kummer, „Über die alge- 
braischen Strahlensysteme, insbesondere über die von 1. und 2. Ordn.“. Math. Abh. 
der Berl. Akad. 1866, S. 1—-120, Berlin 1867. Die „ausgezeichnete Gruppe‘ wird 
erwähnt auf S.59, in der Überschrift zu Artikel XXXIII. Sie entspricht den 
Flächen zweiter Ordnung, die gegenüber dem Tetraeder allgemeine Lage haben. 
Die einer solchen Fläche entsprechende Kongruenz ist nach Nr. 28, 2 von der 
sechsten Klasse. Sie enthält jede Tetraederkante als Doppelgerade; denn bei der 
r-Transformation entspricht offenbar jedem Punkte einer Tetraederkante die gegen- 
überliegende Kante, die Fläche zweiter Ordnung aber trifft jede Kante in zwei 
Punkten. 

S. 76, Nr. 28, 1. Den Punkten einer Kurve n-ter Ordnung, die dem Komplexe 
nicht angehört, entsprechen Komplexgerade, die eine nicht abwickelbare Fläche 
bilden. Wir bringen diese Fläche mit einer allgemeinen Komplexgeraden zum 
Schnitte. Da diese Komplexgerade einem Komplexkegel von allgemeiner Lage ent- 
spricht, ist die Anzahl der von einander verschiedenen Erzeugenden der Fläche, die 
von der Komplexgeraden getroffen werden, gleich der Anzahl der veränderlichen 
Schnittpunkte, die ein veränderlicher Komplexkegel von allgemeiner Lage mit der 
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Kurve gemein hat. Von den Schnittpunkten des Komplexkegels und der Kurve sind 


aber unter den gemachten Voraussetzungen gerade p unveränderlich. 

S. 76, Nr. 28, 2. Eine Komplexgerade von allgemeiner Lage trifft die Fläche 
in n Punkten; die der Fläche entsprechende Kongruenz hat daher mit jedem Kom- 
plexkegel von allgemeiner Lage n Gerade gemein und ist somit von n-ter Ordnung. 
Der in einer Ebene liegende Komplexkegelschnitt entspricht bei der r-Transfor- 
mation einer Komplexkurve von der Gattung 1— 2 —= —1, das heißt, einer Kom- 
plexkurve dritter Ordnung erster Gattung (s. 8.69, Nr. 4), die durch die vier 
Tetraederecken geht, und diese hat mit der Fläche 3n — p veränderliche Schnitt- 
punkte, denen ebensoviele gemeinsame Gerade der Kongruenz und des Komplex- 
kegelschnittes entsprechen. 

S. 76f., Nr.28, 3, 4. In Kleins Schriften sind diese Sätze nirgends aus- 
gesprochen. 

Der 8.77, 2. 7—9 erwähnte Plan ist nicht ausgeführt worden. 


Zu Abhandlung VI, S. 78-85. 


Diese in den Comptes Rendus erschienenen Noten sind während der Zeit ent- 
standen, wo Lie und Klein in Paris waren. Die beiden wohnten neben einander 
und waren täglich zusammen. Die Ausarbeitung der Noten hat Klein besorgt. 
In den Vorbemerkungen zu dem Wiederabdrucke in Kleins Ges. Math. Abh. Bd. I, 
S.415f. spricht sich Klein darüber aus, was nach seiner Auffassung von Lie und 
was von ihm selber herrührt. Wir begnügen uns damit festzustellen, daß das Ver- 
fahren zur Herstellung von ‚Korrespondenzen‘“, das auf $. 81 angewandt wird, 
Lies Eigentum ist; es ist ja nur eine Weiterentwickelung der Gedanken, die schon 
der Abhandlung V zugrundeliegen. Demgegenüber treten alle Einzelheiten an Be- 
deutung weit zurück. 

S. 78, 2.5—1v.u. Vgl. z.B. Lie, Th. d. Trfsgr., Bd. III, 8. 182—187. 

S. 79, Z.1—3. In dem Abdrucke in Kleins Ges. Abh. Bd. I, S. 416, Z. 11—8 
v. u. ist nach coincider hinzugefügt: [ou devenir indöterming). 

8.79, 2.7f. Die dreigliedrige projektive Gruppe eines nicht ausgearteten 
Tetraeders ist einfach transitiv und besteht aus paarweise vertauschbaren Trans- 
formationen. Wenn hier von den projektiven Transformationen gesprochen wird, 
die ein gegebenes Tetraeder invariant lassen, so ist damit entweder diese Gruppe 
gemeint oder eine der dreigliedrigen einfach transitiven projektiven Gruppen von 
vertauschbaren Transformationen, die aus ihr durch Ausartung entstehen. 

S.79, Nr. 2, 3. Alles das läßt sich viel bequemer und deutlicher ausdrücken, 
wenn man den Begriff der eingliedrigen Gruppe und den der infinitesimalen Trans- 
formation zu Hilfe nimmt. Die W-Kurven sind die Bahnkurven der eingliedrigen 
Untergruppen der dreigliedrigen Gruppe; die W-Flächen sind die invarianten 
Flächen, in die der Raum durch die zweigliedrigen Untergruppen zerlegt wird. 
Sind X,f, Xaf, X,f unabhängige infinitesimale Transformationen der dreigliedrigen 
Gruppe, so bestimmt man drei Funktionen u,, u,, u, derart, daß: 


Xu; EZ E;k (5 k= 1, 2, 3), 


wo &,, verschwindet für ı==k und =1 ist für i= k. Dann wird jede W-Kurve 
durch zwei lineare Gleichungen zwischen u,, us, u, dargestellt und jede W-Fläche 
durch eine solche Gleichung. 
S. 79, Z. 3—1 v. u. Diese Fläche ist keine W-Fläche, weil sie keine zweigliedrige 
projektive Gruppe von vertauschbaren projektiven Transformationen gestattet. 
S.80, 2.1 v. u. „On a special sextic developpable“. Quarterly Journal VII 
(1866), S. 105—113, Coll. Papers V (1892), S. 511—519. 
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S.80,2.9f. J. A. Serret, M&moire sur les surfaces orthogonales. Liouvilles 
Journal XII (1847), S. 241—254, vgl. besonders $. 245—247. 

S.80, Z.16f. „Über biternäre Formen mit kontragredienten Variabeln“. 
Ann. I (1869), S. 359—400. Siehe dort $ 13, $. 3881. 

S. 80, Z. 21—29. Man führt also u,, us, u, als neue Veränderliche ein. 

S. 81, 2.4—11. Sind F und F’ zwei beliebig gewählte Elemente und versteht 
man unter S, ,,. die allgemeinste Translation: 


x —=c+a, y=y-+b, !=3-+e, 


so sind (F)S,,,. und (F’)S,,» . die beiden Systeme, denen F und F’ angehören. 
Die Gleichung: 
(1) PS. T= (F’)S, 


mit den drei Parametern a, b, c definiert dann die nn Korrespondenz T, 
durch die jedem Elemente des ersten Systems eindeutig umkehrbar ein Element 
des zweiten zugeordnet ist. Die Gleichung: 


(2) (F)Sad,cT EEE, (F’)Sa,b,c = ao 6 


definiert ebenso die kontragrediente Korrespondenz T. Dabei ist klar, daß T 
auch durch die Gleichung: 

2) F)SaeT= (F’)Sa de 

definiert wird. 

In Abh. XIV, S. 251 werden diese Betrachtungen noch etwas verallgemeinert, 
allerdings nur für die Ebene. Die kogrediente und die kontragrediente Korrespon- 
denz erscheinen da als besondere Fälle einer allgemeineren Korrespondenz. Da 
nämlich jede Translation einer ganz bestimmten eingliedrigen Gruppe von Trans- 
lationen angehört, so ist S d,c = Sma,md,me Stets wieder eine ganz bestimmte 
Translation, welchen reellen oder komplexen Wert auch das m haben mag. Bei 
bestimmter Wahl von m ist daher auch durch die Gleichung: 

(8) Sem = (F’)S%, 0,005 =(F )Sma, mb,me 
eine Korrespondenz T',, zwischen den Elementen der beiden Systeme festgelegt, 
und es ist klar, daß T7'„, ebensogut durch die Gleichung: 


(3) (F) sm, ce Im = (F’) Sa,»,e 
bestimmt werden kann. Für m—=1 und m = —-1 ergeben sich dann die kogrediente 


und die kontragrediente Korrespondenz. 

S. 81, 2.12f. Das heißt, man kann zum Beispiel das Element F durch ein be- 
liebiges Element (F) Sa,ß,, des Systems ersetzen, dem es angehört. Man erhält dann 
dieselbe Korrespondenz 2 wieder, wenn man dem Elemente (F)S das Element 
(F')SY ‚By Zuordnet. 

S. 81, Z. 14—19. Diese Betrachtungen über die kontragrediente Korrespondenz 
besprechen wir besser erst nach den darauffolgenden allgemeinen Bemerkungen. 

S. 81, 2.20—23. Die Elemente eines Systems, die ein Element ® umhüllen, 
sind alle die Elemente des Systems, welche ® berühren. Da aber Punkte, Kurven 
und Flächen als Elemente auftreten, so hat das Wort ‚‚berühren‘‘ hier mehrere 
verschiedene Bedeutungen. Ein Punkt und eine Kurve oder ein Punkt und eine 
Fläche berühren einander, wenn der Punkt auf der Kurve (der Fläche) liegt. Zwei 
Kurven berühren einander, wenn sie einander schneiden. Bei einer Kurve und einer 
Fläche, sowie bei zwei Flächen hat Berührung die gewöhnliche Bedeutung. Zwei 
Punkte berühren einander nur, wenn sie zusammenfallen. 


a,ß,Y 
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So aufgefaßt bleibt die Berührung bei jeder Translation erhalten. Dasselbe gilt 
von dem Inbegriffe der einem Systeme angehörigen Elemente, die irgend ein Element ' 
® umhüllen. Es läßt sich aber nicht leugnen, daß diese Betrachtungen etwas Un- 
befriedigendes haben, namentlich, da man gar nicht übersieht, ob wirklich immer 
ein Umhüllungsgebilde vorhanden ist. Befriedigend wird das alles erst, wenn man 
gewisse Begriffe zu Hilfe nimmt, die Lie allerdings erst später ausdrücklich ein- 
geführt hat, die er aber damals schon fortwährend anwendete, wenn auch vielleicht 
noch nicht mit voller Klarheit. Es sind das erstens der Begriff Flächenelement 
z, y, 2, P, q, das ist die Figur, die aus dem Punkte x, y, z und aus der hindurch- 
gehenden Ebene 3z—z2=p(t— 2) + q(9 — y) besteht; zweitens die Bedingung 
dz— pdz—qdy=0 der vereinigten Lage zweier unendlich benachbarter 
Flächenelemente, eine Bedingung, die aussagt, daß der Punkt jedes der beiden 
Flächenelemente auf der Ebene des andern liegt. Dazu kommt drittens der Begriff 
Verein!) von Flächenelementen, das ist eine Schar, in der jedes Flächen- 
element mit jedem unendlich benachbarten vereinigt liegt. Flächen, Kurven und 
Punkte erscheinen dann zusammengefaßt unter dem einen Begriffe: Verein von 
00° Flächenelementen (vgl. z.B. Bd. III, Abh. XII, 8.150ff., Bd. IV, Abh. II, 
S. 102—107; Abh. IV, S. 265ff.). 

Unter einem Elemente „eines Systems“ (S. 80, Z.5, 4 v. u.) verstehen wir 
nunmehr einen Verein von oo? Flächenelementen, der durch drei Gleichungen: 


(4) 9%& %2,p,)=0 (k = 1,2, 3) 


dargestellt wird. Das System, dem er angehört, erhalten wir durch Ausführung 
aller Translationen: 


(5) 9(2 + a, y+9%,2+30,9,qQ)=0 k=1,2,3); 


es besteht aus o0® oder aus 00? oder aus oo! verschiedenen Vereinen, je nachdem 
der Verein (4) keine kontinuierliche Schar von Translationen oder eine eingliedrige 
oder eine zweigliedrige Gruppe von Translationen gestattet. Im ersten Falle um- 
fassen die o0® Vereine (5) des Systems alle 008 Elemente r, y, z, p, q und können 
daher auch durch drei Gleichungen von der Form: 


(5) 9, y2,P = % (k = 1,2, 8) 


dargestellt werden. Hier ist (5’) bei beliebiger Wahl der Konstanten a, stets ein 
Verein; die Gleichungen d®,,— 0 ziehen daher die Bedingung dze — pdz — qdy= 0 
der vereinigten Lage nach sich, das heißt, es besteht eine Identität von der Form: 


1,2,3 
(6) DA, 92,9, dd, = dz—pdz— qdy. 
k 


wo die A, eindeutig bestimmte Funktionen sind.?) 
Wir bemerken gleich noch, daß die Funktionen A, : A,und A, : A, von einander 
und von ®,, ®,, ®, unabhängig sind. Wären sie das nämlich nicht, so wäre: 


dB, + (4,:4,)d®d, + (4,:A4,)dd, = 0 


eine Pfaffsche Gleichung in höchstens vier Veränderlichen, während in der damit 


1) Wir benutzen der Bequemlichkeit wegen den Ausdruck ‚Verein‘, obgleich 
der aus viel späterer Zeit (1884) stammt. 

2) Beachtet man, daß in dem vorliegenden Falle zum Beispiel ®, die Gestalt: 
— z+9,(p,g) hat, so erkennt man, daß: A, =p, A=gqg, A,=—1 wird. 
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äquivalenten Gleichung dz— pdz — qdy= 0 die Zahl der Veränderlichen sicher 
nicht unter fünf herabgedrückt werden kann.!) 

Wir betrachten nun einen Verein von oo? Flächenelementen, der nicht zu den 
Vereinen (5’) gehört. Dieser hat mit gewissen unter den Vereinen (5’) Flächen- 
elemente gemein, und zwar kann er mit oo? der Vereine (5’) jedesmal ein Flächen- 
element, oder mit oo! der Vereine je oo! gemein haben.?) Im ersten Falle wird er 
von oo? der Vereine (5) umhüllt, im letzten von oo!. Dagegen wird ein Verein 
von oo! Flächenelementen, der nicht auf einem der Vereine (5’) liegt, nur mit oo! 
dieser Vereine je ein Flächenelement gemein haben. Er wird also von oo! der 
Vereine (5°) umhüllt. 

Ein Verein, der in dieser Weise als von Vereinen (5’) umhüllt dargestellt ist, 
enthält immer zu jedem seiner Elemente mindestens ein unendlich benachbartes, 
das nicht demselben Vereine (5’) angehört wie jenes, sondern einem unendlich be- 
nachbarten Vereine (5°). Demnach kann ein Element eines umhüllenden Vereines (5’) 
jedenfalls nur dann dem umhüllten Vereine angehören, wenn es mit einem unend- 
lich benachbarten Elemente eines unendlich benachbarten umhüllenden Vereines 
vereinigt liegt. 

Wir denken uns jetzt oo? Vereine (5’) gegeben, etwa durch die Gleichungen: 


(5”) D.(%, Y,2,P; q) an w, (u, v) (k —1,2,3) 


Wir werden zeigen, daß sie immer einen Verein von oo? Elementen umhüllen. 

Verlangen wir, daß ein Flächenelement z, y, z, p, q des Vereines u, v mit einem 
unendlich benachbarten Flächenelemente £+dz,...., g+.dgq des unendlich be- 
nachbarten Vereines u + du, v + dv vereinigt liegt, so muß wegen der Identität (6) 
die Gleichung: 

1,2,3 
(6°) SALE y,2,p,)dw, — 0 
k 


erfüllt sein. Ein umhüllter Verein von oo? Elementen hat nun mit jedem Vereine 
u, v mindestens ein Flächenelement gemein, und zu diesem gibt es auf jedem be- 
nachbarten Vereine u + du, v + dv ein unendlich benachbartes Flächenelement, 
das mit ihm vereinigt liegt. Die Gleichung (6’) muß daher für beliebige du, dv erfüllt 
sein, so daß wir die beiden Gleichungen 


1,2, 3 a. 1,23 
we ZA 4,995, 9% IA y2P 2“ a 
= 


erhalten. Erinnern wir uns, daß die Funktionen ®,, ®,, ®,, A,y:As, As: A, von 
einander unabhängig sind, so erkennen wir, daß die Gleichungen (5”) und (7) nach 
T,y,2,p,q auflösbar sind. Wir erhalten so auf jedem Vereine u,v ein Flächenelement, 
und der Inbegriff dieser oo? Flächenelemente bildet offenbar einen Verein, eben den, 
der von den oo? Vereinen (5”) umhüllt wird. 

Ist andererseits: 
5”) D.(z, Y, 2, P, qQ) = w. (u) (k = 1,2, 3) 

1) Diesen Satz müssen wir hier als bekannt voraussetzen, wenn (5’) eine Schar 
von oo? Vereinen von je oo? Flächenelementen darstellt, die alle 005 Flächenele- 
mente umfaßt. Vgl. Bd. III d. Ausg., Abh. XXI. Im vorliegenden Falle liegt der 
Satz auf der Hand, denn es wird: A, = —Pp4A;, Ag = —q4;. 

2) Bei allen diesen Betrachtungen muß man sich auf ein Gebiet beschränken, 
das aus allen Flächenelementen x, %, 2, p, q besteht, die in einer gewissen Um- 
gebung eines festen Flächenelementes z,, Yo, 20, Po, 95 liegen. 
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eine Schar von oo! Vereinen (5’), so bestimmt die Gleichung 


1,2,3 
(8) D4r(2: Y, 2, P; Q) wy(u) = 0 
k 


auf jedem Vereine « einen Verein von oo! Flächenelementen, und der Inbegriff 
dieser Vereine bildet einen Verein von oo? Flächenelementen, der von den oo! Ver- 
einen (5) umhüllt wird. Im allgemeinen bestimmen dann die Gleichungen (5’””), 
(8) und 
1,2,3 
(9) D'4Ar(® Y,2,P, 9) w; (u) = 0 
k 


einen Verein von oo! Flächenelementen, der ebenfalls umhüllt wird. 

Diese Theorie der Vereine, die von einer Schar von Vereinen umhüllt werden, 
hat Lie später in seiner Theorie der vollständigen Lösungen entwickelt (Bd. III 
d. Ausg. Abh. XII, S. 162ff., Bd. IV, Abh. II, S. 117ff.), er muß sie aber schon 
1870 in allen wesentlichen Punkten im Kopfe gehabt haben. Soviel ich sehen kann, 
ist auch diese Theorie von den Mathematikern überhaupt nicht beachtet worden, 
während sie eigentlich, was auch für die Theorie der Berührungstransformationen 
zu verlangen ist, Allgemeingut sein sollte. 

Nunmehr ist es klar, wie die auf Z. 20—23 definierte Korrespondenz zwischen 
zwei beliebigen „Elementen“ zu verstehen ist. 

Es seien F und F’ zwei Vereine von je oo? Flächenelementen, deren jeder 
einem Systeme von 00% Vereinen angehört. Wir bezeichnen diese Systeme als das 
erste und zweite System und stellen mit Hülfe von (3) zwischen beiden Systemen 
eine Korrespondenz T, her. Es sei ferner ® ein beliebiger Verein von oo? Flächen- 
elementen, der nicht dem ersten Systeme angehört. Dann wird ® von gewissen 
Vereinen F, des ersten Systems umhüllt. Diesen Vereinen F, entsprechen vermöge 
T„ gewisse Vereine F/ des zweiten Systems, und wir ordnen ® immer den Ver- 
ein von oo? Flächenelementen zu, der von diesen F7 umhüllt wird. Dadurch ist 
überhaupt jedem Vereine ® von oo? Flächenelementen ein ebensolcher ®’ zugeordnet, 
und zwar ist diese Zuordnung eine Transformation, denn es ist offenbar jeder 
Verein ®’ einem ganz bestimmten Vereine ® zugeordnet. 

Diese Zuordnung (Korrespondenz) bestimmt nun aber zugleich eine Zuord- 
nung zwischen den Flächenelementen, bei der zwei unendlich benachbarten ver- 
einigt liegenden Flächenelementen zwei ebensolche Flächenelemente entsprechen, 
sie ist also das, was Lie später als eine Berührungstransformatiorl bezeichnet hat. 

In der Tat, der Verein F nimmt bei den 00% Translationen 00% verschiedene 
Lagen an, er bleibt also bei keiner infinitesimalen Translation invariant. Zu jedem 
Flächenelemente von F gehören oo! infinitesimale Translationen, die das Flächen- 
element so verschieben, daß sein Punkt auf der Ebene des Flächenelementes bleibt, 
daß es also in ein unendlich benachbartes vereinigt liegendes Flächenelement über- 
geht. Diese infinitesimalen Translationen erzeugen eine zweigliedrige Gruppe von 
Translationen. Da wir uns (vgl. S. 651, Anm. 2) auf eine gewisse Umgebung eines 
Flächenelementes £,, Yo, Zo, Po, 90 beschränken, wird auf diese Weise zwischen den 
zweigliedrigen Gruppen von Translationen und den Flächenelementen von F eine 
eindeutig umkehrbare Beziehung hergestellt. Offenbar besteht auch zwischen den 
zweigliedrigen Gruppen von Translationen und den Flächenelementen von F’ eine 
Beziehung von derselben Art, demnach ist jedem Flächenelemente von F ein- 
deutig umkehrbar eines von F’ zugeordnet, und vermöge (3) läßt sich diese Be- 
, ziehung auf alle Flächenelemente des Raumes ausdehnen. Sie hat augenscheinlich 
die Eigenschaft, daß zwei unendlich benachbarten vereinigt liegenden Flächen- 
elementen zwei ebensolche entsprechen, sie ist daher eine Berührungstransformation 


ne u Fee ee ee ee 
E . 
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und ordnet somit jedem Vereine einen Verein zu. Für die Vereine von o0? Elementen 
ist sie keine andere als die vorhin durch Umhüllungsgebilde definierte Korre- 
spondenz. 

Um auch rein analytisch zu zeigen, daß eine Berührungstransformation 
herauskommt, erinnern wir an die Gleichungen (5’) und (6), die sich auf das erste 
System von Vereinen beziehen. Für das zweite werden dann entsprechende Glei- 
chungen: 


(7) X, y,2,p,qd)= a, (k=1,2,3) 
und: 
1,2,8 
(8) DM, y,2',p,qQ)AX,=dz’ —p’de’— g’dy’ 
k 
gelten, wo in unserem Falle: M‚=p', ;=q, M,=—.1. Die Korrespondenz 


T, liefert zunächst die Gleichungen: 
(9) r Xule, y, z, Pr q) =; md,.(z, Y, 2, P, 9) (k=1, 2, 3). 


Die durch sie bestimmte Berührungstransformation muß eine Gleichung von der 
Form: 
dz’ — pda’ — g’dy’ = o(d2e— pdx — qdy) 


befriedigen, was das Bestehen der Gleichungen: 
(10) mM, (z’, %, 2, p', q) = oA; (z, Y,2,P, q) (k=1, 2,3) 


bedingt. Aus (10) erhalten wir durch Elimination von o zwei Gleichungen, die mit 
(9) zusammen ein Gleichungensystem bilden, das nach S. 650f.sowohlnach x, y, z, 
p, qals nach'z’, y', 2’, p’, q’ auflösbar ist. Im vorliegenden Falle wird sogar einfach 
e=m, pP =p,g’ = q. Damit ist die gesuchte Berührungstransformation gefunden. 

Von großer Wichtigkeit ist es, daß jede der so erhaltenen Berührungstrans- 
formationen die Eigenschaft hat, die Gruppe der Translationen invariant zu lassen. 
Für die auf S. 649 definierte Berührungstransformation T,, wird nämlich: 

IE Da d.c Tm = er SIE Dma,m b,mc* 

Hierin liegt, daß T',, sogar jede eingliedrige Gruppe von Translationen invariant 
läßt. Da nun F und F’ ganz beliebig wählbar und nur der Beschrärikung unter- 
worfen sind, daß jeder von beiden bei den oo? Translationen 00% verschiedene 
Lagen annehmen muß, so erhalten wir auf die angegebene Weise die allgemeinste 
Berührungstransformation, die jede eingliedrige Gruppe von Translationen in- 
variant läßt und dabei die Parameter a, b, c jeder Translation Sa, d,. mit m multi- 
pliziert. 

Jetzt können wir auch das auf S. 81, Z. 14—19 Gesagte erläutern. 

Geht der Verein F bei der Translation Sa,a,, in einen Verein (F)S,,a,, über, 
der mit F’ gewisse Flächenelemente gemein hat, so geht F’ bei der inversen Trans- 
lation S,,, „in einen Verein (F')SZ,3,, über, der mit F ebensoviele Flächenelemente 
gemein hat. Die kontragrediente Korrespondenz T ordnet aber jedem Vereine 
(F)S,, ß,, des ersten Systems den Verein (F’)SZ!,,, des zweiten zu, also ordnet sie 
insbesondere allen F’ umhüllenden Vereinen des ersten Systems die F umhüllenden 
Vereine des zweiten zu. Dasselbe gilt offenbar für jedes Paar von Vereinen (F) Sad.e 
und (F’)S2},,.- 

Ist ferner ® ein beliebiger Verein, der weder dem ersten noch dem zweiten 
Systeme angehört, so wird ® von gewissen Vereinen F‘, des ersten und von gewissen 
Vereinen F', des zweiten Systems umhüllt. Vermöge T entsprechen nun den F, 
gewisse F,’, und die F,’ entsprechen gewissen F,. Es ist klar, daß die F,’ und dieF,„ 
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denselben Verein ®’ umhüllen. Demnach entspricht jedem Vereine ® ein Verein ®D, 
und dem Vereine ®’ entspricht der Verein ®. Mit anderen Worten, die kontragredi- 
ente Korrespondenz liefert eine involutorische Berührungstransformation. Das auf 
2.15—13 v. u. Gesagte soll augenscheinlich gerade diesen Sachverhalt zum 
Ausdruck bringen. 

S. 81, Z.12—9 v. u. Es handelt sich also hier um einen Linienkomplex, dessen 
Gerade eine in der unendlich fernen Ebene liegende Kurve schneiden (vgl. Abh.XVII, 
S.288). Sind F und F’ zwei Kurven, die diesem Komplexe angehören, so sind 
(F)S,,»,. und (F’)S,,»,. zwei Scharen von je oo® solehen Kurven. Jede beliebige 
Kurve des Komplexes wird dann von je oo! Kurven dieser beiden Scharen umhüllt. 
Man erhält daher eine Berührungstransformation, bei der die Komplexkurven 
unter einander vertauscht werden. 

8.81, Z.8-6 v. u. Hier handelt es sich darum, wie die Geraden und die 
Ebenen, das heißt, wie die W-Kurven und W-Flächen bei den gefundenen Korre- 
spondenzen transformiert werden. Da muß beachtet werden, daß die Einführung 
der Begriffe Flächenelement und Verein dazu nötigt, an Stelle der bisherigen 
W-Gebilde W-Vereine zu betrachten.!) Wir erhalten zweierlei W-Vereine, solche 
von oo! Flächenelementen, die eine eingliedrige Gruppe von Translationen ge- 
statten, und solche von oo? Elementen, die eine zweigliedrige Gruppe dieser Art 
gestatten. Ein Verein der ersten Art besteht aus allen Flächenelementen, deren 
Punkte auf einer Geraden liegen und deren Ebenen mit einer bestimmten Ebene 
durch die Gerade zusammenfallen; wir nennen ihn einen W-V,. Ein Verein der 
zweiten Art besteht aus allen Flächenelementen einer Ebene; wir nennen ihn einen 
IV-V,. 

Dabei gehört zu jeder zweigliedrigen Gruppe von Translationen bloß ein 
System von oo! W-V,, nämlich die Schar der bei der Gruppe invarianten Ebenen. 
Zu jeder eingliedrigen Gruppe dagegen gehören oo! verschiedene Systeme von je 
00? W-V,. Jeder W-V, enthält oo? W-V,, die sich zu je oo! auf oo! verschiedene 
Systeme verteilen. Andererseits gehört ein W-V, einem und nur einem W-V, an, da 
die Elemente des W-V, in einer ganz bestimmten Ebene liegen. Unter den oo! zwei- 
gliedrigen Gruppen von Translationen, in denen die eingliedrige Gruppe des W-V, 
steckt, ist daher eine ausgezeichnet. Hier zeigt sich also ein wesentlicher Unter- 
schied gegenüber den W-Kurven; jede W-Kurve gehört nämlich oo! verschiedenen 
W-Flächen an. 

Da jede der hier betrachteten Berührungstransformationen jede eingliedrige 
und also auch jede zweigliedrige Gruppe von Translationen invariant läßt, so ist klar, 
daß sie jedes zu einer Gruppe von Translationen gehörige System von W-Vereinen 
in ein zu derselben Gruppe gehöriges System von W-Vereinen"überführt. Demnach 
vertauscht sie die W-V,, also die Ebenen jedes Systems unter einander. Dagegen 
braucht eine Gerade, als Verein von oo? Elementen aufgefaßt, nicht in eine Gerade 
überzugehen; sie kann vielmehr auch in einen nicht ebenen Zylinder verwandelt 
werden. Das geschieht zum Beispiel bei der Paralleltransformation, die zu den hier 
betrachteten Berührungstransformationen gehört. Sie wird nämlich erhalten, wenn 
man für F und F’ zwei konzentrische Kugeln wählt. 


1) Auf diese Notwendigkeit hat bereits F. Klein aufmerksam gemacht, Ges. 
Abh. I, $. 420, Anm. 6. Er betrachtet aber nur Vereine von oo? Elementen, die eine 
zweigliedrige oder eine eingliedrige Gruppe von Translationen gestatten. Das ist 
offenbar unzweckmäßig. Die Elemente eines W-Gebildes, seien es nun Punkte oder 
Flächenelemente, müssen bei der Gruppe des Gebildes transitiv transformiert 
werden. Das wird bei unserer Festsetzung erreicht. Bei dieser besteht eine Gerade, 
als Verein von oo? Flächenelementen aufgefaßt, aus oo! verschiedenen W-V,, die 
lauter verschiedenen Systemen angehören. 
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Andererseits geht jeder W-V, selbstverständlich in einen zu derselben ein- 
gliedrigen Gruppe gehörigen W-V, über. Da er nun einem und nur einem W-V, ange- 
hört, und dieser in einen W-V, desselben Systems verwandelt wird, so geht auch 
der W-V, in einen W-V, desselben Systems über. Die oo! Scharen von W-V,, die 
auf einem W-V, liegen, gehören ja zu lauter verschiedenen eingliedrigen Unter- 
gruppen. 

Das auf S. 81, Z.8-—6 v. u. Gesagte erweist sich daher erst dann als allge- 
meingültig, wenn man die W-V, und W-V, einführt. 

S.81, 2.53 v. u. Auch hier muß man, um einen allgemeingültigen Satz zu 
haben, die W-V, und W-V, an Stelle der Geraden und der Ebenen setzen. Man 
wähle den Verein F, der keine eingliedrige Gruppe von Translationen gestattet, 
so, daß er mit einem W-V, entweder nur ein Flächenelement gemein hat oder 
oo! Flächenelemente, die keinen W-V, bilden, oder endlich oo! Flächenelemente, die 
einen W-V, bilden. In jedem dieser drei Fälle geht F bei den oo? Translationen, die den 
W-V, invariant lassen, in die Vereine des ersten Systems über, die den W-V, um- 
hüllen. Wählt man dann F’ so, daß es zu dem W-V, ebenfalls in einer dieser drei Be- 
ziehungen steht, so führt die durch (3) bestimmte Korrespondenz den W-V, in sich 
über. Entsprechendes gilt, wenn man F und F’ so wählt, daß sie mit einem W-V, 
nur je ein Flächenelement gemein haben. 

Nimmt man hierzu das in der vorhergehenden Anmerkung Gesagte, so kann 
man nicht umhin, zu dem Schlusse zu kommen, daß Lie schon damals (Sommer 
1870) die beiden Begriffe W-V, und W-V, vollkommen klar im Kopfe gehabt haben 
muß. Ohne diese Begriffe hätte er die Behauptungen auf S. 81, 2. 8—3 
v.u. unmöglich aufstellen können. 

S.81,2.2v.u. bis $S. 82, Z.2. Die Gruppe der Translationen wird durch die 
dreigliedrige Gruppe (1), S. 637 ersetzt, die wir im folgenden kurz mit G, bezeichnen 
wollen. Auch jetzt liegt jedes Flächenelement auf einem und nur einem W-V,, 
der bei einer zweigliedrigen Untergruppe der G, invariant bleibt und einem Systeme 
von oo! W-V, angehört. Es sind das einfach die bisherigen W-Flächen, die bei der 
projektiven G, des Tetraeders auftreten. Dagegen gehört jedes Flächenelement oo! 
verschiedenen W-Kurven an, denen nämlich, die durch den Punkt des Flächen- 
elementes gehen und die Ebene des Flächenelementes berühren. Es gehört infolge- 
dessen auch oo! verschiedenen W-V, an, von denen auf jeder dieser oo! W-Kurven 
einer liegt. Andererseits zerfällt jede W-Kurve, als Verein von oo? Flächenelementen 
aufgefaßt, in oo! W-V,, die zwar alle bei derselben eingliedrigen Untergruppe 
der G, invariant bleiben, nämlich bei der eingliedrigen Untergruppe der W-Kurve, 
die aber doch oo! verschiedenen Systemen von je 00° W-V, angehören. 

Durch die Gruppe G, werden die oo Geraden des Raumes in oo! tetraedrale 
Komplexe zerlegt, die einzeln invariant bleiben. Da jeder W-V, bei einer ein- 
gliedrigen Untergruppe der G, invariant bleibt, wird er erhalten, wenn man diese 
Untergruppe auf eines seiner Flächenelemente ausführt. Die Punkte der Flächen- 
elemente des W-V, bilden infolgedessen eine Kurve, deren Tangenten einem der 
oo! tetraedralen Komplexe angehören; die Ebenen ihrerseits umhüllen eine ab- 
wickelbare Fläche, deren Erzeugende einem der Komplexe angehören. Im all- 
gemeinen sind die beiden hier auftretenden tetraedralen Komplexe verschieden. 
Sie fallen dann und nur dann zusammen, wenn die Ebenen der Flächenelemente 
des W-V, zugleich die Schmiegungsebenen der Kurve sind, die von den Punkten 
der Flächenelemente gebildet wird. 

Hiernach gehören zu jedem der tetraedralen Komplexe gewisse ausgezeichnete 
W-V,, die gebildet werden von solchen Flächenelementen, deren Punkte auf einer 
dem Komplexe angehörigen W-Kurve liegen, während die Ebenen die zugehörigen 
Schmiegungsebenen sind. Wir nennen sie Komplex-W-V,. Jedes Flächenelement 
eines Komplex-W-V, ist so beschaffen, daß seine Ebene den zu dem Punkte ge- 
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hörigen Komplexkegel längs der Tangente an die von den Punkten gebildete Kom- 
plexkurve berührt. Bezeichnen wir als Flächenelement des Komplexes jedes, dessen 
Ebene den zu dem Punkte gehörigen Komplexkegel berührt, so besitzt der Komplex 
oo4 Flächenelemente, die eine zu dem Komplexe gehörige partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung bestimmen. Diese oo Flächenelemente verteilen sich auf 
co® Komplex-W-V, von der eben beschriebenen Art derart, daß durch jedes 
Flächenelement ein und nur ein solcher Komplex-W-V, geht. Die o0® Komplex- 
W-V, endlich zerfallen in oo! verschiedene bei der G, invariante Systeme von 
je 00%. Doch ist zu bemerken, daß die oo! eingliedrigen Untergruppen der G;, bei 
denen je eines der Systeme invariant bleibt, keineswegs eine zweigliedrige Unter- 
gruppe bilden. 

Nach dem vorhin Gesagten sind durch jeden W-V,, der kein Komplex-W-V, 
ist, zwei Komplex-W-V, bestimmt, die verschiedenen tetraedralen Komplexen 
angehören, aber dieselbe eingliedrige Untergruppe der G, gestatten, wie jener. 
Man kann sich infolgedessen im wesentlichen auf die Betrachtung der Komplex- 
W-V, beschränken. 

Die früher betrachteten Berührungstransformationen führen, wie wir wissen, 
jeden W-V, in einen W-V, desselben Systems über; also insbesondere jeden Kom- 
plex-W-V, in einen zu demselben Komplexe gehörigen Komplex-W-V, desselben 
Systems. Infolgedessen haben sie auch die Eigenschaft, jede partielle Differen- 
tialgleichung erster Ordnung invariant zu lassen, die durch die 
Flächenelemente eines der tetraedralen Komplexe bestimmt ist. 

Durch jedes Flächenelement eines Komplex-W-V, geht ein und nur ein 
W-YV,, der offenbar den ganzen Komplex-W-V, enthält. Bei der zweigliedrigen Unter- 
gruppe der G,, die den W-V, invariant läßt, geht der Komplex-W-V, in oo! Kom- 
plex-W-V, über, die alle auf dem W-V,; liegen. Demnach wird die durch den W-V, 
bestimmte Fläche in jedem ihrer Punkte von dem Komplexkegel des Komplexes be- 
rührt, zu dem der Komplex-W-V, gehört. Der W-V, befriedigt daher die zu 
dem Komplexe gehörige partielle Differentialgleichung erster Ordnung, er ist einer 
ihrer Integralvereine. 

Die 00% Komplex-W-V,, die zu einem bestimmten unsrer Komplexe gehören, 
verteilen sich daher auf 00? W-V,, die Integralvereine der betreffenden partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung sind. Diese 00? W-V, erschöpfen die Flächen- 
elemente der Differentialgleichung und bilden daher eine vollständige Lösung. Sie 
zerfallen in oo! Scharen von je oo!, derart, daß jede Schar aus allen W-V, eines 
Systems besteht. 

S.82, 2.5—11. Diese Behauptungen sind nur dann allgemeingültig, wenn 
man die W-Kurven und W-Flächen durch W-V, und W-V, ersetzt. 

$.82,2.3-—1v. u. Es ist das die p-Transformation von Abh. V, 3.70. 

S.83, 2.610. Cremona, „Sur les surfaces developpables du cinquisme 
ordre‘‘, C. R. 54 (1862), S. 604—608. 

Die Fläche enthält ‚une courbe cuspidale du quatrieme ordre, ayant un 
point stationnaire“. 

S.83, 2.5,4v.u. Vgl. Abh. V, 8. 76. 

S.83,2.3—1v. u. Vgl. die geschichtlichen Angaben Geom. d.B. T.S. 320—326. 

S.83, 2.15, 14 v. u. Sie ist die r-Transformation von Abh. V, S. 71f. Diese 
ist bestimmt, sobald man einem Punkte P irgend eine Gerade g, die dem Kom- 
plexe angehört, zuordnet; sie ist überdies involutorisch, ordnet also der Geraden 
den Punkt P zu. Sie fällt in der Tat mit der kontragredienten Korrespondenz 3 


zusammen, die durch: 
(P) Sn, ” iz (9) Su, v 


bestimmt ist, unter S7,.,, eine beliebige Transformation der G, verstanden. Liegt 
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nämlich der Punkt (P)S;,„,, auf der Geraden g, so geht die Gerade (9)S7},, stets 
durch den Punkt P. 

S.88, Z.12—8 v. u. „Proprietes geome&triques relatives au mouvement infini- 
ment petit d’un corps solide libre dans l’espace. C. R. 16 (1843), S. 1420—1432. 

S. 83, Z.7,6v.u., 84,2. 1f. In den Ebenenkoordinaten u, v, w wird die Schar 
der konfokalen Flächen zweiten Grades durch die Gleichung: Z(a + A) u? —=1 
dargestellt. Die Ebene «,, %,, w, berührt daher die durch: 2u?.4-+ Za®u —1=0 
bestimmte Fläche in dem Punkte: x, = (a? + A) u, . . ., dessen zugehörige Normale 
die Gleichungen: 


Up ar Wo 


erhält. Diese Korrespondenz zwischen den Ebenen und den Normalen ist kontra- 
gredient in bezug auf die Gruppe: # = oz, y’ = oy, 2 = ty, welche das Koordi- 
natentetraeder invariant läßt. Die Zuordnung bleibt nämlich erhalten, wenn man 
auf die Ebenen jedesmal die zugehörige inverse Transformation: u = ou,v’ = ov, 
w — rw ausführt. 

S. 84, Z. 12—18. Vgl. Abh. XIV, S. 241—243. 

S. 85, 2.46. Vgl. Abh. XIV, S. 241, zweites Beispiel. 

S. 85, Z. 7—9. Durch vier Kanten des Tetraeders, die ein windschiefes Viereck 
bilden, geht ein Büschel von Flächen zweiten Grades, das bei der dreigliedrigen 
projektiven Gruppe G, invariant bleibt. Jede Fläche des Büschels gestattet daher 
eine zweigliedrige Untergruppe G, der G,, und diese G, ist, da die G, aus vertausch- 
baren Transformationen besteht, für alle Flächen des Büschels dieselbe. Demnach 
sind die Flächen des Büschels ein System von W-Flächen und jede einzelne enthält 
oo® W-Kurven, die sich auf oo! verschiedene Systeme verteilen. Es ist nun klar, 
daß diese oo? Kurven nicht alle einem linearen Komplexe angehören können, also 
kommt man auf die Vermutung, daß auf 2.7 hinter „courbes V‘ eine nähere Be- 
stimmung ausgefallen ist, etwa: „d’un systeme“. Wir werden sehen, daß es sich in 
der Tat so verhält. 

Die vier Seiten unseres windschiefen Vierseits gehören gleichzeitig einem 
Büschel von linearen Komplexen an, und es ergibt sich genau wie vorhin, daß die 
G, eine zweigliedrige Untergruppe G,’ enthält, bei der alle Komplexe des Büschels 
invariant bleiben. 

Durch Rechnung kann man sich leicht davon überzeugen, daß die G,' mit der 
G, zusammenfällt. Wählen wir jetzt unter den oo! Flächen zweiten Grades eine 
beliebige aus und ebenso einen beliebigen unter den linearen Komplexen, so erhalten 
wir auf der Fläche eine Schar von oo! Kurven, die dem linearen Komplexe ange- 
hören; diese Schar bleibt bei der G, invariant und besteht infolgedessen aus W-Kur- 
ven, die einem Systeme angehören. Auf diese Weise ist jeder Schar von W-Kurven 
eines Systems, die auf einer unserer Flächen zweiten Grades liegt, einer unserer 
linearen Komplexe zugeordnet, dem sie angehört, und umgekehrt jeder Schar von 
W-Kurven eines Systems, die einem unserer linearen Komplexe angehört, ist eine 
unserer Flächen zweiten Grades zugeordnet, auf der sie liegt. 

Damit wäre die Behauptung auf S. 85, Z. 7—9, mit der vorhin angekündigten 
Ergänzung, bewiesen. Es wäre aber noch nicht erklärt, inwiefern dieser Satz aus 
den früheren allgemeinen Entwickelungen folgt. Um das zu zeigen, müssen wir die 
linearen Komplexe unseres Büschels etwas näher betrachten. 

Wir wählen vier Kanten des Tetraeders, die ein windschiefes Vierseit bilden. 
Das Büschel der linearen Komplexe, denen dieses Vierseit angehört, enthält zwei 
ausgeartete Komplexe, die durch die beiden übrigen Kanten des Tetraeders 
bestimmt sind. Nehmen wir nun einen beliebigen Punkt P und legen durch P die 
Gerade, die diese beiden Kanten schneidet, so ordnet jeder unserer linearen Kom- 
plexe dem Punkte P eine durch diese Gerade gehende Ebene E zu und ist durch E 

42* 


+ ee 


658 Anmerkungen zu Abhandlung VI, S. 85 


vollständig bestimmt. Dabei versteht es sich von selbst, daß P auf keiner Tetraeder- 
ebene liegen darf. Die 00! linearen Komplexe haben eine lineare Kongruenz gemein, 
und die durch P gelegte Gerade ist die durch P gehende Gerade dieser Kongruenz. 
Wir benutzen P als Verein F und die Ebene E als Verein F’ und denken uns 

die kontragrediente Korrespondenz T hergestellt, die durch die Gleichung: 
(P)S,„„‚T=(BS7! 


PIE A,uv 


definiert ist, unter S},.,, eine beliebige Transformation der G, verstanden. Es ist 
klar, daß diese Korrespondenz, die involutorisch ist, jedem Punkte eine hindurch- 
gehende Ebene involutorisch zuordnet. Für jeden Punkt der durch P gehenden Fläche 
zweiten Grades des früher erwähnten Büschels ist diese Ebene die Komplexebene 
des durch E bestimmten linearen Komplexes. Die oo! auf dieser Fläche liegenden 
Kurven, die dem betreffenden Komplexe angehören, haben nun zu Schmiegungs- 
ebenen die jedesmaligen Komplexebenen, sie bilden daher mit ihren Schmiegungs- 
ebenen oo! Flächenelementstreifen, die bei der Korrespondenz T einzeln invariant 
bleiben. Andrerseits bleibt die Schar dieser Kurven bei der G, invariant, die unsere 
Fläche und den linearen Komplex invariant läßt. Es gibt also in derG, eine G,, die 
alle oo! Kurven einzeln invariant läßt; die Kurven sind W-Kurven eines Systems. 

S. 85, Z. 14f. Eigentlich hätten die beiden Zeilen 16f. ihren Platz besser vor 
14f. gefunden. Auf Z. 14f. wird nämlich stillschweigend vorausgesetzt, daß die 
beiden W-Flächen verschiedenen Systemen angehören. Ihre zweigliedrigen Gruppen 
haben infolgedessen nur eine eingliedrige Gruppe gemein, und diese bestimmt das 
System, dern die Schnittkurven angehören. 

Aufgefaßt als W-V, haben die beiden W-Flächen überhaupt kein Flächen- 
element gemein. Ihre Schnittkurve ist der Punktort der Flächenelemente von 
oo! W-V,, von denen auf jedem W-V, einer liegt. Ebenso ist die Schar der gemein- 
samen Tangentialebenen der Ebenenort der Flächenelemente von oo! W-V,, von 
denen auf jedem W-V, einer liegt. 

S. 85, Z.10—7 v. u. Es sei K eine Kurve, deren Tangenten einem bestimmten 
unserer 00! tetraedralen Komplexe angehören. Dann berührt in jedem Punkte P 
von K die Schmiegungsebene der Kurve den zugehörigen Komplexkegel längs der 
Kurventangente. Durch P legen wir die W-Kurve C, die dieselbe Tangente hat. 
Sie gehört demselben Komplexe an wie K und hat in P auch dieselbe Schmie- 
gungsebene. Infolgedessen ist die Schmiegungsebene von K in P Tangentialebene 
der von allen Kurven C erzeugten Fläche. Die Punkte von K mit ihren Schmiegungs- 
ebenen bilden daher einen Streifen von Flächenelementen, der auf der Fläche liegt, 
wenn man diese als Verein von Flächenelementen auffaßt; däs heißt, K ist eine 
Haupttangentenkurve auf der Fläche. Andererseits bilden die Punkte jeder W-Kurve 
C mit den zugehörigen Schmiegungsebenen einen Komplex-W-V,, der durch ein 
Flächenelement des durch K bestimmten Streifens geht. Die Behauptung des Textes 
kommt also darauf hinaus, daß diese oo! Komplex-W-V, sich zu dem Vereine von 
Flächenelementen zusammenschließen, der durch die Fläche bestimmt ist. 

Um das zu beweisen, denken wir uns durch jedes Flächenelement des zu K 
gehörigen Streiftens den hindurchgehenden W-V, gelegt. Die so erhaltene Schar 
von oo! W-V, umhüllt einen Verein von oo? Flächenelementen, der kein anderer 
ist als unsere Fläche, aufgefaßt als Verein. In der Tat, jeder unsrer W-V;, enthält 
den Kompiex-W-V,, der durch das Flächenelement geht, durch welches der W-V; 
gelegt ist. Andererseits liegen auf dem W-V, co! Flächenelemente, mit deren jedem 
ein unendlich benachbartes Flächenelement auf dem unendlich benachbarten W-V, 
vereinigt liegt. Der Punktort dieser Flächenelemente ist offenbar die Kurve, in der 
die beiden durch die unendlich benachbarten W-V, bestimmten Flächen einander 
schneiden, und das ist eben der Punktort des Komplex-W-V,,derauf dem einen W-V, ' 
liegt. Der von unseren W-V, umhüllte Verein ist also wirklich die von den benutzten 
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W-Kurven erzeugte Fläche. Da dieser Verein die zu den W-Kurven gehörigen Kom- 
plex-W-V, enthält, sind überdies die W-Kurven Haupttangentenkurven auf 
der Fläche. 

Unsere Fläche wird demnach in jedem ihrer Punkte von dem zugehörigen 
Komplexkegel berührt; sie ist also eine Integralfläche der zu dem Komplexe ge- 
hörigen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung. Wir könnten das übrigens 
auch daraus schließen, daß sie von oo! der 00? W-V, umhüllt wird, die eine voll- 
ständige Lösung dieser Differentialgleichung bilden. Hiermit ist ja die allgemeinste 
Integralfläche dieser Differentialgleichung gefunden; man braucht sich nur an das 
bekannte Lagrangesche Verfahren zu erinnern, das aus einer vollständigen Lösung 
die allgemeinste ableitet. Die auf einer beliebigen Integralfläche liegenden Kom- 
plexkurven sind sämtlich Haupttangentenkurven der Fläche. 

Nunmehr verstehen wir auch, daß Lie in Bd. VI dd. Ausg., Abh. III (1885), 
S. 139 sagen konnte: „Die partielle Differentialgleichung 1. O. F = 0, deren Integral- 
flächen dadurch charakterisiert sind, daß ihre Haupttangenten des einen Systems 
ein Tetraeder nach konstantem Doppelverhältnisse schneiden, wurde, wenn ich nicht 
irre, zuerst von mir (1869) integriert.‘‘ Die Integration ist ja tatsächlich hier 
S.85, Z.10—7 v. u. durchgeführt. Überhaupt kannte Lie, als die vorliegende 
Note geschrieben wurde, bereits den allgemeinen Satz, der hier Abh. XI, S. 116, 
Nr. 9 aufgestellt und bewiesen ist. Er spricht ihn nämlich bereits in Abh. IX, S. 95, 
Nr.4 vom 24.10. 1870 aus, und in den Math. Ann. Bd. V, 8. 154 (d. Ausg. 
Bd. II, Abh. I, Nr. 10), wo er den Satz wiederholt, bemerkt er: „Herr Darboux, 
dem ich diesen Satz im Sommer 1870 mitteilte, kannte damals denselben.“ 

F. Klein meint (Ges. Abh. Bd.I, S. 423), Lie habe den hier für den tetra- 
edralen Komplex ausgesprochenen Satz in Bd. V der Math. Ann. auf beliebige 
Linienkomplexe ausgedehnt. Nun aber kannte Lie, wie wir eben gesehen haben, 
diese Ausdehnung bereits im Sommer 1870. Außerdem kann diese Übertragung 
von den quadratischen Linienkomplexen auf die allgemeinen kaum als besondere 
Leistung betrachtet werden. Etwas ganz anderes ist es dagegen mit der Umkehrung 
des allgemeinen Satzes, die hier Abh. XII, S. 155—157 bewiesen wird (Math. Ann. 
Bd. V, S. 189—192; d. Ausg. Bd. II, Abh. I, $ 14). 

S.85, 2.6—1 v. u. Auf jeder W-Fläche liegen oo! W-Kurven, deren Schmie- 
gungsebenen die W-Fläche berühren; diese W-Kurven bestimmen mit ihren Schmie- 
gungsebenen die Komplex-W-V,, die dem durch die W-Fläche bestimmten 
W-V, angehören. Ihre Tangentenflächen umhüllen nur die W-Fläche selber. 
Betrachten wir andererseits irgendeine andere Schar von oo! W-Kurven eines 
Systems, die auf der W-Fläche liegt. Die Tangenten dieser Kurven gehören einem 
der tetraedralen Komplexe an und bilden eine Kongruenz, von deren Brennfläche 
die W-Fläche der eine Mantel ist. Diese Kongruenz bleibt bei der Gruppe der 
W-Fläche invariant, also ist der zweite Mantel der Brennfläche eine W-Fläche des- 
selben Systems. Er wird von den Tangentenflächen der betrachteten W -Kurven längs 
Kurven berührt, die W-Kurven desselben Systems sind. Die eingliedrige Gruppe 
jener W-Kurven läßt ja alle zugehörigen Tangentenflächen in Ruhe. 

Wir wenden eine r-Transformation an, die wir herstellen, indem wir als Verein F 
einen Punkt der W-Fläche benutzen und als Verein F’ die Tangente an die hin- 
durchgehende W-Kurve der betrachteten Schar (vgl. S. 656). Die Punkte werden 
bei dieser Transformation mit den Geraden des tetraedralen Komplexes vertauscht, 
dem unsere Kongruenz angehört. Die W-Fläche, als Verein aufgefaßt, bleibt bei 
der Transformation invariant. folglich gehen die Punkte der W-Fläche in Gerade 
der Kongruenz über. Nach Abh. V, S. 76, Nr. 28, 2 hat daher die Kongruenz den- 
selben Grad wie die W-Fläche. Daß dieser Grad bei beiden mit der Klasse überein- 
stimmt, folgt daraus, daß die W-Fläche zu sich selbst dualistisch ist (S. 84, Nr. 2), 
was ja auch von der Kongruenz gilt. 
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Zu Abhandlung VII, S. 86f. 


Die Protokolle der Videnskabsselskab enthalten eine Aufzeichnung, die über- 
setzt so lautet: 

„4. Sitzung, 30. Sept. 1870. 

„1. Der Präses legte ein Schreiben von cand. real. Sophus Lie vor, datiert 
Paris 5. Juli 1870, worin dieser sich die Priorität für einige mathematische Sätze 
sichern will. Wurde mit dem Namenszuge des Präses und des Sekretärs versehen 
im Archive niedergelegt.“ 

Lie bezieht sich auf seine Mitteilung: Bd. III d. Ausg., Abh. I (1872), S. 3, 
2. 14—16. 

S. 86, Nr. 1—3. Genaueres in Abh. VIII, IX und besonders in XI. In den Leipz. 
Ber. von 1897, S.735 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XV, $3) erwähnt Lie, daß er diese 
Transformation im Februar 1869 entdeckt habe. 

S. 86, Nr. 4. Vgl. Abh. XI, S. 145f., Math. Ann. Bd. V, S. 179 (d. Ausg. Bd. II, 
Abh. I, $ 12, Nr. 34). Geom. d. B. T. S. 934—237. An der letzten Stelle werden die 
Betrachtungen auch analytisch durchgeführt. 

S. 86, Nr. 5. Vgl. Bd. III d. Ausg. Abh. III (1872), 8.3, 7.7—5 v. u. Ferner 
hier Abh. XVII (1877), S. 288, Z.4—8, 8. 2891. 

S. 87, Nr. 6. Vgl. Abh. XXI (1878), S. 346. Da auch dort kein Beweis für den 
Satz gegeben wird, wollen wir den Beweis hier führen. 

Es seien: 


(A) = fh) + 9): y=ht)+ 9), z= f(t) + 9(7) 
und: 
(B) s=alt)+ al), y=P + xl), 2= Ps (t) + %(T) 


zwei Minimalflächen, also: 

(0) IuW=0, I d)=0, IrW=0, Zu’@=0. 

Dann können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß für alle 
Werte vontund tr: 


$:e 0 :5W) = pi lt) : Pr (t) : 93 (ft), 
(D) | 


IPROEZOEMOE SAUER FAGERZAGE 


Gleitet nun (B) auf (A), so muß in jedem Augenblicke ein Punkt t=a, r=& 
von (B) mit seiner Tangentialebene in den Punkt t=a, r=.« von (A) mit dessen 
Tangentialebene fallen. Die Tangente an die Minimalkurve = «a von (B), die durch 
den Punkt t=a,r=x« geht, wird dann von selber mit der Tangente an die eine 
durch den Punkt gehende Minimalkurve von (A) zur Deckung kommen, etwa mit 
der Tangente an die Kurve r—=a, und dasselbe wird dann von den Tangenten an 
die hindurchgehenden Minimalkurven t = a gelten. 

Die Lage, die (B) in dem beschriebenen Augenblicke einnimmt, wird durch 
die Gleichungen: 


send +rhla)+ 91%) — Aa) — aa). -- 
dargestellt. Sie wird erhalten, wenn man auf (B) die Translation: 
(E) r=2+fhla)— Al) + Ha) — aa), --- 


ausführt. Betrachten wir hier x, y, z als fest, a, & als veränderlich, so erhalten wir 
die oo? Lagen, die der mit (B) fest verbundene Punkt z, y, 2 bei der gleitenden Be- 
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wegung von (B) annimmt. Der Inbegriff dieser Lagen bildet aber eine Minimalfläche, 
denn aus (C) und (D) folgt: 


PIACTAOEREPTAGFAGEN 


Wir erhalten demnach 00° Minimalflächen, die alle aus einer beliebigen unter ihnen 
durch Translation hervorgehen. 

Jedem Punkte z, y, 2 ist die Minimalfläche (E) zugeordnet. Diese Zuordnung 
bleibt bei jeder Translation erhalten, also haben wir es mit einer der in Abh. VI 
betrachteten Korrespondenzen zu tun, das heißt nach S. 652f. mit einer Berührungs- 
transformation. 

Um diese Berührungstransformation zu finden, müssen wir zunächst die 
Minimalfläche (E) mit den drei Parametern z, y, 2 als Verein darstellen, das heißt, 
wir müssen a und & vermöge: 


Er +atf(a)--P(a)}, 
KIA - HR FEIERN) 


durch p und q ausdrücken und die gefundenen Werte in (E) einsetzen. Die erhaltenen 
Gleichungen stellen dann zusammen mit:p=p,9=4 die gesuchte Berührungs- 
transformation dar. 

Wir haben hier die Minimalflächen (A) und (B) beliebig gewählt und daraus 
(E) gewonnen. Es ist aber klar, daß wir von diesen drei Minimalflächen irgend zwei 
andere beliebig wählen und daraus die dritte bestimmen können. Wir können 
daher eine Minimalfläche (G) finden, die so beschaffen ist, daß, wenn die Minimal- 
fläche: 


(E’) ee) -AMFAM—- HM: .-- 


längs (G) gleitet, ein mit (E’) fest verbundener Punkt x, y, 2 eine beliebige vor- 
geschriebene Minimalfläche (H) beschreibt. Die verschiedenen Lagen, die (E’) dabei 
annimmt, ergeben sich, wenn man in (E) für z, y, 2 nach und nach alle Punkte der 
Minimalfläche (H) setzt, und die Minimalfläche (G) wird offenbar von dem In- 
begriffe dieser Lagen von (E’) umhüllt. Demnach ist (G) die Fläche, in welche (H) 
bei derjenigen Berührungstransformation übergeht, welche jeden Punkt z, y, zin 
die Minimalfläche (E) überführt. Diese Berührungstransformation führt daher jede 
Minimalfläche in eine Minimalfläche über und läßt somit die Differentialgleichung 
der Minimalflächen invariant. 
Die hier betrachteten Berührungstransformationen haben die Gestalt: 


r=z2+0P,q, 9=y+Pß@d, 3=2+7,®g9, P=P 4-1 


Führt man nun mit Legendre die dualistische Transformation aus: 


(F) 


=p, y-4, ?’=—-:+2pHr394, Pp=n dd 
so wird die Differentialgleichung der Minimalflächen in den Ableitungen linear und 
homogen: A+ Fr +2’ ++) =0, 


und unsre Berührungstransformationen verwandeln sich in erweiterte Punkttrans- 
formationen: 


E =e x, y Ges y, 5 =? r dad, y) Er yYB(, Yy') Erg ve, Yy), 
P=p+oel@,y), !=efth@s,Yy), 


wo der zu z’ hinzutretende Ausdruck eine beliebige partikuläre Lösung der trans- 
formierten Gleichung ist. 
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Verbindet man hiermit das in Bd. III d. Ausg. auf $. ?48f. Gesagte, so erkennt 
man, daß die allgemeinste Berührungstransformation, welche die Differential- - 
gleichung der Minimalflächen invariant läßt, erhalten wird, wenn man zu den ge- 
fundenen Transformationen noch eine Transformation hinzufügt, die von vier 
Parametern abhängt. Hiernach ist es begreiflich, daß Lie schon 1872 (Bd. III d. 
Ausg., Abh. I, S.3, 2.9—11) sagen konnte, er habe alle Berührungstransformationen 
gefunden, die Minimalflächen in Minimalflächen überführen. 

S. 87, Nr. 7. Bei der „logarithmischen Transformation“, wie sie Lie später zu 
nennen pflegte: 

(I) @=lgs, Y=logy, Z=logz 


geht die Mongesche Gleichung Fda’? = 0 der Minimalkurven über in die Monge- 
sche Gleichung: Zy?z?dx?= 0. Das ist aber, wie man sich leicht überzeugt, nicht 
die Gleichung eines Linienkomplexes. Wohl aber wird die Mongesche Gleichung: 


2(b— c)zdydz=0, 
die nach S. 637 einen tetraedralen Komplex bestimmt, aus der Gleichung 
(K) 2(b— c)dyd’ = 0 


durch die logarithmische Transformation erhalten (vgl. Geom. d. B. T. S. 356), 
und die letzte Gleichung kann durch eine lineare homogene Transformation auf die 
Form Zdz”’?=0 gebracht werden. Wenn daher Lie hier von Minimalflächen 
spricht, so meint er damit nicht Minimalflächen im gewöhnlichen Sinne, sondern, 
wie das so oft seine Art ist, er denkt stillschweigend an die Minimalflächen, die zu 
dem durch (K) definierten unendlich fernen Kegelschnitte gehören. 

Die Gruppe der Translationen in #’, y’,2’ wird bei der logarithmischen Trans- 
formation (I) die dreigliedrige Gruppe (1), S.637 des Fundamentaltetraeders. 
Eine Minimalfläche wird nun erzeugt, indem eine Minimalkurve längs einer anderen 
durch Translation hingeführt wird. Durch die logarithmische Abbildung erhält man 
eine Fläche, die folgendermaßen entsteht: Man nimmt eine Kurve C des tetraedralen 
Komplexes und legt durch diese alle hindurchgehenden Komplexkurven C’, die 
einer bestimmten, von der Gattung C verschiedenen Gattung angehören. Diese 
Fläche entsteht dann auch, wenn man durch eine der Kurven C’ alle hindurch- 
gehenden Kurven legt, die der Gattung von C angehören. Die in Abh. V betrach- 
teten Flächen entsprechen im wesentlichen den Minimalflächen, die man erhält, 
wenn man zwei einander berührende Minimalkurven nimmt ung die eine längs der 
andern durch Translationsbewegung so fortführt, daß sie immer berührt. 

It 2=fi(t),... die eine Minimalkurve und: 2=gı(t),... die andre, so 
kann man voraussetzen, daß: 


HORDE AM: pr lt): pr le). 
Die Gleichungen: 
= hla)+ Al) — Yıla),... 


stellen dann die oo! Lagen dar, welche die zweite Minimalkurve annimmt, sobald 
man sie in der beschriebenen Weise längs der ersten fortführt. Da &'f’(a) g,' (a) 
identisch verschwindet, sind das die Gleichungen einer Minimalfläche. Auf dieser 
Minimalfläche wird die Kurve: 2 = fı(t) durch die Gleichung t—= a dargestellt. 
Sie ist die Kurve, die von den beiden auf der Fläche liegenden Scharen von Minimal- 
kurven umhüllt wird (vgl. Abh. XVII, S. 289). 

Auf welche Weise Lie dazu gekommen ist, die logarithmische Transformation 
anzuwenden, darüber vgl. man die Anm. zu Abh. XXV, S. 427, Nr. 22. 


i 
E 
: 
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“Zu Abhandlung VIII, S. 88—92. 


S. 89, Z. 7—21. Da p, = p, = 0 gesetzt wird, sind den Nullpunkten jedes der 
beiden Räume gewisse J-Gerade des andern zugeordnet. Werden nun diese J-Geraden 
in der auf $.88, 2.10—3 v. u. angegebenen Weise durch die zugehörigen Null- 
geraden repräsentiert, so erhält man die Punkte jedes der beiden Räume in dem 
andern durch die Geraden eines Komplexes abgebildet. Bei dieser Abbildung ent- 
spricht der Figur, die aus einem Punkte und einer hindurchgehenden Komplex- 
geraden besteht, die Figur einer Komplexgeraden mit einem daraufliegenden Punkte. 
Vgl. Abh. III, S. 30, Nr. 38 und S. 568f. 

S.89, Z2.12—4 v. u. Ausführlicher, und zwar gleich für die allgemeine Rezi- 
prozität dieser Art, Abh. XI, S. 117—121, 1271. 

S. 89, Z. 3—1’v. u. „indiques d’abord‘“, S. 88, Anfang von Nr. 1. 

Lie teilt hier überhaupt keine Formel mit. Andererseits schreibt er in Abh. IX, 
S. 94, Gl..(2) und in Abh. XI, S. 131, Gl. (11) ohne weiteres die räumliche Rezi- 
prozität hin, ohne überhaupt zu erwähnen, daß er sie aus einer Korrelation der 
komplexen Ebene gewonnen hat. Da es aber entschieden erwünscht ist, diese Kor- 
relation zu kennen, so erscheint es angezeigt, den Versuch zu machen, sie zu er- 
mitteln. Selbstverständlich können wir dabei keine unbedingte Gewißheit erlangen, 
sondern sind auf Vermutungen angewiesen. 

Die Korrelation in der komplexen Ebene denken wir uns am besten durch eine 
bilineare Gleichung zwischen den Veränderlichen X,, Z, und X,, Z, dargestellt. 
In dieser setzen wir p, = pa; = 0 und trennen das Reelle vom Imaginären. Wir er- 
halten zwei in z,, yı, 2, und &,, Ya, 2, bilineare Gleichungen, die in jedem der beiden 
Räume die Nullgeraden der J-Geraden darstellen, die den Nullpunkten des andern 
entsprechen. 

Nun stellen die Gleichungen (2) auf S. 94 offenbar in keinem der beiden Räume 
Nullgerade dar, denn sie enthalten die imaginäre Einheit i. Lie hat sie daher sicher 
nicht unmittelbar aus einer Korrelation der Ebene erhalten, sondern hat die ur- 
sprünglich erhaltenen Gleichungen durch eine imaginäre Transformation umge- 
staltet. Es ist offenbar diese imaginäre Transformation, durch die er bewirkt hat, 
daß in dem einen Raume der Komplex der Minimalgeraden auftritt. 

Der Bequemlichkeit wegen gehen wir nicht von den Gleichungen (2), S. 94 aus, 
sondern machen uns die Vereinfachung zunutze, die darin besteht, daß in diesen 
Gleichungen alle Konstanten gleich 1 gemacht werden können (Abh. XII, S. 161, 
2.2, 1 v. u.). Wir haben somit die Gleichungen: 


| 3231 = Im + ip.) 

(1) \ (7 ; 1 
3m; im) =yı 32%: 

Diese machen wir zunächst reell, indem wir: 
(2) , +tiy=rn, B—-iy=Yy, 3—2% 
setzen, und erhalten: 
() 
Es sind das Gerade des Raumes z,, Y, , 2,, und zwar die Nullgeraden der J-Geraden: 

—3(3 —1y)4, =X,— 4, +12) 
der Ebene Z,, X,. Schreiben wir diese J-Geraden in der folgenden Weise: 


it) in) +12), 
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so bemerken wir, daß es nahe liegt, zu setzen: 


LG 


(3) yo, my, B-W=2%. 

Dann erhalten nämlich die Gleichungen (1°) die Form: 

6 ya1—%—}@ +2), 
Iya=y—tyı, 

und das sind gerade die Gleichungen, die sich ergeben, wenn man in der Korrelation: 


(4) PC A CE GE 


(1”) 


die Gewichte p, und p/ gleich Null setzt und dann das Reelle vom Imaginären trennt. 
Wir dürfen daher wohl annehmen, daß Lie von einer Korrelation von der 

Gestalt: 

(5) ZA, =LX,+MX,+NZ 


ausgegangen ist. Wie er gerade auf die Konstanten A, B, A gekommen ist, das wird 
sich wohl kaum erraten lassen; das ist aber auch ziemlich gleichgültig. Jedenfalls 
sehen wir nunmehr deutlich, wie Lie durch die Betrachtung einer Korrelation der 
Ebene auf seine Geradenkugeltransformation geführt worden ist. Diese Tatsache 
allein ist ein glänzender Beweis dafür, daß seine Deutung der imaginären Punkte 
und der Geraden der Ebene keineswegs eine bloße Spekulation sondern ein wirklich 
fruchtbarer Gedanke war. 

Wir erwähnen noch, daß die Gleichungen (1”) im Raume z,, %ı , 2 die Geraden 
des linearen Komplexes: 
(6) da, = ady — yıda 


darstellen und im Raume z,’, 43’, 2,’ die Geraden des Komplexes zweiten Grades: 
() da? +da/ dX +dy?—=0. 


Der erste Komplex ist selbstverständlich kein anderer als der in Abh. XI, S. 131, 
Gl. (12); der zweite aber wird durch die Transformationen (3), (2) auf die Form 
Z2dı} = 0 gebracht (a. a. O. S. 132, Gl. (15)). 

S.89, Z.1 v. u. bis S.90, Z.4. Noether, ‚Zur Theorie der algebraischen 
Funktionen mehrerer komplexer Variabeln‘“. Gött. Nachr. 1869, S. 298—306. 

Er zeigt, daß die Linienkomplexe 1. und 2. Grades so in den Raum abgebildet 
werden können, daß im allgemeinen jedem Punkte des Raumes ein Strahl des 
Komplexes entspricht, und umgekehrt. Er schreibt den Linienkomplex 1. Grades 
in der Form: 


Fe B(z,..,)+A4As +Bu=0, 
wo ® linear ist, und gibt an, die einfachste Abbildung sei durch die Formeln gegeben: 
0%, =E8;(A &— B&,) (i=1, 2, 3, 4), 
05 = HB sPl&s:.,8 
0 =— HA gs DPläs-- ; 
Das im Raume £ liegende Fundamentalgebilde bestehe aus einem Kegelschnitte. 
S. 90, Nr. 2. Eingehende Begründung Abh. XI, S. 135—139. 
S.90, 2.2, 1 v. u. „Zur Theorie der Linienkomplexe des ersten und zweiten 
Grades“. Math. Ann. Bd. II (1870), S. 198—226; Ges. Abh. Bd. I (1921), S. 53 
bis 80. Zwei lineare Komplexe befinden sich in Involution, wenn ihre simultane 


Invariante verschwindet (a. a. O. S. 201 bzw. 56). 
S. 90, Z2.14—9 v. u. Vgl. Abh. XI, 143. 


1 23 lb an an el 2 
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S. 90, 2.6,5 v.u., 8.91, Z.1. Darboux, „Remarques sur la theorie des sur- 
faces orthogonales“. C. R. 59 (1864), S. 240—242. | 

S. 91, Z.5—11. Vgl. die Anm. zu S. 86, Nr. 4. Bonnet, M&moire sur la theorie 
des surfaces applicables sur une surface donnee. II. partie. Ee. polyt. Tome 25, 
Cahier 42 (1867), S. 56f. Clebsch, „Über die Kurven der Haupttangenten bei 
windschiefen Flächen“. Crelle 68 (1868), S. 151—161. 

S.91, Z.2 v. u. Von Darboux ist es die vorhin angeführte Abhandlung. 
Von Moutard die kurze Mitteilung: „Lignes de courbure d’une classe de surfaces du 
quatrieme ordre“. C. R. 59 (1864), S. 2431. 

S. 92, Nr. 4. Vgl. Abh. XI, S. 146—152. 


Zu Abhandlung IX, 8. 93—96. 


S. 98, Z. 4-1 v. u. Das Protokoll lautet, in deutscher Übersetzung, wie folgt: 
„79. Klassensitzung. 9. Dez. 1870. 

1. Stipendiat $. Lie lieferte einen Auszug ein aus einer größeren Arbeit über 
eine gewisse Klasse geometrischer Transformationen. Die Abhandlung wurde einem 
Komitee zur Beurteilung übergeben, das aus den Herren Professoren Bjerknes 
und C. Guldberg bestand.“ 

Die Beurteilung fiel so aus: 

„Wir erlauben uns zur Aufnahme in die Schriften der Videnskabsselskab die 
von dem Herrn Realkandidaten $. Lie eingereichte Abhandlung vorzuschlagen, die 
betitelt ist: „Over en Classe geometriske Transformationer.‘ 

24.12. 70. C. A. Bjerknes. C.M. Guldberg.“ 


Das unnorwegische „Over“ ist in dem Abdrucke in den Forhandlinger (hier 
S. 93) durch „Om“ ersetzt, während es in der Überschrift der ‚.größeren mathe- 
matischen Arbeit“, hier Abh. XI, S. 105ff. stehen geblieben ist. 

S. 93, Nr. 1. Vgl. Abh. XI, S. 106—108. 

8. 98£., Nr. 2. Abh. XI, S. 109—124. 

S.94f., Nr.3. Abh.XI, S. 135—141, 143f., 146—152. „Bei einer früheren 
Gelegenheit‘: hier Abh. VII, S. 86. 

S.95, Nr.4. Abh.XI, S.116f., Abh. XII, S.155—164. Der Ausdruck: 
„Haupttangentenkurven eines Linienkomplexes‘ wird auf S. 117 eingeführt. 

S. 95£., Nr. 5. Abh. XII, S. 164, 200—205. 


Zu Abhandlung X, S. 97—104. 


Als Sophus Lie und Felix Klein im Winterhalbjahre 1869—70 in Berlin 
zusammentrafen, traten sie gleich in einen regen Gedankenaustausch, der bald eine 
enge Freundschaft zur Folge hatte. Lie war ja durch die Schriften von Poncelet 
und Plücker zur wissenschaftlichen Produktion angeregt worden, namentlich auch 
durch Plückers ‚‚Neue Geometrie des Raumes‘‘ (1868—69). Nun lernte er in Klein 
einen Schüler Plückers kennen und zwar den, der nach dem Tode seines Lehrers 
die Herausgabe der „Neuen Geometrie“ zu Ende geführt und große Lücken des 
Manuskriptes in Plückers Sinne ergänzt hatte. Von Kleins eigenen Arbeiten war 
allerdings damals erst seine Dissertation veröffentlicht: 

I. „‚Über die Transformation der allgemeinen Gleichung des zweiten Grades 
zwischen Linienkoordinaten‘‘, Bonn 12. 12.1868, Ges. Abh. Bd. I (1921), S. 11—48. 

Aber die drei im Februar 1870 in Bd. II der Math. Ann. erschienenen Abhand- 
lungen waren bereits geschrieben: 
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II. Zur Theorie der Linienkomplexe des ersten und zweiten Grades, datiert 
Göttingen, 14. Juni 1869, Ann. II, S. 198—226, Ges. Abh. I, $. 53—80. 

III. Die allgemeine lineare Transformation der Linienkoordinaten, datiert 
ebd. 4. August 1869, a. a. O. S. 366—370, 81—86. 

IV. Über die Abbildung der Komplexflächen vierter Ordnung und vierter 
Klasse, datiert ebd. 14. Juni 1869, a. a. ©. S. 371f., STf. 

Was Lie angeht, so sprechen die hier abgedruckten Abhandlungen I—IV 
aus dem Jahre 1869 eine deutliche Sprache. Sie lassen einerseits den starken Ein- 
fluß des Plückerschen Werkes deutlich erkennen, andrerseits zeigen sie, in wie 
hohem Maße Lie die Liniengeometrie beherrschte. 

Schon in Berlin war der Verkehr der beiden so vertraut, daß Klein die Nieder- 
schrift der Lieschen Abhandlung übernahm, die hier als Nr. V abgedruckt ist. 
In Paris, wo sie den Sommer 1870 zubrachten und sogar zusammen wohnten, war 
ihr Verkehr noch enger, so daß sie die hier als Nr. VI aufgenommene Arbeit unter 
beider Namen in den Comptes Rendus veröffentlichten. In Paris war es auch, und 
zwar im Juli 1870, daß sie den Plan zu der vorliegenden Abhandlung Nr. X faßten, 
die nach Kleins Ausdruck ‚‚den Höhepunkt ihrer Zusammenarbeit‘ bildet. 

In einem 1877 an A. Mayer geschriebenen Briefe erzählt Lie, wie er die Ent- 
deckung gemacht hat, die den Anstoß zu seinen Abhandlungen VIII, IX, XI und 
XII gegeben hat (d. Ausg. Bd. III, S. 691,7. 17—22), und Klein berichtet in seinen 
Ges. Abh. Bd. I, S. 97, wie er durch eine Behauptung, die Lie aufstellte, zu seinen 
eigenen Betrachtungen veranlaßt wurde. 

„Ich war — Anfang Juli 1870 — eines morgens früh aufgestanden und wollte 
gerade ausgehen, als mich Lie, der noch im Bette lag, in sein Zimmer rief und mir 
den von ihm in der Nacht gefundenen Zusammenhang der Haupttangentenkurven 
einer Fläche mit den Krümmungskurven einer anderen Fläche in einer Weise aus- 
einandersetzte, daß ich kein Wort verstand. (Es handelte sich um die Linienkugel- 
transformation; aber statt mit Kugeln operierte er halbanschaulich mit geradlinigen 
Hyperboloiden, die durch einen festen reellen Kegelschnitt gingen.) Jedenfalls ver- 
sicherte er mir, daß danach die Haupttangentenkurven der Kummerschen Fläche 
algebraische Kurven 16. Ordnung sein müßten. Am Vormittage kam mir dann, 
während ich das Conservatoire des Arts et Mötiers besichtigte, der Gedanke, daß 
es sich um eben jene Kurven 16. Ordnung handeln müßte, welche schon in meiner 
„Theorie der Linienkomplexe ersten und zweiten Grades‘ aufgetreten waren), 
und es gelang mir rasch, die im Texte [von Abh. X] unter 1 bis 5 gegebenen, von der 
Lieschen Transformation unabhängigen geometrischen Betrachtungen durchzu- 
führen. Als ich am Nachmittage um 4 Uhr nach Hause zurückkam, war Lie aus- 
gegangen, und ich hinterließ ihm eine Zusammenstellung meiner Resultate in einem 
Briefe. — Die Figur der Nr. 6 des Textes [hier $. 101]fand ich Ende Juli?) oder An- 
fang August 1870 während meines Aufenthalts in Düsseldorf.“ 

Der Krieg nötigte Klein, nach Deutschland zurückzukehren, während Lie 
den abenteuerlichen Plan faßte, nach Italien zu wandern, ein Unternehmen, das er 
mit einem Monate Gefängnis in Fontainebleau büßen mußte. Durch Darbouxs 
Eintreten glücklich aus der Gefangenschaft befreit, reiste Lie so schnell wie möglich 
nach Italien, wo er insbesondere Rom besucht hat. Von Turin aus schrieb er im 
Oktober 1870 an F. Klein, der sich damals in Düsseldorf aufhielt und langsam von 
dem gastrischen Fieber genas, das er sich als Krankenpfleger im Felde zugezogen 


1) Nämlich in der Abh. II oben. Siehe Ann. Bd. II, S. 219, Ges. Abh. S. 74. 
Anm.d.H. 

2) In der Tat steht die Figur in einem Briefe, den Klein aus Düsseldorf 
am 29. 7. 1870 an Lie geschrieben hat. 
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hatte. In Düsseldörf waren sie dann einige Tage zusammen und schrieben gemein- 


' sam einen Brief an Kummer, der am 26. November 1870 antwortete: 


„Ich habe mich sehr gefreut, eine briefliche Mitteilung von Ihnen zu erhalten, 
nachdem ich durch die Mitteilung anderer erfahren hatte, wie Sie Herr Dr. Klein 
mit großer Aufopferung der großen Sache unseres deutschen Vaterlandes gedient 
haben und wie Sie Herr Dr. Lie durch den Verdacht, daß Sie ein Deutscher sein 
möchten, in Paris in große Verlegenheit und Gefahr geraten sind.... 

„Ihre Untersuchungen über die Fläche vierten Grades mit 16 Knotenpunkten 
haben mich besonders interessiert, und ich möchte ihnen vorschlagen, dieselben in 
den Monatsberichten unserer Akademie zu veröffentlichen. Da es aber von uns Ber- 
liner Mathematikern als ein Verderb der Entwicklung der Geometrie angesehen 
wird, wenn bloße Resultate, ohne die nötige Begründung, veröffentlicht werden, 
so würde ich Sie bitten, falls Sie auf diesen Vorschlag eingehen wollen, mir das, 
was Sie über diese Fläche vierten Grades Neues gefunden haben, vollständig, wenn 
auch kurz, begründet und zu einem kleinen selbständigen Aufsatze verarbeitet, zu- 
schicken zu wollen. Ich würde es dann in der nächsten Sitzung in der Akademie 
vortragen und es würde in dem Monatsberichte desselben Monats zum Drucke 
kommen. 

„Die Geschichte der Mathematik ist doch immer noch in einer erfreulichen Fort- 
entwicklung begriffen, wenn sie gleich mit der geschichtlichen Entwicklung unseres 
deutschen Vaterlandes jetzt nicht Schritt halten kann.“ 

Am 27. November schickte Klein an Lie eine Abschrift des Kummerschen 
Briefes, die hier benutzt ist. Lie war nämlich inzwischen nach Christiania zurück- 
gekehrt. Gleichzeitig schrieb Klein: ‚Daß wir auf den Kummerschen Brief mit 
„Ja“ antworten, ist so selbstverständlich, daß ich in diesem Sinne, schon ohne 
Deine Antwort abzuwarten, an Kummer schreiben werde. Ich stelle ihm dabei die 
Zusendung der betreffenden Arbeit als nahe bevorstehend vor. Nach meiner augen- 
blicklichen Schätzung können wir damit bis Neujahr fertig sein.“ 

Am 12. Dezember schreibt Klein weiter: 

„Nun unsere Arbeit für Kummer! Vorgestern erhielt ich Deinen ersten Brief, 
soeben den anderen. Soviel ich im Augenblicke übersehen kann, bin ich mit 
sämtlichen von Dir gemachten Vorschlägen einverstanden. Daß der Beweis in Nr. 2 
nicht stringent sei, hatte ich mir inzwischen überlegt; in Nr. 7 tröstete ich mich bei 
der Redaktion mit einem noch zu beweisenden Satze: Wenn zwei F sich berühren 
und in jedem Punkte der Berührungskurve ist für die F die eine Haupttangente 
dieselbe, so ist die Kurve eine Haupttangentenkurve, — den näher auseinanderzu- 
setzen mir zu umständlich war. 

„Ich werde nun die Arbeit, nachdem ich sie noch exakt durchgearbeitet, an 
Kummer schicken. Am Schlusse werde ich einen Satz beifügen, wie etwa: „Durch 
die in der letzten Nr. angegebenen Betrachtungen ist der eine von uns (Lie) zuerst 
zu der Einsicht gelangt, daß die Haupttangentenkurven algebraische Kurven der 
16. Ordnung: sind usw. .. .; hierauf fügte der andere (Klein) den Satz der 2.Nr. 
hinzu und entwickelte im Anschluß an seine öfter zitierte Arbeit die in den Nrn. 2—6 
enthaltenen Betrachtungen.“ 

Mittwoch, den 14. Dezember schickte Klein die Arbeit an Kummer. Er 
hatte sich sehr anstrengen müssen, um sie zu diesem Termine fertig zu bekommen, 
weil am Donnerstag Akademiesitzung sein mußte. Kummer antwortete schon am 
15. Dezember: ‚Nachdem ich heute Mittag Ihre Mitteilung für die Akademie er- 
halten hatte, habe ich dieselbe sogleich mit Vergnügen durchgelesen und am Nach- 
mittage in der Sitzung der Akademie vorgetragen, welche beschlossen hat, sie in 
die Monatsberichte aufzunehmen.“ 

Beide Verfasser sollten Korrektur erhalten, ‚es wird jedoch erwartet, daß 
namentlich auch die nach Christiania zu sendende sehr rasch abgemacht werde, damit 
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der Druck der Monatsberichte nicht dadurch eine Verzögerung erleide.‘‘ In der Tat 
konnte Klein die Sonderabdrucke noch im Januar 1871 verschicken. 


S. 97, 2.9 v.o., 4—1 v.u. Im ersten Drucke wird auf Plücker Nr. 310ff. 
verwiesen, was offenbar ein Druckfehler für 311ff. ist. Dort findet man aber die 
Kummersche Fläche nur in der Weise behandelt, daß von einem bestimmten Kom- 
plexe zweiten Grades ausgeganr'“n wird. In Abh. VIII (1870), 8. 91, Z. 12—10 v. u. 
sagt Lie, er verdanke Klein lie Bemerkung, daß jede Kummersche Fläche die 
gemeinsame Singularitätenfläche von oo! Komplexen zweiten Grades ist. Kleins 
Beweis dafür findet sich in der ıf'S. 666 angeführten Abh. II, S. 217£. (Ges. Abh. I, 
S. 73). 


Eine singuläre Linie eines allgemeinen!) Komplexes vom zweiten Grade ist 
die Durchschnittslinie zweier Ebenen, in die ein Komplexkegel zerfallen ist, oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, die Verbindungslinie der Punkte eines Punkte- 
paares, in das ein Komplexkegelschnitt ausgeartet ist. Die singulären Linien bilden 
eine Kongruenz vierter Ordnung und Klasse und berühren die Singularitätenfläche 
des Komplexes. Der Berührungspunkt heißt der zugeordnete singuläre Punkt, 
die Berührungsebene die zugeordnete singuläre Ebene. 


Zu S. 97—102, Nr. 1—6. In diesen Nrn. werden die Beziehungen behandelt, 
in denen die Haupttangentenkurven der Kummerschen Fläche zu den zugehörigen 
Komplexen zweiten Grades stehen, und es werden die Singularitäten der Haupt- 
tangentenkurven bestimmt. Diese Entwickelungen stammen, wie aus S.104, 
7.6—3 v. u. hervorgeht, von Klein. Erst in Nr. 7, S. 102—104 werden die Gedanken 
auseinandergesetzt, die Lie in den Stand gesetzt hatten, zu erkennen, daß die 
Haupttangentenkurven überhaupt bestimmbar und daß sie Kurven 16. Ordnung sind. 


Es hat einen eigenen Reiz, die Beiträge mit einander zu vergleichen, die von 
den beiden stammen. Sie lassen das gewaltige, aber recht verschiedenartige schöpfe- 
rische geometrische Anschauungsvermögen, mit dem beide begabt waren, deutlich 
erkennen. Man kann sie nicht lesen, ohne sich einer Äußerung Lies zu erinnern, 
die sich auf $. XVII der Vorrede zum dritten Bande der T'ransformationsgruppen 
findet: „Ich bin kein Schüler von Klein, das Umgekehrte ist auch nicht der Fall, 
wenn es auch vielleicht der Wahrheit näher käme. ... Ich schätze Kleins Talente 
hoch, und werde nie die Teilnahme vergessen, mit der er von jeher meine wissen- 
schaftlichen Bestrebungen begleitet hat, aber ich glaube, daß er z. B. nicht genug 
zwischen Induktion und Beweis, zwischen der Einführung eines Begriffs und seiner 
Verwertung unterscheidet.‘ 

Die von Klein herrührenden Nrn. 1—6 setzen nach 8.97, 2.4—1 v.u. 
gründliche Kenntnisse in Plückers Neuer Geometrie des Raumes und in Kleins 
früheren liniengeometrischen Arbeiten voraus.?) Diese sehr inhaltreichen Nrn. 1—6 
mit ihren wesentlich auf den Methoden der abzählenden Geometrie beruhenden 
Betrachtungen würden zu ihrer Erläuterung recht umfangreiche Anmerkungen er- 
fordern. Das aber gehört nicht zu den Aufgaben einer Ausgabe von Lies Ab- 
handlungen. Wir begnügen uns daher mit einer kurzen Wiederholung des Ge- 
dankenganges, um so die Besprechung von Nr. 7 vorzubereiten. 

Es sei also gegeben eine Kummersche Fläche und eine diese berührende ge- 
rade Linie. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Komplex zweiten Grades, 
der die Fläche zur Singularitätenfläche und die Gerade zur singulären Linie hat.?) 


1) Ann. II, $. 199, Z. 1—3. Ges. Abh. I, S. 53, 2.10,9 v.u., BA ZI 

2) Auch das 1905 erschienene Buch von Hudson, Kummers Quartie Surface 
wird man mit Nutzen vergleichen. 

3) Klein, Ann. II, S. 218. Ges. Abh. I, S. 73. 
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Ändert man die Gerade, so erhält man oo! Komplexe zweiten Grades, unter denen 
sich sechs doppelt zählende lineare Komplexe befinden. Wählt man unter den oo! 
Komplexen einen beliebigen aus, so bilden die Punkte der Fläche, deren zugeordnete 
singuläre Linien Haupttangenten sind, eine algebraische Kurve 16. Ordnung und 
Klasse. In Nr. 2 wird bewiesen, daß diese Kurve eine Haupttangentenkurve der 
Kummerschen Fläche ist. Die verschiedenen Ke"vlexe liefern die verschiedenen 
Haupttangentenkurven, abgesehen von etwaigen ‚mhüllungskurven. Nr. 3. Die 
Haupttangentenkurven, die zu den doppelt zählenden linearen Komplexen gehören, 
sind von 8. Ordnung und Klasse. Nr. 4. Die Plüg‘;orschen Singularitäten werden 
bestimmt, ferner die Lage der Spitzen und der st. .ionären Ebenen gegenüber den 
16 Knotenpunkten und den 16 Doppeltangentialebenen der Kummerschen Fläche. 
Nr. 5. Es wird untersucht, welche Reduktionen bei den sechs ausgezeichneten Haupt- 
tangentenkurven eintreten. Nr. 6. Es wird der einfache Fall betrachtet, wo ein hyper- 
bolisch gekrümmtes Flächenstück von zwei Kegelschnittbögen begrenzt ist, und es 
wird gezeigt, wie die Haupttangentenkurven, insbesondere zwei der ausgezeichneten, 
zwischen zwei Knotenpunkten verlaufen. 

Auf die, wesentlich von Lie herrührende, Nr. 7 gehen wir etwas genauer ein. 


8.102, 2.11—6 v.u. Vgl. Klein, Ann.II, S. 218, 2.16—12 v. u., Ges. 
Abh.I, 8.73, 2. 15—19. 


S.103, Z. 3—8. Indem wir: 


|Pı U 
Pr, % 
setzen, bestimmen wir die homogenen Linienkoordinaten (z,) einer geraden Linie 


L:(pg) in bezug auf ein Koordinatentetraeder a, b, c, d durch die folgenden 
Gleichungen: 


(1) 


wo identisch: 
(2) R=,, 422, +2, =0. 


ee 
eu= Pl 0u=|P4 ae; 08% = Pd 


Die Gleichungen der Geraden lauten dann so: 


Th — Tre t T195 =0, 
1 %Qı + 2392 4 =0, 
T4 Q9ı — 3, %4=0, 


Het GGt Th: 


Es sei ferner A ein linearer Komplex, der durch die Gleichung: 
.6 
(3) Se 
k 


dargestellt wird. Dieser sei nicht ausgeartet, es seialso: A, A, + A, As + As As +0. 


Betrachten wir in (2) und (3) x, und x, als Unbekannte, so erhalten wir für 
diese Größen eindeutig bestimmte Werte, sobald: 


(4) sa |% 3 
As As 
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von Null verschieden ist. Wir setzen daher voraus, daß A, und A, nicht beide 
verschwinden. Indem wir: 


(5) z=A5.+Amt+AmtAm 


setzen, finden wir: 


2.2 — A: ® 

re ner”. 

Se a. 
TI = BR —— = . 


M) PET 


kommt: B—= = A—0, Gleichung (2) wird überflüssig, und wir erhalten un- 
endlich viele Werte von x, und z,, welche die Gleichung: 


(8) 4,5 +4, = —2 
befriedigen. 

Liegt die Gerade L in der Ebene bed und geht sie durch b, so verschwinden 
&ı , &, &3, %4. Wird von diesem Falle abgesehen, so kann man in einem ersten Raume 
jeder Geraden L = (&,,..., 26) des Komplexes A den eindeutig bestimmten Punkt 
P:(f1,...,2,) eines zweiten Raumes zuordnen. Umgekehrt entspricht im all- 
gemeinen jedem Punkte p:(t,.. -, 2.) des zweiten Raumes eindeutig eine be- 
stimmte Komplexgerade L: 

(x 2,0, oo. 
at en 4) 4’ ’ 

Man erhält allerdings im allgemeinen keine Komplexgerade, wenn p in der durch 
ad gehenden Ebene: Ag2, — As 23 = 0 liegt. Gehört jedochp: (2, . . ., 2) dem durch 
a und d gehenden Kegelschnitte & mit den Gleichungen: A=0,®8d=0an, so gibt 
es oo! entsprechende Komplexgerade L. Für diese sind 21:22: X3: 2, gegeben, 
während x, und z, an die Gleichung (8) gebunden sind. Diese Linien bilden ein 
Büschel, das den Punkt (0, x,, &,, 2) zum Träger hat; sie schneiden die Gerade, 
die durch b und durch den auf ac liegenden Punkt (23,0, x,, 0) geht. 

Durchläuft p:(z,...,2,) den Kegelschnitt ®&, so beschreibt der Träger 
(0, 21,2, 2) des Büschels die Komplexgerade (0,0,0,0, A,, — A,) durch b 
und den Punkt (0,0, 4,, 4.) auf cd. Die den Punkten von & entsprechenden 
Linien des ersten Raumes bilden also eine lineare Kongruenz Q mit zusammen- 
fallenden Direktrizen.!) Daß auch die Fläche zweiter Ordnung 7 = 0 durch w geht, 
folgt aus der Identität: 


(9) AdB+AP+LI.E=0. 


S. 108, Z. 9—12. Geht L: (z,,. . ., 2) durch den festen Punkt q: (9, 02» 93» 94)» 
so bestehen die Gleichungen (1), die (2) nach sich ziehen, und unter denen gerade 
drei von einander unabhängig sind. 

Liegt q nicht in der Ebene acd, ist also q, + 0, so kann man die Gleichungen 
(1°) und (8) nach z,, &,, 23, 2, auflösen, sobald noch A,gg + Ass + Asqı nicht 
verschwindet. Man bekommt Ausdrücke von der Form k,2, + l;zs. Dem ebenen 
Büschel der durch q gehenden Komplexlinien des ersten Raumes entsprechen daher 
im zweiten Raume als Bildpunkte die Punkte einer Geraden. Diese muß & in dem 


1) Plücker, Neue Geometrie, $. 74. 
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Punkte schneiden, welcher der durch q gehenden Geraden der Kongruenz 2 ent- 
spricht. Man hat daher umgekehrt ein zweites Abbildungsverfahren, bei dem die 
Punkte des ersten Raumes, als Träger von Büscheln von Komplexlinien, durch 
die Linien des quadratischen Komplexes abgebildet werden, der aus den Treff- 
geraden von & besteht. 

S. 103, Z. 12—17. Es sei K ein Komplex n-ten Grades, dargestellt durch die 
Gleichung: 
(10) 2a, on al... 20, 


wo die «, positive ganze Zahlen oder Null sind, mit den Bedingungen: 
tat + =n, Ga en: 


Wir setzen voraus, daß beide Grenzen wirklich erreicht werden. Die Gleichung der 
Bildfläche im zweiten Raume ist nach (6): 


\e /W\as 
Dan Ei (5) (Z) el 
oder, nach Multiplikation mit A": 
(11) Z a, 2% 2% 08: 2% 8% Pr m —(, 


Das ist eine Gleichung vom Grade 2n. 

Es sei nun r ein Punkt auf » und s ein willkürlicher Punkt. Um die Schnitt- 
punkte zwischen rs und der Bildfläche zu bestimmen, ersetzen wir z, in (11) durch 
r,+As,j=1,...,4). Dadurch verwandeln sich ®, Y und A in Ausdrücke von 
der Gestalt: A(e-+ fA), A(g-+ hi), kA. Die Werte von }, die den Schnittpunkten 
entsprechen, werden durch die Gleichung: 


Dan +as)%ı... (rt Ass (e+ fN%(g+hr)%.m=0 


bestimmt, von der A = 0 eine n-fache Wurzel ist. Das aber war zu beweisen. 

Eine geometrische Deutung der 2n Schnittpunkte erhält man, wenn man im 
ersten Raume den Punkt q aufsucht, der bei dem zweiten Abbildungsverfahren der 
Treffgeraden rs von & entspricht. Von den 2n Schnittpunkten entsprechen dann n 
den durch q gehenden n Geraden der Kongruenz 2, welche zugleich der Kongruenz 
(A, K) angehören. Dem n-fachen Schnittpunkte r, der auf w liegt, entsprechen die 
n Geraden des r entsprechenden Strahlenbüschels, die K angehören. 

Einer Geraden L des ersten Raumes, die als Ort aller sie schneidenden Geraden 
des Komplexes A aufgefaßt wird, entspricht im zweiten Raume als Bildfläche eine 
Fläche zweiter Ordnung durch ». Jedem Punkte von L entspricht eine geradlinige 
Erzeugende eines bestimmten der beiden Systeme. Ersetzt man L durch die Polare L’ 
in bezug auf A, so bekommt man als Bildfläche dieselbe Fläche zweiter Ordnung, 
aber den Punkten von L’ entsprechen die Erzeugenden des andern Systems. 

S.103, 2.14 v.u. „rückwärts‘‘, das heißt im Sinne des „zweiten Abbildungs- 
verfahrens‘‘, das in der Anm. zu $. 103, Z. 9—12 beschrieben ist. 

Wir bezeichnen alles, was sich auf den ersten Raum r bezieht, mit kleinen 
Buchstaben, die Gebilde des zweiten Raumes R aber mit großen (vgl. Abh. XI, 
S.117, Z2.2,1 v.u.). Die Punkte von r werden dann in R durch die Treffgeraden 
von & abgebildet, die Punkte von R dagegen in r durch die Geraden des Kom- 
plexes A. 

Es sei F eine beliebige gegebene Fläche in R, und die dem Komplexe A an- 
gehörige Linienkongruenz von r, die den Punkten von F entspricht, habe die Brenn- 
fläche f. Ferner seien: M ein Punkt vonF, und K,, K, die beiden durch ihn gehenden 
Krümmungslinien von F, sowie k,, k, die beiden geradlinigen Flächen von r, deren 
Erzeugende den Punkten von K, und K, entsprechen. Diese Erzeugenden sind dann 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 43 
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Doppeltangenten von f, und die k, und k, gemeinsame Erzeugende m entspricht dem 
Punkte M. Es sei u einer der beiden Punkte, in denen f von m berührt wird. Den 
Kegelschnitt ® des Raumes R denken wir uns durch eine projektive Transformation 
in den Kugelkreis verlegt, um uns im folgenden bequemer ausdrücken zu können, 

Ist t eine beliebige Gerade, die f in dem Punkte u berührt, so erzeugen in R 
die den Punkten von t entsprechenden Treffgeraden von eine Fläche zweiter Ord- 
nung durch den Kugelkreis, welche F in M berührt, also eine F in M berührende 
Kugelfläche T. Fällt t in eine der beiden zu u gehörigen Haupttangenten t, und t, 
von f, so ist die t entsprechende Kugelfläche T eine der beiden Kugelflächen, die F 
in M stationär berühren. Fällt dagegen t mit m zusammen, so besteht T aus den durch 
M gehenden Treffgeraden des Kugelkreises, ist also die Nullkugel mit dem Mittel- 
punkte M. Da jede von den beiden in M stationär berührenden Kugelflächen mit 
einer der beiden Krümmungslinien K,, K, drei in M zusammenfallende Punkte ge- 
mein hat, ist jede der beiden Geraden t,,t, in „ Haupttangente einer der beiden 
Regelflächen ky, ka. 

S. 104, Z. 3—6. Der Satz ist in dieser Fassung nicht richtig.!) Man habe näm- 
lich zwei ebene Kurven, die einen gemeinsamen Wendepunkt besitzen und in diesem 
auch die Tangente gemein haben. Dreht man diese beiden Kurven um eine gemein- 
same Achse, so erhält man zwei Umdrehungsflächen, die einander längs eines Kreises 
berühren und in jedem Punkte dieses Kreises eine gemeinsame Haupttangente 
haben, ohne daß der Kreis eine gemeinsame Haupttangentenkurve ist. 

Um zu einem richtigen Satze zu gelangen, der auf den vorliegenden Fall an- 
wendbar ist, betrachten wir zwei Flächen F und ®, die einander längs einer Kurve 
b berühren und die in jedem Punkte von b eine Haupttangente gemein haben. 
Wenn alle diese gemeinsamen Haupttangenten die Kurve b berühren, ist b offenbar 
eine gemeinsame Haupttangentenkurve beider Flächen. Wir müssen daher unter- 
suchen, was geschieht, wenn die gemeinsamen Haupttangenten im allgemeinen b 
nicht berühren. 

Wir können auf F und ® solche Koordinaten u, v einführen, daß erstens die 
Kurve b, längs deren beide Flächen einander berühren, durch die Gleichung v® — 0 
dargestellt wird, und daß zweitens u — const. auf jeder von beiden Flächen die 
Schar der Haupttangentenkurven ist, die durch die gemeinsamen Haupttangenten 
längs v—= 0 bestimmt werden. Damit ist jedem Punkte u,v von F, der die 
räumlichen Koordinaten &, y, z besitzt, ein ganz bestimmter Punkt &,n,{ von ® 
zugeordnet, und zwar gelten für v — 0 die Gleichungen: 


(12) $=1, n=%Y, ar 


Andrerseits verschwinden, wenn man die zu ® gehörigen Gaußischen Größen 
D,D’, D" mit A, 4’, A” bezeichnen, D” und A” beide identisch, weil die Differential- 
gleichung der Haupttangentenkurven auf jeder unsrer beiden Flächen durch 
u — const. befriedigt wird. 

Aus (12) folgt sofort, daß für v = 0 auch die Gleichungen: 


(13) EN Nu Yu» Sur 


Fun — Tuu» Nuu — Yun: Sun — yu 


1) Wenn auch der Inhalt von Nr. 7 im wesentlichen von Lie herrührt, so darf 
man doch nicht Lie allein für diesen unrichtigen Satz verantwortlich machen. 
Aus dem auf 8.667 erwähnten Briefe geht hervor, daß Klein glaubte, in dem Satze 
ein bequemes Hilfsmittel zur Vereinfachung des Beweises gefunden zu haben. 
Lie kann also nur der Vorwurf treffen, daß er bei der Durchsicht von Kleins 
Ausarbeitung die Unrichtigkeit des Satzes nicht bemerkt hat. 


Krümmungslinien gehen in Haupttangentenkurven über 673 
bestehen. Außerdem haben wir für v = O0 noch Gleichungen von der Form: 
(14) Eu 0%, mol 0 


wo o nur von u abhängt. Durch diese wird ja ausgedrückt, daß die Haupttangenten- 
kurven u—= u, der beiden Flächen einander in dem Punkte u= u,v=0 von b 
berühren. Schließlich ist noch zu bemerken, daß für v = 0 sicher nicht alle zwei- 
reihigen Determinanten der Matrix: 


I 


\ Tu Yu ?u 
| Ty Yv 2y | 


identisch verschwinden. Sonst berührten ja gegen unsre Voraussetzung die ge- 
meinsamen Haupttangenten alle die Kurve: v—=0. 

Da unsre Flächen einander in jedem Punkte von v» = 0 berühren, haben sie 
da überall auch die beiden Minimalrichtungen gemein; es müssen also für v— 0 
die beiden Gleichungen Zda?=0 und Zd&®=0 für jedes u übereinstimmen. 
Nun aber ist für alle u, v: 


Zd®—L&ı}2.du+22%ı,2,.dudv+ 22,.dvV?—0, 
und wegen (13) und (14) wird für v — 0: 
Zde=Lrr.du +20%r,2,.dudv+ 0?225.di?—0. 


Sollen daher diese beiden Gleichungen für v = 0 übereinstimmen, so muß o =1 
sein. Dieser Schluß läßt sich nur dann nicht ziehen, wenn für v = 0 zwei unter den 
drei Ausdrücken: Er?, Zr,r,, 2? verschwinden. Sehen wir von dem Falle ab, 
daß auf beiden Flächen zu jedem Punkte von v—= 0 nur eine Minimalrichtung ge- 
hört, so folgt oe = 1 nur dann nicht, wenn X x), und & x}, beide für v = 0 verschwin- 
den, wenn also nicht nur die Kurve b eine Minimalkurve ist, sondern zugleich auch 
die gemeinsamen Haupttangenten sämtlich Minimalgerade sind. 
Ist nun in (14) o =1, so gelten für v = 0 auch die Gleichungen: 


(15) 


(16) Em Zum Nu = Yunı Su Zuv» 


nach (12) und (13) wird daher zugleich A=D, 4’= D’, so daß in jedem Punkte 
u,v = 0 von v = 0 die zweite Haupttangentenrichtung auf beiden Flächen durch 
die Gleichung: Ddu + D’dv= 0 bestimmt wird. Also haben wir den Satz: 

Sind F und ® zwei Flächen, die einander längs einer Kurve 5 
berühren und die in jedem Punkte von b eine Haupttangente gemein 
haben, welche die Kurve b im allgemeinen nicht berührt, so haben F 
und ® in jedem Punkte von b auch die zweite Haupttangente gemein. 

Der Satz ist allgemein gültig. Daß unser Beweis in gewissen Fällen ver- 
sagt, liegt daran, daß wir ihn mit metrischen Hilfsmitteln geführt haben, was 
eigentlich bei einem Satze, der der projektiven Geometrie angehört, nicht sach- 
gemäß ist. Die Ausnahmefälle, die wir gefunden haben, sind in der Tat bloß 
scheinbar. Man kann sie, wie man sofort erkennt, immer dadurch vermeiden, daß 
man durch eine lineare Transformation einen geeigneten Kegelschnitt der unend- 
lich fernen Ebene als Kugelkreis einführt. 

Auf diesen Satz gestützt können wir nun den Beweis der Behauptung auf S. 103, 
Z.17—15 v. u. folgendermaßen zu Ende führen: Wenn die Linienfläche k, die Fläche 
f längs einer durch u gehenden Kurve b berührt, so hat sie in jedem Punkte von b 
eine Haupttangente, etwa t, mit f gemein. Berührte nun diese gemeinsame Haupt- 
tangente t, die Kurve b nicht, so hätten f und k, in jedem Punkte von b auch die 
zweite Haupttangente gemein. In u zum Beispiel hätten dann k, und k, die beiden 
Geraden t, und t, gemein, während sie in Wahrheit nur die Doppeltangente m von f 
gemein haben. Damit stoßen wir auf einen Widerspruch. Demnach muß die Kurve b 
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in jedem ihrer Punkte von der Haupttangente t,, die fund k, gemein haben, berührt 
werden, das heißt, b ist eine gemeinsame Haupttangentenkurve beider Flächen. 

8.104, Z.7. Diese Behauptung findet sich zuerst ohne Beweis in der Mit- 
teilung an die Videnskabsselskab in Christiania, die Lie am 5. Juli 1870 von Paris 
aus eingesandt hat, die aber damals nicht gedruckt worden ist (Abh. VII, S. 86). 
Auch die Note in den Comptes Rendus vom 31. Oktober 1870 (Abh. VIII, S. 88—92) 
und die in Christiania erschienene Abh. IX, S. 93—96 sind noch sehr knapp gefaßt. 
Die erste ausführliche Darstellung hat Lie in seiner 1871 erschienenen Dissertation 
gegeben (Abh. XI, Abschn. II, S. 127—152). 

S. 104, Z.8—13. Vgl. Abh. VIII, S. 91, Z. 22—16 v.u. 

Augenscheinlich tritt in der vorliegenden Darstellung die Leistung von Klein 
in viel höherem Maße hervor, als die von Lie. Man braucht ja nur zu beachten, wie- 
viel Raum die Kleinschen Betrachtungen einnehmen gegenüber den knapp zwei 
Seiten, die auf Lie kommen. Es liegt das auch in der Natur der Sache, denn es war 
allerdings Lie, der zuerst die Haupttangentenkurven der Kummerschen Fläche 
bestimmt hatte, aber es war Klein gelungen, diese Bestimmung unmittelbar, im 
Linienraume selber durchzuführen und so die Lieschen Betrachtungen entbehrlich 
zu machen. Daß diese letzteren wenigstens kurz angedeutet wurden, geschah nur, 
um dem ersten Entdecker die ihm gebührende Ehre zu erweisen. Immerhin kann 
ınan nicht verkennen, daß Lies Verdienst nicht genügend hervortritt. Wenn Klein 
erwähnte, daß die Liesche Abbildung des linearen Komplexes auf den Punktraum 
auch schon von Noether gelegentlich angegeben worden war, so hätte er zugleich 
hervorheben müssen, daß erst Lie die ungeheure Bedeutung und Fruchtbarkeit 
dieser Abbildung erkannt und ins Licht gesetzt hat. Das hat er unterlassen. Deshalb 
hat allem Anscheine nach die vorliegende Abhandlung sehr wenig dazu beigetragen, 
die Leistung Lies in weiteren Kreisen bekannt zu machen. Insbesondere scheint diese 
Leistung bei Kummer gar keinen dauernden Eindruck hinterlassen zu haben. 
Ein deutlicher Beweis dafür ist die Dissertation, mit der Friedrich Sohur, 
ein Schüler Kummers, 1879 in Berlin promoviert hat: „Geometrische Unter- 
suchungen über Strahlenkomplexe 1. und 2. Grades“, wiederabgedruckt in Bd. XV 
der Math. Ann. Darin wird eine Abbildung des linearen Komplexes auf den 
Punktraum entwickelt, von der die Liesche ein Grenzfall ist. Aber bei der Er- 
wähnung dieses Grenzfalles wird nur Noethers Name genannt, nicht der von 
Lie, und das, obwohl an einer anderen Stelle die vorliegende gemeinsame Ab- 
handlung von Klein und Lie angeführt wird. 


Zu Abhandlung XI, $. 105—152 und XII, 8. 153—210. 


Die, ursprünglich in norwegischer Sprache abgefaßte und auch so gedruckte Ab- 
handlung XI ist die Dissertation, die Lie eingereicht hat, um den Doktorgrad der 
königlichen Friedrichsuniversität Kristiania, zu erwerben. Wir teilen hier die auf 
seine Promotion bezüglichen Schriftstücke in deutscher Übersetzung mit. Sie be- 
finden sich im Universitätsarchive, und zwar durchweg im Journal des Kollegiums 
von 1868 ab. Das erste trägt die Journalnummer 130. 

„An das Akademische Kollegium! 

„Ich erlaube mir hierdurch, anzumelden, daß es mein Wunsch ist, für den phi- 
losophischen Doktorgrad zu disputieren, und ich lege deshalb eine von meiner Hand 
geschriebene Abhandlung bei: 

„Over en Classe geometriske Transformationer.‘“ 

„Für den Fall, daß man die Abhandlung den Anforderungen entsprechend 
findet, darf ich ehrerbietigst die Aufmerksamkeit darauf hinlenken, daß es für 
mich in hohem Grade erwünscht sein würde, wenn ich Gelegenheit bekommen 
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könnte, sie noch vor Ablauf des gegenwärtigen Semesters öffentlich zu verteidigen, 
sowie die gesetzlich vorgeschriebenen Probevorlesungen zu halten. 

„Was die Richtung und den Umfang meiner mathematischen Studien angeht, 
so beschränke ich mich auf das Nachfolgende, indem ich übrigens auf die von mir 
veröffentlichten Abhandlungen verweise, die ich seinerzeit den Mathematikprofes- 
soren der Universität zugestellt habe. 

„In den beiden ersten Jahren (1866—68) nach meinem Amtsexamen beschäf- 
tigte ich mich fast ausschließlich mit der Philosophie der Mathematik. Das Jahr 1868 
verwendete ich dazu, mir, so weit möglich, ausgedehnte Kenntnisse in der Mathe- 
matik überhaupt anzueignen und besonders in der sogenannten ‚modernen Geo- 
metrie‘‘. Im Anfang von 1869 übersandte ich der Videnskabsselskab in Christiania 
die Prinzipien für eine Imaginärtheorie, die sich auf die von Plücker stammende 
Idee gründet, die Linie als Raumelement einzuführen. Ohne hier eine Auffassung 
über den Wert auszusprechen, den meine Repräsentation in philosophischer Hin- 
sicht besitzen mag, will ich bemerken, daß diese anscheinend einen praktischen 
Wert gehabt hat, indem sie mich zu Theorien geführt hat, die bei hervorragenden 
Männern der Wissenschaft Anerkennung gefunden haben. 

„Endlich möchte ich, was meine Arbeiten in der letzten Zeit betrifft, an- 
führen: 

„Im Monatsberichte der Berliner Akademie (15. Dezember 70) ist eben eine 
Note von meinem Freunde Klein und mir aufgenommen!t). In den „Mathematischen 
Annalen‘ wird zu dieser Zeit der erste Teil!) einer Abhandlung gedruckt, deren Ziel 
es ist, die Ideen zu entwickeln, die wir in zwei der Pariser Akademie eingereichten 
Noten!) aufgestellt haben: ‚Sur une certaine famille de courbes et de surfaces.‘ 1870. 

„Kristiania, 25. März 1871. 

Ehrerbietigst 
Marius Sophus Lie, 
Cand. real., Universitätsstipendiat.‘“ 


In einem Schreiben (J. Nr. 130) vom selben Tage, das von Ludv. Aubert, 
C.P. Caspari, E. Winge, M. J.Monrad, Th. Kjerulf unterzeichnet ist, erbittet 
das Kollegium das Gutachten der Fakultät, und Th. Kjerulf, p. t. Dec. fac. math. 
phys. übersendet mit diesem Schreiben die Arbeit den Professoren Bjerknes, 
Guldberg und Münster zur Beurteilung. Unterm 27. März 71 bemerkt C. A. 
Bjerknes: ‚Der Unterzeichnete hat die eingelieferte Abhandlung mit nach Hause 
genommen.‘‘ Außerdem steht von seiner Hand: ,„ N.B. Die Abhandlung ist bei 
Brögger abgeliefert zum Druck in den Verhandlungen der Videnskabsselskab.‘ 

Das der mathematisch-naturwissenschaftlichen Fakultät erstattete Gut- 
achten (J.-Nr. 130) ist vom 25. April 1871 und lautet: 

„Die Unterzeichneten, denen von der mathematisch-naturwissenschaftlichen 
Fakultät aufgetragen worden ist, die von Hrn. Realkandidat Sophus Lie ein- 
gesandte Doktorabhandlung mit dem Titel: ‚Om en Klasse af geometriske Trans- 
formationer‘ zu beurteilen, erlauben sich, hierdurch zu beantragen, daß die genannte 
Doktorabhandlung angenommen werde. 

„Das Komitee will kurz Folgendes anführen. Die Abhandlung zerfällt in zwei 
Abschnitte. Der erste behandelt eine neue Transformation des Raumes, in dem zwei- 
ten macht der Verfasser davon eine Anwendung, um von einer Liniengeometrie zu 
einer Kugelgeometrie überzugehen. Ein neues und nicht unwichtiges Resultat, das 
der Verfasser hierdurch gewonnen hat, ist die Bestimmung der Haupttangenten- 
kurven auf der sogenannten Kummerschen Fläche. Eine gemeinsame Arbeit von 
Lie und Dr. Felix Klein ist hierüber am Schlusse des vorigen Jahres von Prof. 
Kummer vor der Berliner Akademie vorgetragen worden. 


1) Hier Abh. X, XIV und VI. Anm.d.H. 
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„Die Arbeit des Verfassers ist übrigens im ganzen wohlgeordnet und über- 
sichtlich. In den Einzelheiten ist sie dagegen nicht in dem wünschenswerten Grade 
ausgeführt, weshalb sie nur langsam und mit Schwierigkeit gelesen werden kann. 
Man findet auch, daß wesentliche Einwendungen gemacht werden können bei dem 
allzu ausgedehnten Gebrauche des Imaginären; man kann aber einzelner solcher 
Mängel ungeachtet nicht im Zweifel darüber sein, daß die Abhandlung des Ver- 
fassers angenommen werden muß. 


C. A. Bjerknes, C.M. Guldberg, E. Münster.“ 


Am 3. Mai 1871 (J.-Nr. 130) sandte der Dekan Th. Kjerulf die Abhandlung 
mit dem Gutachten an das Kollegium zurück. Gemäß dem Beschlusse, den die 
Fakultät in der Sitzung vom 3.5. 1871!) gefaßt hatte, empfahl er die Arbeit zur An- 
nahme und erbat nähere Bestimmung in bezug auf die Abhaltung des Disputations- 
aktes. Zu Zensoren wurden Bjerknes, Guldberg und Münster vorgeschlagen, 
zu Opponenten Bjerknes und Guldberg. 

Am 9. Mai 1871 (J.-Nr. 219) macht Aubert als Vorsitzender des Akademischen 
Kollegiums Lie die Mitteilung, daß seine Arbeit würdig befunden worden ist, für 
den Doktorgrad verteidigt zu werden, und fordert ihn auf, gemäß dem beiliegenden 
Reglement mit dem Dekane der betreffenden Fakultät das Nötige zu verhandeln 
in bezug auf die Abfassung der Probevorlesungen u. s. w. 

Lie teilte auf einem undatierten Blatte mit, daß seine erste Probevorlesung — 
bei dieser stand ihm die Wahl des Themas frei — „Über die Plückersche Linien- 
geometrie‘‘ sein werde. 

Unterm 9. Mai 1871 (J.-Nr. 219) erging zugleich an die Herren Universitäts- 
lehrer folgende Mitteilung: 

„Unter Bezugnahme auf die beigefügte Ermächtigung und nach Verhandlung 
mit den in Betracht Kommenden werden die von dem Universitätsstipendiaten 
Cand. real. S. Lie für den Doktorgrad abzuhaltenden drei Probevorlesungen statt- 
finden wie folgt: 

„Am 19. Mai, 1—2 Uhr im phys. Audit. über das selbstgewählte Thema. 

„Am 26. Mai, 1—2 Uhr, do., über das am 19. von den Zensoren angegebene 
Thema. 

„Am 31. Mai, 1—2 Uhr, do. über ein extemporiertes von den Zensoren an- 
gegebenes Thema. 

„Der Disputationsakt wird sodann, wenn die Probevorlesungen gebilligt 
worden sind, am 12. Juni im Festsaale der Universität 12 Uhr Mittags abgehalten 
werden. l 

„Die Themen für die Probevorlesungen werden nach und nach bekannt ge- 
macht werden, ebenso wird die Abhandlung, die bei der Disputation behandelt 
werden soll, beim Universitätssekretär zu erhalten sein. 

Das Thema der zweiten Probevorlesung war: „Über die Anwendung bestimmter 
Integrale bei der Integration von Differentialgleichungen‘“ und das der dritten, 
für die nur wenige Stunden zur Vorbereitung gewährt wurden: „Über die Zerlegung 
rationaler Bruchfunktionen‘“. Übrigens war Lie der letzte Doktorand, dem diese 
dritte Probevorlesung auferlegt wurde. Die darauf bezügliche Bestimmung wurde 
bald nachher aufgehoben. 

Endlich wird in der Sitzung des Kollegiums vom 14. Juni 1871 (J.-N. 311) 
über die Doktordisputation vom 12. Juni berichtet: 

„Das Zensurkomitee findet, daß Herrn cand. real. Sophus Lies Verteidigung 
seiner Dissertation ‚Ueber eine Klasse geometrischer Transformationen‘ den An- 


1) Verhandlungsprotokolle und Kopierbuch der math.-naturw. Fakultät. 
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forderungen entspricht, und schlägt daher vor, ihm das Diplom als Doctor philo- 


sophiae auszustellen. 
C. A. Bjerknes. Chr. Guldberg. E. Münster.“ 


Daraufhin wurde Lie vom Kollegium zum Dr. philosophiae kreiert.!) 

In einem durchschossenen Abdrucke der Dissertation hat Lie in norwegischer 
Sprache Erläuterungen hinzugefügt, die hier in kleinerem Drucke unter der Be- 
zeichnung: Erl. mit übersetzt sind. Die Stelle auf 8.133, Z. 4—6 legt die Ver- 
mutung nahe, daß Lie die Erläuterungen auf Wunsch eines der Professoren nieder- 
geschrieben hat, die mit der Beurteilung der Arbeit beauftragt waren, und zwar ist 
das Wahrscheinlichste, daß Bjerknes dieser Professor war. 

Daß Lie seine Dissertation in norwegischer, nicht in deutscher Sprache ge- 
schrieben hat, geschah nicht freiwillig. Gustav Storm, ein langjähriger Freund 
von Lie, schrieb sogar am 27. Januar 1900 — er war damals Generalsekretär der 
Videnskabsselskab — in einer an Engel gerichteten Postkarte: „Wir wissen, daß 
Lie ursprünglich die Abhandlung auf Deutsch geschrieben hatte, sie aber ins Nor- 
wegische übersetzen mußte auf Grund einer rigorosen Auslegung des Reglements, 
wonach Latein und Norwegisch die einzigen für eine Doktorabhandlung zulässigen 
Sprachen waren. „Over en Klasse“ ist auch ganz unnorwegisch (und unnordisch), 
nur eine unmittelbare Übertragung des Deutschen: uber 

Genaueres läßt sich darüber nicht mehr feststellen, da niemand am Leben ist, 
der Auskunft geben könnte. In Lies handschriftlichem Nachlasse hat sich jedenfalls 
kein deutscher Entwurf der Dissertation gefunden, und auch aus den Akten ist nicht 
zu ersehen, daß Lie versucht hat, mit einer deutsch geschriebenen Dissertation zu 
promovieren. Andrerseits wird Abh. IX, S.93 in dem Sitzungsberichte der Videnskabs- 
selskab als ein Auszug aus einer größeren mathematischen Arbeit bezeichnet, und 
im Archive der Gesellschaft hatte Storm die Aufzeichnung gefunden, die auf S. 665, 
Z. 13—17, 19—22 abgedruckt ist. 

Sylow und Storm waren darüber einig, daß sich diese Empfehlung auf Lies 
Dissertation, also auf die jetzige Abhandlung XI bezieht. Nach $. 93, 2.4—1 v.u. 
möchte man eher annehmen, daß sie der kurzen Abhandlung IX gilt, bei deren Ab- 
druck das ‚over‘ des Titels durch ‚om‘ ersetzt worden ist, während es im Titel 
der Dissertation stehen geblieben ist, obgleich dieser Titel auch in den Akten 
(S. 675, Z. 12 v. u.)einmal mit „‚om‘“ erscheint. Da aber keine Möglichkeit ist, festzu- 
stellen, wie weit die „größere mathematische Arbeit“ im Dezember 1870 schon ge- 
diehen war, bleibt diese ganze Frage unentschieden. Auffallend ist es allerdings, 
daß Bjerknes die Dissertation ohne weiteres in die Druckerei gebracht hat (S. 675). 
Das sieht beinahe so aus, als ob die Videnskabsselskab auf Grund des Antrags vom 
24. Dezember 1870 von vornherein den Abdruck von Abh. XI in ihren Schriften 
bewilligt hätte. Aber alles das bleibt ungewiß. 

Abh. XI und XII zusammen sind 1872 in Bd. V der Annalen in umgearbeiteter 
Fassung erschienen unter dem Titel: „Über Komplexe, insbesondere Linien- und 
Kugelkomplexe, mit Anwendung auf die Theorie partieller Differentialglei- 
chungen“ (D. Ausg., Bd. II, Abh. I). 

Die Einleitung, S. 105f., ist in der Neubearbeitung, Ann. V, etwas länger und 
gibt kurz den Inhalt jedes der vier Abschnitte an, in die die ganze Abhandlung 
zerfällt. 

S.106, Z.3—5. Vgl. S. 129, Z. 3—7 und die Anm. dazu, S. 683. 

S. 106, Z. 13—15. Siehe Abh. I—-IV. 

S. 106, Z.6—1 v.u. F. Klein, „Über einen Satz aus der Theorie der Linien- 
komplexe, welcher dem Dupinschen Theorem analog ist.“ Gött. Nachr. 1871 (nicht 


1) Vgl. auch Det Kgl.-Norske Fredriks Universitets Aarsberetning for Aaret 
1871, S. 57. 
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1870), 8. 73—83 (Ges. Abh. I, $. 98—105). Ausführlicher: ‚Über Liniengeometrie 
und metrische Geometrie“, Ann. V (1872), S. 257—277 (Ges. Abh. I, S. 106—126). 

S. 106—108, $ 1, Nr. 1—3 entsprechen Ann. V, 8. 148f. (d. Ausg. Bd. II, Abh. I, 
$1, Nr. 1—3). 

8.107, Z.1 v.u. Bd. list erschienen Essen 1828, Bd. II ebd. 1831. 

S.108, 7. 8—11. Man vermeidet alle Schwierigkeiten, wenn man einen belie- 
bigen Punkt p, wählt, durch diesen eine beliebige Kurve c, legt, auf c, in einer ge- 
wissen Umgebung von p, den Punkt p, wählt, durch diesen eine Kurve c, legt, und 
so weiter. Dann ist auch der Grenzübergang mit Sicherheit ausführbar, der nachher 
zu den Kurven o und & führt. 

S.108—110, $2, Nr. 4, 5 entsprechen Ann. V, $. 149—151 (D. Ausg. Bd. II, 
Abh. I, $2, Nr. 4,5). 

S.110, 2.1 v.u. „System der Geometrie des Raumes‘‘, Düsseldorf 1846. 

S. 110—117, $ 3, Nr. 6—9 entsprechen Ann. V, 8. 151—154 (D. Ausg. Bd. II, 
Abh.I, $3, Nr. 6—10). In der neuen Fassung sind Nr. 8 und 9 vollständig umge- 
arbeitet. Der Anfang der jetzigen Nr. 8 ist an den Schluß der neuen Nr. 9 gestellt; 
die Rechnungen der jetzigen Nr. 8 sind in der neuen Nr. 8 durch begriffliche Betrach- 
tungen ersetzt; der Schluß der jetzigen Nr. 9 bildet in den Ann. eine neue Nr. 10. 

S. 111, Gl. (4). Man beachte, daß (4) auch eine Pfaffsche Gleichung sein kann; 
der Komplexkegel wird dann eine Ebene. 

S.112, 2. 8—10. Dieser Schluß müßte etwas näher erläutert werden. Er ist 
aber auch gar nicht nötig, denn aus (®') folgt nur eine von «a freie Gleichung, und 
das kann nur f= 0 sein. 

S. 112, Z. 12—17. Hier wird stillschweigend vorausgesetzt, daß die Differential- 
gleichung nicht in den Ableitungen p, q linear ist. Dann ist auch die Mongesche 
Gleichung f = 0 keine Pfaffsche. 

S. 113, Z2.10f., 14. Es sollte heißen: „Ist ferner eine nichtlineare partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung gegeben, und ist {= 0 die Gleichung ...“ 
Ferner hätte auf Z.14 hinter „befriedigen“ eingeschaltet werden sollen: „und 
der nicht aus charakteristischen Kurven besteht“. 

S. 113, 2.20—22 und Z.2,1 v.u. Wir nehmen die Mongesche Gleichung in 
aufgelöster Form an: 

[1] 2 RE Yu U) 


Jeder Komplex von 00? Kurven, der diese Gleichung befriedigt, wird dann durch 
eine hinzutretende Differentialgleichung: 


[2] y"=d(z,y,2,Y') 


definiert. Für eine Fläche: z=F(x, y), die von einer Komplexkurve in zweiter 
Ordnung berührt wird, hat man nun die Gleichungen: 


| a 
r+2y+t”?+pP=uw+ yw+twuw,+dwy, 
aus denen durch Elimination von y’ eine Gleichung von der Form: 
[4] r+2Ns+N2:+M=0 


hervorgeht, wo N und M Funktionen von 2, y,2,p,gq sind. Das ist die Gleichung 
6, = 0. Daß diese die besondere Form [4] besitzt, bemerkt Lie Ann. V, S. 153 Anm. 
(D. Ausg. Bd. II, Abh. I, Nr. 9). Die Abhandlung von G. Boole: ‚Über die partielle 
Differentialgl. 2.0. Rr+Ss+ Tt+ U(s®—rt)=V,“ steht in Crelles Journal, 
Bd. 61 (1863), S. 309—333. 

5.113, 2.9, 8 v. u. Die Integralflächen von 6, = 0 sind nach S. 112, Nr. 7 von 
je oo! der charakteristischen Kurven erzeugt, und zwar von solchen, wo je zwei 


[3] 
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unendlich benachbarte einander schneiden. Die Integralflächen von ö, = O0 sind daher 
in dem allgemeinen Integrale von ö, — 0 nur dann sicher alle enthalten, wenn der 
Kurvenkomplex, durch den ö, = 0 bestimmt ist, eben aus den charakteristischen 
Kurven besteht. | 

S. 114, Z. 8,7 v. u. Der Index ist unnötig, weil in dieser Gleichung nur die ersten 
Differentiale der Koordinaten x, y,z auftreten. Vgl. auch $.115, Z2.15—11 v.u. 

S.115, Z.4f. Der Kurvenkomplex, der f—=0 befriedigt und die Differential- 
gleichung 6, = 0 liefert, bestehe nicht aus charakteristischen Kurven vn ss —=0. 
Ist dann U = 0 eine Integralfläche von 6, = 0, so geht durch jeden Punkt von 
U = 0 eine charakteristische Kurve von 6, = 0 und eine Komplexkurve, die diese 
charakteristische Kurve berührt. Diese Komplexkurve berührt U=0 drei- 
punktig, wie eben bewiesen, also ist U = 0 auch eine Integralfläche der Differen- 
tialgleichung 6, = 0, die durch die Forderung S. 113, Z. 16—20 bestimmt ist. 

S. 115, Z. 10—13. Vgl. Z.5—1v. u., S. 116, Z. 1—6. Die Mongesche Gleichung 
f= 0 bestimmt auf J eine Differentialgleichung 1. O., unter deren Integralkurven o 
eine ist. Die beiden Komplexkurven «ßy und ßyö sind die zusammenfallenden 
Kurven c. 

S.116, Korollar. Vgl. die Anm. zu $. 85, Z. 10—7 v. u., S. 658. 

S. 116, Z. 24—26. Vgl. die Anm. zu $. 70, 2. 7—9, S. 639. 

S. 117, Z. 3f. Gemeint ist die Kurve auf S. 115, 2.3,2v.u. 

S.117, Z. 8—14. Die Haupttangentenkurven des Linienkomplexes sind also 
nichts anderes als die charakteristischen Kurven der zugehörigen partiellen Differen- 
tialgleichung 1. O. 

S. 117, Z.15—17. Die Plückersche Definition der singulären Geraden eines 
Linienkomplexes n-ter Ordnung (n> 1) findet man ‚‚Neue Geometrie‘‘, S. 296. 
F. Klein hat ihr eine andere Fassung gegeben (s. „Differentialgleichungen der 
Liniengeometrie‘, Ann. V (1872), S. 286; Ges. Abh. I, S. 135). Danach ist eine singu- 
läre Komplexgerade dadurch gekennzeichnet, daß der Inbegriff aller oo! unendlich 
benachbarten, sie schneidenden Komplexgeraden in zwei Scharen zerfällt. Die Ge- 
raden der einen Schar gehen alle durch einen Punkt der singulären, und zwar der- 
art, daß auf jeder Ebene durch die Gerade eine liegt. Die Geraden der andern Schar 
liegen alle in einer durch die singuläre Gerade gehenden Ebene, wobei durch jeden 
Punkt der singulären Geraden eine geht. Die singulären Geraden bilden eine 
Kongruenz, es sei denn, daß alle Geraden des Komplexes singulär sind. 

Die durch den Komplex bestimmte partielle Differentialgleichung 1. O. ordnet 
daher jedem allgemein gelegenen Punkte einer singulären Geraden ein Flächen- 
element zu, das nämlich, dessen Ebene die ausgezeichnete Ebene durch die Gerade 
ist. Dem ausgezeichneten Punkte der Geraden ordnet sie dagegen das ganze Büschel 
von Flächenelementen zu, das von dem durch die Gerade gehenden Ebenenbüschel 
bestimmt wird. 

Sind nicht alle Geraden des Komplexes singulär, so gibt es zu jeder singulären 
Geraden zwei unendlich benachbarte, sie schneidende singuläre Gerade, von denen 
in jeder der beiden erwähnten Scharen eine liegt. Zu jeder singulären Geraden g 
gibt es daher in der zu ihr gehörigen singulären Ebene eine unendlich benachbarte, 
sie schneidende singuläre Gerade g’, und alle Flächenelemente, welche die Ebene 
gg’ mit den Punkten von g bildet, gehören der Differentialgleichung an. Die 00? 
singulären Geraden des Komplexes verteilen sich daher auf oo! abwickelbare Flächen 
derart, daß durch jede von ihnen eine solche Fläche geht. Es ist klar, daß diese ab- 
wickelbaren Flächen Integralflächen, und daß die auf ihnen liegenden singulären 
Geraden Haupttangentenkurven sind. Alle singulären Geraden sind daher charak- 
teristische Kurven. 

Sind alle Geraden des Komplexes singulär, so gehen durch jede Komplex- 
gerade unbegrenzt viele abwickelbare Flächen, die von Komplexgeraden erzeugt und 
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die Integralflächen sind. Also sind die Komplexgeraden eben die charakteristischen 
Kurven der Differentialgleichung. 

Daß Klein durch derartige Überlegungen auf seine Bemerkung gekommen ist, 
geht aus Ann. V, S. 250 ($ 24, Nr. 80, dritter Absatz) deutlich hervor. 

Daß die singulären Komplexgeraden charakteristische Kurven sind, kann man 
selbstverständlich auch analytisch beweisen, indem man zeigt, daß sie den Differential- 
gleichungen der charakteristischen Kurven genügen. Wir gehen jedoch darauf nicht 
ein, da das Hilfsmittel erfordern würde, die wir hier nicht als bekannt voraussetzen 
können und deren Entwickelung zu viel Raum beanspruchen würde. 

S. 117—121, $4, Nr. 10—12 entsprechen Math. Ann. V, S. 155—158 (d. Ausg. 
Bd. II,$ 4, Nr. 11—14). Die jetzige Nr. 12 ist dort in Nr. 13 und 14 zerlegt und weiter 
ausgeführt. 

S.118, 2.2,1 v.u. Deshalb benutzt Lie den Ausdruck ‚drehen‘ in Bd. V 
der Annalen überhaupt nicht. 

S. 118, Z. 21—24. Hier hätte erwähnt werden sollen, daß offenbar auch das 
Umgekehrte gilt. 

Differenziert man nämlich die Gleichungen (9), indem man X, Y,Z als kon- 
stant betrachtet, und eliminiert man nachher X, Y,Z, so erhält man eine Monge- 
sche Gleichung: 

[5] 8, y,2,. 02:0 y daD 


die in dem Raume x, y,z die elementaren Komplexrichtungen: x, y,2, de: dy:dz 
der Kurven c bestimmt. Dieselbe Gleichung ist aber auch die Bedingung dafür, 
daß zwei unendlich benachbarte Kurven C des Raumes X, Y,Z, nämlich die 
Kurven z,y,z und £+dzx, y-+ dy, z-+ dz einander schneiden. 

In entsprechender Weise erhält man im Raume X, Y,Z eine Mongesche 
Gleichung: 
[6] GUN EVAE PET DET PATZAN 


welche die elementaren Komplexrichtungen für die Kurven C bestimmt und zu- 
gleich die Bedingung dafür ist, daß zwei unendlich benachbarte Kurven c des Rau- 
mes z, y,z einander schneiden. 

S.118, 2.7—3 v.u., 119, 2.1—3. Man denke sich c, beliebig gewählt, durch 
einen auf c, liegenden Punkt p, die Kurve c, gelegt, auf dieser p, gewählt, und so 
weiter. Dann liegen P, und P, auf der p, entsprechenden C,, und so fort. 

S.119, Z. 13—20. Aus (9), S. 117, folgen vier Gleichungen: 


[7] Frdz + ay+ Gar —(, ei ax + ray raz=0 
(k=]1, 2), 


von denen zwei durch [5] und [6] ersetzt werden. Man hat daher sechs Gleichungen, 
durch die ein Entsprechen bestimmt wird zwischen den elementaren Komplex- 
richtungen X, Y,Z,dX:dY:dZ, die [6] erfüllen, und den Komplexrichtungen 
©,y,2,dz:dy:dz, die [5] erfüllen. Beschränkt man sich in jedem der beiden 
Räume auf ein geeignet gewähltes Gebiet von Komplexrichtungen, so ist dieses Ent- 
sprechen eindeutig umkehrbar. Vgl. „Liniengeometrie und Berührungstransforma- 
tionen‘, Leipz. Ber. 1897, S. 704—726 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XV, $ 2). 

S.119, 2.4—1 v.u. Die Gleichung (x, y,z) = 0 ist ein singuläres Integral 
der partiellen Differentialgleichung 1. O., die dem simultanen Systeme entspricht. 
Diese ist nicht linear, zerfällt aber für jeden Punkt x, y, z von allgemeiner Lage 
in lauter lineare Faktoren. 

S.119,2.13,12v. u. So drückt sich Lie an vielen Stellen aus. Eigentlich müßte 
es heißen: ‚‚deren, im allgemeinen reduzible, Brennfläche die Fläche f als irredu- 
zibeln Teil enthält.“ 


an ei 
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S. 120, Z. 11,10 v. u., 8-5 v. u. Wir könnten hier auf Bd. IV d. Ausg., S. 637 
bis 640 verweisen, wo man nur n=3 zu setzen hätte. Es ist aber doch wohl das 
Beste, den Fall des gewöhnlichen Raumes für sich zu behandeln. 

Wir setzen dy:de= y’ und de:de—=z’ und nehmen die Gleichung [5] in 
der Form: 


[57] = o(2, 9,2, %) 
an; ebenso [6] in der Form: 
[6] Z=0DX,Y,2,Y). 


Dann sind X, Y,Z, Y’ als Funktionen von 2, y,2, y' darstellbar durch Glei- 
chungen, die nach z, y,z, y’ aufgelöst werden können. Die Kurven c im Raume 
z,y,2 werden durch ein simultanes System von der Form: 


day ’ an y day } 
Vz rk ei Fra} 


bestimmt, welches das Verschwinden der Ableitungen dX:dz, dY:dz, d2: dz 
nach sich zieht. 
Ist nun x, y,z,p,q ein Flächenelement, so bestimmt die Gleichung: 


[9] o(2,y,2,y)=p+qy 


die dem Flächenelemente angehörigen Komplexelemente 2, y,2, y. Wir wählen 
eines unter diesen aus, und es sei X, Y,Z, Y’ das entsprechende Komplexelement 
im Raume X, Y,Z. Den 00% Komplexelementen, die dem ausgewählten Elemente 
z&, y,2,y' unendlich benachbart sind, entsprechen 00° dem Elemente DE AR 
unendlich benachbarte Komplexelemente X+dX,..., Y’+d Y’, deren Punkte 
dem Punkte X, Y,Z unendlich benachbart sind. Da es aber bloß oo? solche Punkte 
X-+dX,...gibt, liefern jeoo! unsrer 00° Komplexelemente 2 + dz,....,‚y-+dy 
im Raume X, Y,Z Komplexelemente mit demselben Punkte. Man sieht das noch 
unmittelbarer, wenn man bedenkt, daß dX,dY,dZ vermöge [8] verschwinden, 
daß also zum Beispiel dX in der Form: 


dX—=X,(dy— y'dae)+X,(dz— o dz) + Xy (dy’ — 9 de) 
darstellbar ist. 

Betrachten wir insbesondere die Komplexelemente 2+dz,...,yV" + dy', 
deren Punkte auf der Ebene des Flächenelementes x, y, 2, p, q liegen und also die 
Gleichung: 

[10] dz— pde— qdy=O 


befriedigen. Wegen [9] erhalten wir dann: 


dz— odze=q(dy— y'de), 
so daß dX in der Form: 


AX= (X, +qX,)(dy— ydz)+Xy (dy — da) 
erscheint. Hieraus aber folgt, daß 4X, d Y, dZ durch eine Gleichung von der Form: 
[11] dz — PdX—QdY=0 


verknüpft sind, wo P und Q zunächst Funktionen von 2, y,2, y' und q werden 
und vermöge (9) durch z, y, 2, p, q ausdrückbar sind. 

Hiermit ist bewiesen, daß jedem Flächenelemente z, y,2,P,49 ein Flächenele- 
ment X, Y,Z, P,Q zugeordnet ist. Da die Beziehung zwischen den Komplex- 
elementen x, y,z,y’ und X, Y,Z, Y’ innerhalb eines gewissen Gebietes eindeutig 
umkehrbar ist, gilt dasselbe offenbar auch von der Beziehung zwischen den Flächen- 
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elementen 2, y,2,p,q und X, Y,Z,P,®. Wir haben also eine Transformation 
der Flächenelemente. Zugleich ist klar, daß die Gleichung[10] vermöge dieser Trans- 
formation in [11] übergeht, daß also unsre Transformation unendlich benachbarte 
vereinigt liegende Flächenelemente in ebensolche überführt und somit Vereine von 
Flächenelementen in Vereine (vgl. S. 650). 

S. 120, 2.10,9 v. u. Unter einer Fläche, die nur in einer Richtung infinitesimal 
ist, versteht Lie einen Streifen von Flächenelementen, das sind Flächenelemente, 
deren Punkte eine Kurve bilden und deren Ebenen jedesmal die Kurve in dem be- 
treffenden Punkte berühren. Es sind das also Vereine von oo! Flächenelementen, 
deren Punktort eine Kurve ist. 

S.121, Z. 8f. Siehe S. 131ff. 

S. 121—127, $5, Nr. 13—15; $6, Nr.16 entsprechen Ann. V, S. 158—163 
(d. Ausg. Bd. II, Abh. I, $6, Nr. 17—19; $5, Nr. 15, 16). 

S. 121,2. 11—16. Legendre, „Memoire sur l’int&gration de quelques &quations 
aux differences partielles‘‘, Histoire de l’Acad&mie, Annee 1787, S. 309—848, Paris 
1789. Er beginnt dabei mit der Differentialgleichung der Minimalflächen. 

S. 122, Z. 3—7. Es müßte heißen: „längs je einer‘ oder: „unendlich vielen 
%,, deren jede f, längs... berührt.‘“ — Die ganze Umhüllungstheorie wird wesent- 
lich durcehsichtiger und zugleich auf alle denkbaren Fälle anwendbar, wenn man den 
Begriff des Vereins einführt. Vgl. S. 650 —652. 

S. 122f., Nr. 14. Hier wird stillschweigend vorausgesetzt, daß die Komplex- 
kurven c wirklich eine partielle Differentialgleichung 1. O. bestimmen, was nur der 
Fall ist, wenn die Mongesche Gleichung, der sie genügen, nicht vom ersten Grade, 
also keine Pfaffsche Gleichung ist. In der Tat kann von dem nachher erwähnten 
„Zusammenfallen‘“ nur dann die Rede sein, wenn die Zahl n > 1 ist. 

Ebenso wird auf S. 123, Z. 4—10 vorausgesetzt, daß die Kurven C eine partielle 
Differentialgleichung 1. ©. bestimmen, daß also der Grad N ihrer Mongeschen 
Gleichung > 1 ist. 

Den Fall, daß eine der beiden Zahlen n, N gerade = 1 ist, erwähnt Lie erst 
Abh. XII, S. 158 und fügt hinzu, daß die betreffende Diskussion eigentlich in Abh.XT, 
also hier in Nr. 14 hätte gebracht werden sollen. 

S. 122, Z2.7,6 v.u. Weil nämlich die Fläche f in jedem ihrer Punkte den zu- 
gehörigen Komplexkegel berührt. Dabei wird, wie schon erwähnt, n> 1 voraus- 
gesetzt. 

S.123, Z.11—16. Hier wird wieder stillschweigend vorausgesetzt, daß die 
Mongesche Gleichung im Raume X, Y,Z einen Grad N > 1 hat. Was in dem Falle 
eintritt, wenn entweder n oder N =1 ist, oder wenn beide den Wert 1 haben, darüber 
vergleiche man Ann. V, S. 162f. (d. Ausg. Bd. II, Abh. I, $6, Nr. 20a.) und beson- 
ders Leipz. Ber. 1897, S. 717—726 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XV, Schluß von $ 2). 

S.123, 7.14, 13 v.u. Es sollte heißen: ‚von nicht linearen partiellen‘‘ und 
„die nicht lineare Gleichung“. 

S. 123, Z.10—4 v. u. Dabei darf aber die Gleichung y = 0 nicht so gewählt 
werden, daß die Gleichungen Z.5 v. u. die charakteristischen Kurven der gegebenen 
partiellen Differentialgleichung sind. In diesem Falle würde nämlich dem Kurven- 
komplexe des Raumes z, y, zim Raume X, Y,Z kein Kurvenkomplex entsprechen, 
sondern die Schar aller Punkte, also nicht die charakteristischen Kurven einer par- 
tiellen Differentialgleichung 1. O. Daß man es mit diesem Falle zu tun hätte, würde 
sich darin zeigen, daß die Gleichung Z.1 v.u. eine Pfaffsche Gleichung wäre. 

S. 124, Z. 9—18. Die beiden Gleichungen F, = 0 und Fy = 0 ordnen ja jedem 
Punkte X, Y,Z denselben Kegel mit der Spitze X, Y,Z zu, nur wird dieser das 
eine Mal in Ebenenkoordinaten P,Q, das andre Mal in Punktkoordinaten 
dX:dY:dZ dargestellt. Die Beziehung zwischen diesen beiden Arten von Koordi- 
naten wird durch die Gleichung: d2— PdX — QdY=0 ausgedrückt. 


Die Beziehungen zwischen den Räumen r und R 683 


S.124, Z.11—9 v.u. Sind X, Y,Z die Parameter des Linienkomplexes, so 
wird die Bedingung dafür, daß zwei unendlich benachbarte Komplexgerade einander 
schneiden, durch eine Mongesche Gleichung zweiten Grades in X, Y,Z aus- 
gedrückt. Die entsprechende partielle Differentialgleichung 1.0. ist dann auch 
vom zweiten Grade. Vorausgesetzt wird dabei, daß nicht alle Geraden des Kom- 
plexes singulär sind. Vgl. S. 117, Z. 15—17 und die Anm. dazu, S. 679. 

S. 124, 2.8—6 v. u. Ein Komplex von Kegelschnitten wird durch zwei Glei- 
chungen: 


z=az+by+c, Ar®+2Bzy+Cy+2Dzs+2Ey+F=0 


dargestellt, wo a,b,c,A,B,... Funktionen von drei Parametern X, Y,Z sind. 
Die Bedingung dafür, daß zwei unendlich benachbarte Komplexkegelschnitte ein- 
ander schneiden, ergibt sich, wenn man die Gleichungen: 


zda+ydb+de=0, M?dA+---+dFfF=0 


hinzunimmt und z, y, z eliminiert. Nun kann man die Gleichung: A2z?+ .--=0 
identisch befriedigen, indem man x, y als Quotienten von ganzen Funktionen 
zweiten Grades einer Größe t darstellt. Man hat daher t aus einer Gleichung zweiten 
und einer vierten Grades zu eliminieren. Das gibt eine Mongesche Gleichung 
sechsten Grades, der eine partielle Differentialgleichung 1. ©. vom 30. Grade ent- 
spricht. 

S.125, Z.1 v.u. „Beiträge zur Interpretation der partiellen Differential- 
gleichungen mit drei Variabeln.‘“ Leipz. 1864. $75—81 bilden den Abschnitt: 
„Beitrag zur allgemeinen Theorie der Legendreschen Substitution.“ 

S.127, 2.5—13. Sind nämlich z,, Yı, 21, Pı, ı Funktionen von 2, Y,2,P,9, 
so werden: r,,81, 1, rılı — sı? linear gebrochene Funktionen von r,s,t,rt — s?, 
die alle denselben Nenner haben. Wegen Boole s. 8.678, 2.5 v.u. 

S. 127—131, $ 7, Nr. 17, 18 entsprechen Ann. V, S. 164—167 (d. Ausg. Bd. II, 
Abh. I, $7, Nr. 21—23). Die jetzige Nr. 17 ist in die Nrn. 21, 22 zerlegt. 

8:327.'2, 2:1 v0; Vol: 8,:6606:.2.1 8. 

S. 128, Z. 7—12. Die auf S. 120, Z. 16—12 v. u. erwähnte ‚‚Unvollkommenheit“ 
des Reziprozitätsverhältnisses zeigt sich hier darin, daß die Kongruenz der Komplex- 
geraden des Raumes r, die f berühren, eine Brennfläche hat, von der f ein irreduzibler 
Teil, also der eine Mantel ist. 

S.128, 2.16—2 v.u. Vgl. Lie, Scheffers, Geom. d. B. T. S. 320—326. 

S.129, 2.3—7 v.o., 2,1 v.u. Die sogenannte Amperesche Transformation 
(Bd. III d. Ausg., S. 622) lautet: 


[12] u 2, 9 4 4.2230. 0.05: 04 
und entspricht der besonderen Form: 
43 —2+2n=0, Y—-y=0 
der Gl. (10), S. 127. Schreibt man dafür: 
mn —- 1 +23, =0, yı—-y=I0, 
so hat man Gleichungen, die aus der Korrelation: 
[13] X—X+Z2=0 


dadurch hervorgehen, daß man die Gewichte p und p, gleich Null setzt und dann 
das Reelle vom Imaginären trennt. Vgl. Abh. III, S. 30, $ 17. 

In Abh. IV, 825, S.41—43 wird die Dualität in bezug auf einen J-Kegel- 
schnitt betrachtet, und in Nr.62, S.41f. ergibt sich, daß hierbei den Nullpunkten 
die Geraden eines ausgearteten linearen Komplexes entsprechen, wenn der Null- 
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streifen des J-Kegelschnitts aus einem oder aus zwei Kegelschnitten besteht. Die 


Ampe&resche Transformation selber erhält man allerdings auf diese Weise nicht. 


Dagegen liefert die Dualität: 
X, +X+Z2,=0 


in bezug auf den J-Kegelschnitt: 2 X + Z?= 0 eine Transformation, die sich von 
der Ampereschen nur wenig unterscheidet. Diese Transformation ist es, welche Lie 
Ann. V, $S.165f. (d. Ausg. Bd. II, Abh.I, $7, Nr. 22) als die Amperesche be- 
zeichnet. 

S. 129, Z. 10—16. Siehe die Anm. zu Abh. VIII, S. 89, Z.1 v.u.—90, 2.4, 
S. 664, ferner S. 674. 

S.129, 2.16—14 v.u. In Bd. V der Ann. 8.166 (Bd. II d. Ausg., Abh. I, 
$ 7, Nr. 23) sagt Lie deutlicher, was er meint: „so müssen die elementaren Komplex- 
kegel des zweiten Komplexes, der im allgemeinen ein Kurvenkomplex ist, in eine 
Anzahl von Kegeln zweiten Grades zerfallen.‘‘ Der Beweis gestaltet sich noch ein- 
facher, wenn man sich der Anm. zu S. 124, 2.11—9 v. u. (S. 683) erinnert. 

S. 129, Z.12—9 v.u. Die 00% Geraden des Komplexes schneiden eine feste 
Gerade. Vgl. die Anm. zu S. 130, 2.7 v.u. 

S. 129, 2.6 v.u.,130, Z.1 und Z.3—1v. u. In Bd. V der Ann. 8. 166 (a. a. O. 
Nr. 23) benutzt Lie diesen Satz nicht!), sondern fügt die Forderung hinzu, daß die 
Abbildung eineindeutig sein soll. In den Leipz. Ber. 1897, S. 688— 704, 726—740 
(d. Ausg. Bd. II, Abh. XV, $1 und 3) nimmt Lie die Frage wieder auf, wann die 
Kurvenkomplexe, die in den Gleichungen (9), 8. 117 auftreten, beide Linienkomplexe 
sind. Diesmal erledigt er sie vollständig. 

S.130, Z.17—15 v.u. Vorausgesetzt wird, daß jedem Punkte des einen 
Raumes entweder eine und nur eine Gerade des andern entspricht, oder daß die 
ihm entsprechende Gerade unbestimmt wird, weil der in dem andern Raume auf- 
tretende Linienkomplex unendlich viele Gerade enthält, denen derselbe Punkt 
entspricht. Hat nun der Linienkomplex des einen Raumes eine krumme Singulari- 
tätenfläche, und ist p ein Punkt von allgemeiner Lage auf dieser Fläche, so ist p 
der Träger von zwei ebenen Strahlenbüscheln, deren Gerade durch die Punkte ab- 
gebildet werden, die auf der Bildgeraden G des Punktes p liegen. Einem Punkte 
von allgemeiner Lage auf G entspricht aber eine und nur eine Gerade; also werden 
die Punkte von G im allgemeinen durch die Geraden des einen von p ausgehenden 
Büschels abgebildet, während dem Bildpunkte der beiden Büscheln gemeinsamen 
Geraden alle Geraden des andern Büschels entsprechen. Die Geraden dieses anderen 
Büschels haben daher keine selbständige Abbildung, sondern sie werden alle durch 
denselben Punkt von G abgebildet. Mr 

S. 130, 2.7 v. u. Ein spezieller Komplex ist ein solcher, der entweder aus den 
Tangenten einer Fläche oder aus den Sekanten einer Kurve besteht. In beiden 
Fällen aber zerfällt die Bedingung dafür, daß zwei unendlich benachbarte Komplex- 
gerade einander schneiden, in zwei Pfaffsche Gleichungen; also kann einem spe- 
ziellen Komplexe niemals in dem andern Raume ein Komplex zweiten Grades ent- 
sprechen. 

S. 130, 2. 8—4 v. u. Es wäre nun noch zu beweisen, daß die Beziehung zwischen 
beiden Komplexen durch bilineare Gleichungen von der Form (10), S. 127 dargestellt 
wird. Diesen Beweis gibt Lie Leipz. Ber. 1897, 8. 737—739 (Bd. IId. Ausg., Abh.XV, 
Schluß). 


1) Klein, der das Manuskript für die Annalen durchsah, schrieb am 
16. 10. 1871 aus Göttingen: „Der angeführte Satz, daß ein Komplex immer zer- 
fällt, wenn alle seine Kegel zerfallen, ist unkorrekt. Denke an den Komplex, 
dessen Linien eine Developpable umhüllen. Dessen Kegel zerfallen immer in lauter 
Ebenen.“ 
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S. 131, Z.5—12. In den Ann. V, S.167 (d. Ausg. Bd. II, Abh. I, Schluß von 
Nr. 23) geht Lie überhaupt nicht auf die Betrachtungen ein, die ihn zu diesem Er- 
gebnisse geführt haben. Ihm ist dabei offenbar ein Versehen unterlaufen. Der pro- 
jektiven Gruppe eines linearen Komplexes entspricht nämlich durch die Betrach- 
tungen von $ 12 die zehngliedrige, nicht projektive, konforme Gruppe, und in der 
steckt nicht nur die siebengliedrige Gruppe der euklidischen Bewegungen und 
Ähnlichkeitstransformationen, sondern auch — allerdings in nicht projektiver Form 
— die projektive Gruppe einer nicht ausgearteten Fläche zweiten Grades. 

Daß der als möglich erkannte Fall doch wirklich eintritt, erwähnt Lie zuerst 
d. Ausg. Bd. III, Abh. XXXVIII (1882), S. 542, III. Vgl. auch S. 547 ebd., sowie 
Leipz. Ber. 1897, S.736 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XV, $3). Inzwischen hatte näm- 
lich F. Schur in seiner auf $. 674 erwähnten Dissertation eine Abbildung herge- 
stellt, bei der in dem einen Raume ein linearer Komplex auftritt, n dem andern 
der Komplex der Tangenten einer nicht ausgearteten Fläche zweiten Grades. 

S.131—135, $8, Nr.19—21 entsprechen Ann.V, S. 167—170 (d. Ausg. 
Bd. II, Abh. I, $8, Nr. 24—26). 

S. 131, Gl. (11). In Abh. XII, $. 161 erwähnt Lie ganz beiläufig, daß man in 
den Gleichungen (11) immer A, B und A durch 1 ersetzen kann. In der Tat, ersetzt 
man x, y,zdurchaz, ßy, yz, so muß man, um das Verlangte zu erreichen: 

ar rt a} 
a a 


wählen. In Bd. V d. Ann. S. 167 (d. Ausg. Bd. II, Abh. I, $8, Gl. (1) hat Lie auch 
noch den Faktor } beseitigt, indem er x, y durch $, $y ersetzt hat. 

In der Anm. zu Abh. VIII, S. 89, Z. 3—1 v.u. (S. 663) haben wir eine Korre- 
lation zwischen J-Punkten und J-Geraden kennengelernt, die zu den vereinfachten 
Formeln (11), S. 131 führt. 

S.132, Z.1—3. Aus den Plückerschen Gleichungen der Geraden folgt: 


rde=da, sdz=dy, odz=rdz2—zdı, od = ydz—zdy, 
(ro —os)d=ydıe— zdy, 
also kann die Gleichung (12) des linearen Komplexes auch so geschrieben werden: 
[14] Bdxz + A(ydz —zdy) =. 


Die in der Ebene z = 0 liegenden Komplexgeraden sind daher die Parallelen zur 
y-Achse, darunter die von Lie erwähnte unendlich ferne Gerade. 

In den Math. Ann. V, 8.168 ($ 8, Nr. 24) fügt Lie in einer Anmerkung hinzu: 

„Diese Gerade tritt bei der Abbildung als Fundamentalgebilde auf. Ich be- 
zeichne diese Gerade zuweilen als die Fundamentalgerade des Raumes r.“ 

S.132, Z.12 v.u. Die Kurven von der Länge Null hat Lie später als Minimal- 
kurven bezeichnet (s. hier Abh. XXI (1878), S. 334). Der Bequemlichkeit wegen 
werden wir im folgenden von dieser Benennung Gebrauch machen. 

S. 132, Z.4,3 v. u. Nämlich den Kegel zweiten Grades aller Minimalgeraden 
durch den der Komplexlinie entsprechenden Punkt. 

S.133, Z.22—25. Daß sich Lagrange mit den Kurven von der Länge Null 
beschäftigt habe, kann man wohl kaum sagen. Er zeigt nur, wie man die Mongesche 
Gleichung: da? + dy? = ds? inallgemeinster Weise befriedigen kann: Lecons sur 
le caleul des fonctions. Lecon XIX (1799). Oeuvres Bd. X (1884), S. 314—316. 
Dabei unterscheiden sich seine Formeln nicht wesentlich von denen, die Euler 
schon 1776 aufgestellt hatte. 

S. 135, Z. 11. Vgl. S. 132, 2.4, 3 v.u. und die Anm. dazu. 

S. 135—141, $ 9, Nr. 22—26 entsprechen Ann. V, S. 170—175, $ 9, 10, Nr. 27 
bis 31. In den Ann. ist die Anordnung der einzelnen Abschnitte verändert. 
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S. 136, 2.13—6 v. u. Sind 0,s,o,r und 0’, s’, 0’, r’ die beiden Geraden, denen 
dieselbe Kugel entspricht, so gelten die Gleichungen: . 


[15] e=e, !s=s, MAd=—Br, Br =—itAo. 


Der Umstand, daß jeder Kugel mit nicht verschwindendem Halbmesser zwei 
Gerade entsprechen, legt es nahe, die Kugel in zwei verschiedene Gebilde zu zer- 
legen, die sich von einander durch das Vorzeichen des Halbmessers unterscheiden, 
oder, wie wir es besser ausdrücken, durch die positive Richtung ihrer Normalen. 
Bedient man sich dieser später von Laguerre eingeführten Orientierung der 
Kugel, so erhält man zwischen den Geraden und den orientierten Kugeln eine ein- 
deutig umkehrbare Beziehung, die festgelegt ist, wenn man die Zeichen + und zu 
in (17) und (18) der Reihe nach durch + und — ersetzt. 

Örientiert man auch die Flächenelemente von R, indem man der Normalen 
der Ebene jedes Flächenelementes eine bestimmte positive Richtung beilegt, so 
wird jedes Flächenelement von R in zwei entgegengesetzt orientierte Flächenele- 
mente zerlegt. Die Liesche Geradenkugeltransformation wird dann eine eindeutig 
umkehrbare Transformation zwischen den Elementen x,y,z,p,q von r und den 
orientierten Flächenelementen von R. Als Koordinaten dieser orientierten Flächen- 
elemente kann man dabei X, Y,Z, P,Q benutzen, zusammen mit einer sechsten 
Größe U, die der Gleichung: U®—=1-+ P? + Q? genügt. 

Ein Punkt z,y,2 wird in R abgebildet durch eine Minimalgerade. Aber die- 
selbe Minimalgerade ist zugleich das Bild der Polarebene des Punktes x, y,z in 
bezug auf den linearen Linienkomplex H = 0. Die in dieser Ebene liegenden Kom- 
plexgeraden werden nämlich durch die Punkte der Minimalgeraden abgebildet. 
Die Orientierung der Flächenelemente zerlegt den Verein der Flächenelemente der 
Minimalgeraden in zwei Vereine, die entgegengesetzt orientierte Flächenelemente 
haben, und es erscheint einer dieser Vereine als Bild des Punktes z, y, z, der andere 
als Bild der zugehörigen Polarebene. 

Die Zerlegung der Minimalgeraden in zwei Vereine von orientierten Flächen- 
elementen kann man einfach dadurch bewirken, daß man die durch die Minimal- 
gerade gehenden Ebenen orientiert. Die dem Punkte x, y, z entsprechende Minimal- 
gerade hat nämlich nach S. 132 die Gleichungen: 


ue-haer-trh) 


Aertjeer-t(e-}). 


\ 


2 
+ 


wonach 8.161 A= B=7= 1 gesetzt ist. Eine durch diese Gerade gehende Ebene 
hat daher die Richtungskoeffizienten: 


iß 1m & 1 
nr Perl) ii) 
und kann orientiert werden, indem man: 
rer (er 2) 2) 


setzt. Die Minimalgerade mit den in dieser Weise orientierten Elementen kann als 
Bild des Punktes z, y, z betrachtet werden. Die Minimalgerade mit den entgegen- 
gesetzt orientierten Elementen ist dann das Bild der Polarebene des Punktes x, y, z. 

Es ist höchst merkwürdig, daß Lie in Abh. XIII (1871), $. 221 tatsächlich 
mit orientierten Kugeln arbeitet, allerdings ohne diesen Umstand ausdrücklich zu 
erwähnen. Leider hat er das nicht beachtet und jedenfalls gar kein Gewicht darauf 


WERT. 3 En a ee ins 
r » ER 
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gelegt. In seiner 1896 erschienenen Geom. d. B. T. ist von orientierten Kugeln und 
orientierten Flächenelementen überhaupt nicht die Rede. Study hat ihm das in 
seiner Besprechung des Werkes mit Recht zum Vorwurfe gemacht.?) 

S. 136, Z.2v. u.—137, Z.7. Wir führen im Raume z, y, z eine vierte homogen 
machende Koordinate t ein. Ferner ersetzen wir r,0,5,0o durch r:u, o:u,... 
und führen eine sechste homogene Linienkoordinate »& ein durch die Gleichung: 


[16] : ro —so=uw, 
so daß die Gleichungen der Geraden werden: 

jr =ur —ot, VZ=02 —oy, 
[473 \sz=uy—ot, —ot=st _—ry. 


Ebenso führen wir im Raume X, Y,Z eine vierte homogen machende Koordinate 
T ein. Endlich setzen wir der Bequemlichkeit wegen:A=B=7=1, was nach 
Abh. XII, S. 161 erlaubt ist. 

Die Kugel $. 136, (16), die der Geraden r,s,... entspricht, wird dann: 


(Zu— (ce —r)T}' + {Xu - @+OT}’+ Yu —i@—o)T}'=(e+r T", 
oder wegen [16]: 
[18] (X?+ Y?+ZY)u —2(s+0o)XT—2i(s— o)YT — 
— 2(e -rZT—4o T=0. 
Schreiben wir daher die Kugelgleichung in der Form: 
BRITZ BD NE 


und fügen wir zu &,Q), 3, T, $ noch eine sechste homogene Kugelkoordinate U 
hinzu, die der Gleichung: 


[19] ++ —9+2UT=0 
genügt, so erhalten wir die Gleichungen: 
[20] TZ=ku, &Z=k(s+o), V=kils—o), 3B=kle—r), U=2ko, 


wo k ein Proportionalitätsfaktor ist. Diese bestimmen, zusammen mit [16] und [19] 
die Beziehung zwischen den Geraden des Raumes r und den Kugeln des Raumes R. 
Vermöge [19] und [16] finden wir: 

9° = k? (450 + (r — r’ +4uo} = k?(o + r)%. 
Setzen wir daher: 


21] S=klo-+n), 


so liefern uns die Gleichungen [20], [21] ein eindeutig umkehrbares Entsprechen 
zwischen den Geraden des Raumes r und den orientierten Kugeln des Raumes R. 

Rückt der Kugelmittelpunkt %&,9,83,% ins er wird also T=0, 
so verwandelt sich die Kugel in die Ebene: 


[22] ZXHVY+B3Z+UT=0. 
Diese ist auch orientiert, weil wegen [19] und [21]: 
[23] VEFVFE-$ 


1) Gött. Gel. Anz. 1897, Nr. 6, S. 441—443. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 44 
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einen eindeutig bestimmten Wert bekommt, so daß die positive Richtung der Nor- 
malen der Ebene [22] festgelegt ist. Demnach haben wir eine eindeutig umkehrbare 
Beziehung zwischen den Geraden des Raumes r, für dieu — Oist, und den orientierten 
Ebenen des Raumes R. Im Raume r sind das die zur Ebene 2 = 0 parallelen Ge- 
raden. Insbesondere entsprechen den Ebenen von R, für die ®?+ 9? + 3?=0 
ist, den sogenannten Minimalebenen, die zur Ebene z—= 0 parallelen Geraden des 
ausgezeichneten linearen Komplexes (12), S. 136, der jetzt die einfache Gleichung: 
o-+-r=0 hat. Dabei entsprechen parallelen Minimalebenen Gerade in derselben 
Ebene z = const., nicht parallelen Gerade in verschiedenen Ebenen dieser Art. 

Wir entwickeln hier noch einige für das Folgende nützliche Formeln. 

Die Geraden r,s,... eines linearen Komplexes werden bestimmt durch eine 
lineare Gleichung: 


[24] or + 100 — 95 — HOP — HU — WO —O, 


die zu (16) hinzukommt. Wir nn einfach von dem linearen Komplexe r,, So, 
00, - - .. Ersetzt man in [24] r, . durch ein bestimmtes Wertsystem, r,, 51, .., 
so Br ein Ausdruck, der wir ee Rs, ı oder R,, o bezeichnen. Der Komplex ist 
ausgeartet, wenn der Ausdruck: 


£ | 
r9,09 — So0u — Uwy — 3 Ro, o 


verschwindet. Er besteht dann aus allen Geraden, welche die Gerade r,, 80, -.. 
schneiden. Ist r,, s},. . . ein zweiter linearer Komplex, so ist Us, ı die simultane 
Invariante beider Komplexe. Verschwindet sie, so liegen die beiden Komplexe 
in Involution. Sind beide Komplexe ausgeartet, so sagt die Gleichung U,1=0 
aus, daß die beiden Geraden r,,... und r,,... einander schneiden. 

Es sei 79, So, . ... ein nicht ausgearteter Be Komplex und r,, sı,... eine 
Gerade, also Ro +0 und R,=0. Dann bildet der Inbegriff aller Komplexe: 
Ara + ur, ASo + USı,... ein Büschel. Dieses Büschel enthält zwei ausgeartete 
Komplexe, die durch die Gleichung: 


A®Ro,o u 2/uR, ı 4 WER, 1 — A) 
bestimmt sind. Demnach ist: 
wo Ro ıro _ Ro, ori, 5 2 R,,180 _ Ro, 081, le 


ebenfalls eine Gerade, die sogenannte reziproke Polare der Geraden r,,s,,... in 
bezug auf den Komplex r,, so,.... Man überzeugt sich leicht, daß jede Gerade des 
Komplexes r,,..., welche die Gerade r,,... schneidet, auch die reziproke Polare 
schneidet. - 

Liegt die Gerade r,,$},... in der unendlich fernen Ebene, so sind r,, Sı, %ı 
gleich Null und die Gleichungen der Geraden werden: 
[25] t=0, 92 =952° — O1. 
Die zugehörige reziproke Polare: 


[26] n=2R,ıro, 98=2R, 1850, U—=2R, U, 
Ds = 2 Ro 100 — Ito,001, 0, = 2R, 100 — Ro 001, 0 — 2 R, 1@ — Ro ,0®, 


heißt nach Plücker (Neue Geom. $. 32) ein Durchmesser des linearen Komplexes 
[24]. Sie schneidet die unendlich ferne Ebene t = 0 in dem Punkte: 


=n, y=Ss, 2=u, t=0, 
der in bezug auf den Kugelkreis die Gerade: 


ti=(0, n2+3Y 4 2 —0 


u 2» Le A a te ee ee ae Fa hr 
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zur Polaren hat. Fällt diese Polare mit der Geraden [25] zusammen, was für: 
0,201: &, = Yo:°7 89:77 Us 


eintritt, so heißt die Gerade [26] nach Plücker (a. a. ©. S. 32) die Achse des 
Komplexes [24]. Dabei wird man ,=r, =—Ss, M=—W und 
R, ı= ro + so? + u? setzen. 

"8.137, Nr. 23. Ordnen wir den geraden Linien orientierte Kugeln zu, so ent- 
sprechen zwei einander schneidenden Geraden zwei orientierte Kugeln. Diese be- 
rühren einander nicht bloß im gewöhnlichen Sinne, sondern auch als orientierte 
Kugeln, das heißt, im Berührungspunkte stimmen die positiven Richtungen der 
zugehörigen Normalen überein. Die Berührungsbedingung wird ja für zwei orien- 
tierte Kugeln durch die Gleichung S. 137, 2.12 v. u. dargestellt, ohne daß dabei 
verschiedene Fälle unterschieden werden müssen. 

S. 137, Z.10—7 v. u. Zwei Gerade, die reziproke Polaren sind in bezug auf den 
linearen Komplex (12), S. 136, bestimmen zwei spezielle lineare Linienkomplexe, 
die beide durch dieselbe Schar von nicht orientierten Kugeln abgebildet werden. 
Benutzt man orientierte Kugeln, so erhält man als Bilder der speziellen linearen 
Linienkomplexe zwei Scharen von orientierten Kugeln. Jede Kugel der einen Schar 
verwandelt sich, wenn man sie entgegengesetzt orientiert, in eine Kugel der andern 
Schar. 

S. 137, Z2.6—4 v. u. kann jetzt die viel einfachere Fassung erhalten, daß zwei 
orientierten Kugeln, die einander berühren, zwei einander schneidende Gerade ent- 
sprechen. 

S. 137, 2.3—1 v. u., 138, Z.1—6, 12. Das Bild des linearen Linienkomplexes 
[24] wird ein linearer Komplex von orientierten Kugeln, nämlich: 


FT] + )E HI - dA rn) - At) TWÜT2ZWT- 0, 
wo noch die Gleichung [19] hinzukommt. Der Koeffizient von 9 ist die simultane 
Invariante der beiden Komplexe [24] und: co + r=0. 

S.138, 2. 7—9 v.0.,5—1v.u. SindX, Y,Z,H und X,, Yı; Zı, Hı die nicht- 
homogenen Koordinaten von zwei orientierten Kugeln und ist 2 der Winkel, den 
die zugehörigen Normalen in einem gemeinsamen Punkte %,9), 3 beider bilden, 
so ist: 

DE — X) — X) = HH, cos 9, 
also: 


DX— X,” =H?+ H}—2HH, cos Q. 


Nun ist die Bildkugel der linearen Linienkongruenz, welche der lineare Linien- 
komplex H=0 mit dem Komplexe (19), S.137 gemein hat: I(& — X,)? = 
= (5? + Hy?. Für diese Bildkugel wird mithin: 


KeX, eds Zei, H=ÜGH+B, 


das heißt, sie schneidet jede Kugel, die der Gleichung 8.138, Z.4 v. u. genügt, 
unter dem Winkel 2, der durch: 


2HH, cs 2 —=H?+H?— (X — X,)? 
—=H!—H?3+2HH, —C3 
= HH, 
bestimmt und also wirklich konstant ist. 
Die Kugel, die von den Kugeln eines linearen Kugelkomplexes unter kon- 


stantem Winkel geschnitten wird, bezeichnet Lie auf S. 181, Z.12 als die zu dem 
Komplexe gehörige Fundamentalsphäre. 


x 44* 
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Schreibt man [27] nicht homogen: 


— to +s)X + Yla—s)Y+tIrnm—o)Z+ 
+4 +0)H —4Ww(H? — 2X) — 0, 


oder: 


(WX—(s+0)}?’+ (wY—ilko—)}”+ (wZ — (a —r)}? — 
j — {wH — (+ r)}?=—2Ro,o, 
so ergibt sich aus $. 138, 2.4 v.u.: 


X = So + 0; uY io — 00)» uL=n—To 


De — o-+r- us o=—2Ryo- 
Die Kugel X,, Yo, Z,, H, entspricht also der Geraden: 
r=n, s=5, 07790 009, WU = @+ (3Ro,0: Wo): 


Das ist aber nicht die Achse des linearen Komplexes ro, . . -, ®o. Die von Klein 
gemachte Bemerkung (8. 138, 2. 2,1 v. u.) ist demnach unrichtig, wie Klein selbst 
in einem Briefe vom 16. 10. 1871 feststellt. Sie ist deshalb Ann. Bd. V 3.108, 
7.2,1v.u. (d. Ausg. Bd. II, Abh. I, $ 10, Nr. 30) unterdrückt. 

S.138, 7.1623. Ist die gegebene Sphäre orientiert, so entspricht den orien- 
tierten Kugeln von der verlangten Beschaffenheit ein eindeutig bestimmter linearer 
Linienkomplex. 

$.138, 2.96 v.u. Man erinnere sich an die Abbildung einer Ebene des 
Raumes R, 8. 136, 7.2 v. u.—137, 2.4. 

S. 139, 7.59. Die Bedingung für die involutorische Lage ist auf S. 688 an- 
gegeben. 

$.139, Z.10—-19. In unsern homogenen Linienkoordinaten ist Const. — 0 
der ausgeartete Linienkomplex: u —= 0. Man vgl. Abh. XII, S.210, Anm. 2 und 
Ann. V, 8.174 (d. Ausg. Bd. II, Abh. I, Nr. 30). Danach ist der zu sich selbst 
involutorische Komplex u —= 0 doppelt zu zählen. 

S.139, Z.17—12 v.u. Wir setzen A = B=?=1. Die oo! linearen Kom- 
plexe: 


otr=(Cu, ro — sg =Uuw 
haben die lineare Kongruenz: 
otr=0, u=I0, e+r-=0 „ 
gemein, deren doppelt zählende Direktrix die Gerade: 
r=s=p=0o=u=-0 


ist. Aufgefaßt als dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten eines R, mit den homo- 
genen Koordinaten r,s,0,0,4,® haben die oo! Komplexe in dem Bildpunkte 
dieser Direktrix alle vierfach ausgedehnten Tangentialebenen gemein, sonst aber 
in keinem Punkte der zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, die durch die 
Kongruenz bestimmt ist. Man kann daher wohl sagen, daß die Komplexe einander 
in der Direktrix berühren, nicht aber, daß sie das „nach der Kongruenz“ tun. 

Die hier als Direktrix auftretende Gerade bezeichnet Lie später (Abh. XII, 
S. 186, Z. 15f.) als die Fundamentalgerade des Raumes r. 

S.139, Z.2 v.u. —140, 2.3. Macht man die Geradenkugeltransformation 
eindeutig, indem man die Flächenelemente von R orientiert, so entspricht der 
Fläche zweiten Grades eine Zyklide, bei der zu jedem Punkte ein Flächenelement 


von ganz bestimmter Orientierung gehört. Der in bezug auf H = 0 genommenen 
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reziproken Polaren der Fläche zweiten Grades entspricht dieselbe Zyklide aber mit 
entgegengesetzt orientierten Flächenelementen. Nur wenn die Fläche zweiten Grades 
ihre eigene reziproke Polare ist, entspricht ihr eine Zyklide, bei der in jedem Punkte 
beide Orientierungen des Flächenelementes vertreten sind. Ein besonderer Fall 
davon ist jede Fläche zweiten Grades, deren eine Schar von Erzeugenden aus Ge- 
raden des Komplexes H = 0 besteht; vgl. die Anm. zu $. 140, Z2.10—5 v.u. 

S.140, Z.4—9. Zu demselben Ergebnisse gelangt man, wenn man beachtet, 
daß den oo! Tangentialebenen, die die abwickelbare Fläche umhüllen, oo! Minimal- 
gerade entsprechen (S. 686). Dabei stellt sich aber zugleich heraus, daß die abwickel- 
bare Fläche und ihre reziproke Polare in bezug auf H = 0 durch dieselbe, von Mini- 
malgeraden erzeugte Fläche abgebildet werden. Orientiert man die Flächenelemente 
von R, so zerfällt diese geradlinige Fläche in zwei Vereine von orientierten Flächen- 
elementen, deren einer das Bild der abwickelbaren Fläche ist, der andre das Bild 
der reziproken Polaren. 

S. 140, Z. 10—17. Hier stützt sich Lie darauf, daß die von ihm betrachtete 
Transformation zwischen den Räumen r und R als eine Transformation von 
Flächenelementen aufgefaßt werden kann (s. $5, 6, S. 121—127). 

Der Ausdruck ‚‚die gemeinsamen Flächenelemente von zwei geraden Linien‘ 
könnte leicht mißverstanden werden. Es handelt sich um zwei unendlich benach- 
barte Gerade g und g’. Jedes Flächenelement von g, dessen Ebene einen seinem 
Punkte unendlich benachbarten Punkt von g’ enthält, liegt mit einem unendlich 
benachbarten Flächenelemente von g’ vereinigt (vgl. S. 650). Als „gemeinsame 
| Flächenelemente‘‘ von g und g’ bezeichnet nun Lie zwei solche unendlich benach- 
| barte vereinigt liegende Flächenelemente, deren eines g angehört, das andre g’. 

Entsprechendes gilt für zwei unendlich benachbarte Kugeln. 

S. 140, 2.15—11 v.u. Die Kugeln, die S, unter dem Winkel V, schneiden, 
und die Kugeln, die S, unter dem Winkel V, schneiden, bilden zwei lineare Kugel- 
komplexe, die ein Büschel von solchen bestimmen. Die Komplexe dieses Büschels 
bestimmen nach $. 138 die oo! Kugeln S. 

S. 140, 2.10—5 v. u. Eine Fläche zweiten Grades des Raumes r, deren eine 
Schar von Erzeugenden aus Geraden des linearen Linienkomplexes H — 0 besteht, 
verwandelt sich in eine Kurve. Diese muß in jedem ihrer Punkte von der Kugel 
berührt werden, die einer beliebigen Erzeugenden der zweiten Schar entspricht. 
Demnach besteht die Kurve aus einem im Endlichen liegenden Kreise und aus dem 

unendlich fernen Kugelkreise. Beide zusammen bilden die ausgeartete Zyklide, die 
von den Kugeln S eingehüllt wird. 

S. 141, Z. 3—5. In Bd. V d. Ann. S. 175 (Schluß von $ 10) spricht Lie nur von 
Kugel- und Geradenkonfigurationen. 

S. 141—143, $ 10, Nr. 27 entsprechen Ann. V, S. 175—177 ($ 11, Nr. 32). 

Namentlich hier erweist sich die Einführung orientierter Kugeln als äußerst 
nützlich, ja geradezu nötig. Es liegt auf der Hand, wie viel einfacher und durch- 
sichtiger dadurch alles wird. 

S. 143—146, $ 11, Nr. 283—30 entsprechen Ann. V, S. 177—180 ($ 12,Nr. 33, 34). 

S. 143, Z. 11—9 v. u. Der Satz läßt sich viel einfacher aussprechen, wenn man 
die Beziehung zwischen R und r als eine Transformation der Flächenelemente auf- 
faßt und sowohl die Krümmungskurven als die Haupttangentenkurven durch die 
Flächenelementstreifen ersetzt, die auf den betreffenden Flächen durch sie be- 
stimmt sind. Lie hat darauf erst 1882 ganz gelegentlich in einer Anmerkung hin- 
gewiesen (d. Ausg. Bd. III, Abh. XXXVIII, S. 542, Anm. 1), indem er hinzufügte, 
daß daraus der Satz unmittelbar folgt. 

Offenbar hat Lie schon, als er Abhandlung XI schrieb, mit den Flächenele- 
mentstreifen operiert. Diese Auffassung hat noch dazu den Vorteil, daß man die 
Begriffe: Haupttangentenkurven und Krümmungslinien überhaupt auf jeden Verein 
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von 00° Flächenelementen übertragen kann. Man braucht nur die Gleichungen: 
dedp+dydg—=0, (da+pdz)dg— (dy+gde)dp—0 
auf die Flächenelemente eines solchen Vereins anzuwenden, sie also zu der Gleichung: 


dz— pdz — qdy= 0 hinzuzunehmen. 
Eine Kurve, als Flächenelementverein aufgefaßt: 


y=pß), 2=xl@), p=x(a)— ap (e) 
liefert dann zur Bestimmung der Haupttangentenstreifen die Gleichung: 
a —gp')d®—0. 


Demnach gehört zu jedem Punkte der Kurve ein Haupttangentenstreifen, der aus 
allen Flächenelementen des Punktes besteht, deren Ebenen durch die Tangente 
des Punktes gehen. Die Gleichung: x” — q9” — 0 liefert außerdem einen isolierten 
Haupttangentenstreifen, nämlich die Flächenelemente der Kurve, deren Ebenen 
Schmiegungsebenen sind. Bei einer Geraden ist jeder ihr angehörige Flächen- 
elementstreifen ein Haupttangentenstreifen. 

Dagegen erhält man bei einer Kurve im allgemeinen zwei Scharen von Krüm- 
mungsstreifen. Die eine besteht aus den oo! Haupttangentenstreifen, die durch 
die Punkte der Kurve bestimmt sind. Die andre besteht aus oo! Streifen von solcher 
Beschaffenheit, daß die Ebenen der Flächenelemente von zwei Streifen dieser Art 
längs der Kurve einen konstanten Winkel bilden. Bei den Minimalkurven tritt nur 
die erste Art von Krümmungsstreifen auf, aber doppelt zählend. Bei den Minimal- 
geraden endlich ist jeder einer solchen Geraden angehörige Verein von oo! Flächen- 
elementen ein Krümmungsstreifen. 

Für einen Punkt werden Haupttangenten- und Krümmungsstreifen unbestimmt. 

S. 144, 2.4 v.u. Vgl. die Anm. zu 8.91, 2.2 v.u., S. 665. 

S. 145, 2.2, 1v.u. „Über die Steinersche Fläche‘. Crelle 67 (1867), 8. 1—22, 
s. insbesondere 8.13. Vgl. auch S. 647. 

S.145, Z. 11—15. Vgl. S. 90, Z.6 v. u. und die Anm. dazu, S. 665. 

S.145, 2. 22—24. Vgl. Ann. V, S.178, dritter Absatz von Nr. 34, wo sich 
Lie etwas deutlicher ausdrückt. Unter einer unendlich kleinen Kugel versteht 
Lie bald einen Punkt des Raumes R mit allen seinen oo? Flächenelementen, bald 
den Kegel zweiten Grades (Minimalkegel), der von den Minimalgeraden gebildet 
wird, die durch einen Punkt von R gehen. Die unendlich kleinen Kugeln der ersten 
Art, die F berühren, sind die Punkte von F', denen im Raume r die Geraden einer 
Kongruenz entsprechen, und diese Geraden sind Doppeltangenten der Brennfläche 
der Kongruenz. Jeder Punkt der imaginären Developpabeln bestimmt eine unend- 
lich kleine Kugel der zweiten Art, die F' ebenfalls berührt. Durch jede Erzeugende 
der Developpabeln geht nämlich eine und nur eine Minimalebene, und diese ist 
Tangentialebene nicht bloß an die Developpable und an F, sondern auch an jeden 
Minimalkegel, dessen Spitze auf der Erzeugenden der Developpabeln liegt. Den 
Erzeugenden jedes solchen Minimalkegels entsprechen nun in r die Punkte einer 
Kongruenzgeraden, die ebenfalls die Brennfläche berührt, und den sämtlichen Mini- 
malkegeln, deren Spitzen auf einer Erzeugenden der Developpabeln liegen, ent- 
sprechen in r Kongruenzgerade, die ein ebenes Büschel bilden und die sämtlich die 
Brennfläche in dem Träger dieses Büschels berühren. 

S.145, 2.9 v.u. Vgl. S. 680, 2.3—1v.u. 

S.145, 2.5, 4 v.u., 8.146, 2.1—11. Vgl. Ann. V, S.179, Anm. 2 (Nr. 34), 
ferner Geom. d. B. T., S. 234£., 310. 

S. 146, 2. 6—8. Vgl. S. 91, 2.5—11 und die Anm. dazu, $. 665. 

S. 146, 7. 15—17. Die Röhrenfläche ist nach S. 139, 2.4, 3 v. u. das Bild einer 
geradlinigen Fläche. Ihre kreisförmigen Krümmungslinien entsprechen daher den 
Erzeugenden der geradlinigen Fläche. 
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S.146, Z.18—22. Den oo! Kugeln entsprechen nach $.138 im Raume r 
oo! Gerade eines linearen Komplexes. 

S. 146—152, $ 12, Nr. 30—34 entsprechen Ann. V, S. 180—186, $ 13, Nr.39 
bis 39. 

8.146, 2.4v.u.— 147,2.7. Es sei T die Berührungstransformation, welche 
die Geraden des Raumes r in die Kugeln des Raumes R überführt. Dann denkt sich 
Lie im Raume r eine Berührungstransformation U gegeben und leitet daraus die 
Berührungstransformation des Raumes R ab, die durch das Symbol T-ıUT dar- 
gestellt wird. Es ist das die Transformation, die man erhält, wenn man in U ver- 
möge der Transformation T neue Koordinaten der Flächenelemente einführt. 

Im folgenden wird nur der Fall betrachtet, daß U eine lineare, das heißt, 
eine beliebige projektive Transformation von r ist. Da die projektiven Transforma- 
tionen Haupttangentenkurven in Haupttangentenkurven verwandeln, erhält man 
in R solche Berührungstransformationen, bei denen Krümmungslinien in Krüm- 
mungslinien übergehen. 

S.147, Z.3 v.u. Bonnet, Note sur un genre particulier de surfaces reci- 
proques“, C. R. 42 (1856), S. 485 —487. 

S.148, Z.1—5. Hier werden die Ergebnisse zusammengefaßt, die durch die 
nachfolgenden Betrachtungen von Nr. 32 gewonnen werden. Die „spezielle lineare 
Kongruenz‘‘ besteht aus den Geraden des Komplexes H — 0, die die unendlich 
ferne Gerade der x, y- Ebene schneiden. 

Ein nicht ausgearteter linearer Linienkomplex gestattet eine zehngliedrige 
projektive Gruppe. Die siebengliedrige Untergruppe dieser Gruppe, die eine beliebige 
Komplexgerade invariant läßt (Th. d. Trfsgr., Bd. II, 8. 453, (27)) tritt wohl hier 
zum ersten Male auf. 

S.148, Z.12. Lie findet es nicht nötig, diese Transformation, die offenbar 
nur drei Parameter enthalten darf, näher zu bestimmen. Es genügt ihm, gezeigt zu 
haben, daß sie durch lineare Gleichungen dargestellt wird. In Wahrheit folgt aus 
(17), daß 4#2.4d + Ba = 0 sein muß, also: 


* B 
er 
was auch auf Z. 17 zu berücksichtigen ist. 

S. 148, Z.3—1 v.u. Es sind das die z2-Achse und die unendlich ferne Gerade 
der x, y-Ebene, die beide dem linearen Komplexe H = 0 angehören. 

S. 149, Z.5—8. Lie betrachtet nur den Fall, daß die Rotationsachse keine 
Minimalgerade ist. Die durch M und N gehenden Minimalgeraden, die die Rota- 
tionsachse schneiden, bilden die beiden durch die Achse gehenden Minimalebenen, 
denen nach $. 137 in r zwei zur r, y-Ebene parallele Gerade des Komplexes H = 0 
entsprechen, die in verschiedenen Ebenen 2 = const. liegen. Da es oo? Rotations- 
achsen gibt, und da der Komplex oo? zur x, y-Ebene parallele Gerade enthält, 
tritt jedes Paar von zwei verschiedenen zur z, y-Ebene parallelen Komplexgeraden 
auf. Bei der Transformation des Raumes r, die der Rotation entspricht, bleiben alle 
Geraden der Kongruenz in Ruhe, die die beiden zur x, y-Ebene parallelen Geraden 
zu Leitlinien hat, entsprechend den oo? Kugeln, deren Mittelpunkte auf der Rotations- 
achse liegen. 

Ist die Rotationsachse eine Minimalgerade, so tritt im Raume r nur eine zur 
x, y-Ebene parallele Komplexgerade auf, und es bleiben alle Geraden einer Kon- 
gruenz ersten Grades in Ruhe, die diese Gerade zur doppelt zählenden Leitlinie hat. 

S. 149, Z. 16f. Diese beiden Geraden sind reziproke Polaren in bezug auf den 
linearen Komplex H =. 

S.149, Z.18—24. F. Klein, Zur Theorie der Linienkomplexe des ersten 
und zweiten Grades, Ann. II (1870), S. 201f. (Ges. math. Abh. I, S. 56f.). Aus dem 
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dort Gesagten kann man in der Tat den von Lie ausgesprochenen Satz heraus- 
lesen. 

8.149, 2.6, 5 v.u., 8.150, Z.1. Es ist das die Schar der 0015 projektiven 
Transformationen und die Schar der 00!5 dualistischen. Jene bildet eine kontinuier- 
liche Gruppe, beide Scharen zusammen bilden eine Gruppe, die von Lie später als 
gemischt bezeichnet worden ist, während Study noch später die Benennung 
geschichtet vorgeschlagen hat. 

S. 150, Z. 10—14. Solange man die Kugeln von R nicht orientiert, wird diese 
Transformation im allgemeinen zweizweideutig. Sie wird eineindeutig, wenn man 
orientierte Kugeln benutzt. 

5.150, Z. 14—20. Einfacher und durchsichtiger wäre es, zu sagen, daß der 
Flächenelementstreifen, den eine Krümmungslinie von F, auf dieser Fläche bestimmt, 
in den Flächenelementstreifen übergeht, der zu einer Krümmungslinie von F, 
gehört. 

8.150, 2. 21—23. Siehe die VI. Note zu Liouvilles Ausgabe von Monges 
Application de l’analyse ..., Paris 1850, $S. 609—616. 

S. 150, 2. 9—6 v.u. und S.151, Z. 20—23. Der Inbegriff aller Berührungs- 
transformationen, bei denen die Schar der Kugeln invariant bleibt, bei denen also 
die Krümmungslinien kovariante Kurven sind, zerfällt nach dem früher Gesagten 
in zwei Scharen von je 00%. Eine dieser Scharen bildet eine kontinuierliche Gruppe, 
beide zusammen eine gemischte. 

S. 151, 2.11 v. u. Hier sind die infinitesimalen Kugeln die Kegel zweiten Gra- 
des, die von Minimalgeraden gebildet werden. Vgl. 8. 692, Anm. zu $. 145, 7.22—24. 

S.151, 2.6—1 v.u. Um Verwechselungen vorzubeugen, schreiben wir die 
letzte Gleichung Z.5 v.u. so: H, = H, + 4. Dann folgt aus (17), $. 136: 


DI AU 
01 0, 85 85, Gay, an 


und somit: 
JA A 
an Erhrope ee ano 


S.152. Die Gleichung: da — pda —qdy =0 liefert, wenn man 
d,=p.dn, + ndy, setzt: 


[28] ee De wo Bd 
> Baer eREET0n ’ Free) m— _ Ir 
v!+P!+4@ v!+r!+@ 


worin liegt, daß die Bonnetsche Transformation eine Berührungstransformation 
ist; diejenige nämlich, die aus der aequatio directrix: 


109] 2+2+ m ty yi=0 
hervorgeht. Es wird überdies: 

30] 21 + pi + 4 ale ee ee 
0. NM+rte 


wo rechts das Minuszeichen gewählt ist, damit die Transformation wirklich rezi- 
prok ausfällt. Das Flächenelement z, y,z,p,q denken wir uns dabei orientiert, 
indem wir eine sechste Koordinate x einführen, die der GleichungIl+p +? =n? 
genügt, und Yl + p?-+ q? durch r ersetzen. Die Transformation ist dann in den 
orientierten Flächenelementen eindeutig. 
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Ist o, ein Hauptkrümmungshalbmesser und £&,, 1, £ı der zugehörige Krüm- 
mungsmittelpunkt der ursprünglichen Fläche, so gelten die bekannten Formeln: 


1 
[31] Kentazt, n=y+a = —-9h1—— 
N 1 


7 


und: 
ds, = —09,d(p:7), dy=—adly:m), da=gd(ll:m), 


woraus folgt: 


on Bin , a m 
: Be } dp, j "dp, id(P2:7,)’ 
"somit: 
[32] L,=1i0. G =—-iVl:- 


Ferner wird: dz, + pıda, =dı,—2,dp,, also: 


|dz dz, dyy + qdz | E 
| BL | =i(d2,d(,:%,)—dy,d(p.:7,)), 
dp, dqı 


wo die rechte Seite wegen: 
. _ dp _ Pm(pdpt 9.49) 
an an z3 
in der Form: ' 
ii da,+p.dz, dy,+9.d2, 
2 dp; dq | 


darstellbar ist. Die Bonnetsche Transformation führt daher die Flächenelement- 
streifen der Krümmungslinien in ebensolche Streifen über und infolgedessen alle 
Kugeln wieder in Kugeln. 

Aus [31] folgt nunmehr: 


heat, mn, ‚= u —Peb:; 
also: 

= -mı = u —- pa — po = un — pm 
und somit: 
[33] >, Mm: 


Die Formeln [32], [33] zeigen, wie die Hauptkrümmungskugeln einer beliebigen 
Fläche transformiert werden, und damit zugleich, wie die Koordinaten £&,, 1, {1 0ı 
einer beliebigen Kugel transformiert werden. Sie sind keine andern als die Formeln 
(8), S. 152, die Lie auf andre Weise erhält. 

S. 152, Z. 18—23. Wir wählen (nach S.161)A=B=4/=1, dann wird bei 
geeigneter Orientierung der Kugeln: 


[34] X=s+o, Y=t(s—o), Z=o—r, H=—o-—r, 

also: 

[35] Z+iH=(1—W)oe— (l+ or. 

In der Gleichung [24] des Komplexes: Z+iH=0 wird daher: „—=1-—.1, 
%—= —(1-+i), während alle andern Koeffizienten verschwinden. Man findet: 
[36] Ro = a R,ı = ee a he 

demnach wird die reziproke Polare r,, 05, ..., der Geraden r,, 5, . . . die folgende: 


n=(1—i)o,, %a—=(1-+ti)%r,, 6 = 20, FRI RL IA TE 0 —= 20, 


was mit den Formeln (ß), S. 152 stimmt. 
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5.152, 2.4—2 v. u. Vgl. die Anm. zu 8.147, 2.3 v.u. ($. 693). 

In den Ann. V sind hier noch zwei Seiten hinzugefügt, $. 185 und 186. 

S. 153, 154 entsprechen Ann. V, S. 187—189, wo aber die beiden letzten Ab- 
sätze der Einleitung neu hinzugefügt sind. 

S. 155—157, $ 13, Nr. 35, 36 entsprechen Ann. V, $. 189—192, $ 14, Nr. 40, 41. 
Die Nr. 42 auf S. 192 ist neu hinzugefügt. Vgl. auch Geom. d. B. T., S. 636—642. 

S.155, Z.14—25. Als Trajektorien bezeichnet Monge die Kurven auf den 
Integralflächen, die zu den Charakteristiken: F,)öy —F, 62 = 0 konjugiert sind, 
für die also özdp-+öydq und somit auch F, dp +R, dq verschwindet. Aus 
dF—=0 unddz=pdxz-+ qdy ergibt sich daher" die zweite Gleichung auf Z. 24. 

S. 155, Gl. (1). In der Geom. d. B. T. erwähnt Lie auf $. 640 Anm., daß diese 
Gleichung zu den semilinearen gehört. Vgl. Bd. IV d. Ausg. Abh. IX, xI 

S. 156, Z. 7—10. Die Funktion (x) ist eingeführt, um den Fall besonders 
hervorzuheben, daß % bloß von den ersten fünf Argumenten abhängt. Man erinnere 
sich ferner, daß dz,dy,dz, ade — zdxz, ydz— x dy Linienkoordinaten sind. 

SH. 1929. Zu beachten ist, daß einem linearen Linienkomplexe keine 
Differentialgleichung 1. O. zugeordnet ist. Vgl. S. 180, 2.6,5v.u. 

S. 157—160, $ 14, Nr. 37—39 entsprechen Ann. V,$.192—196, $15, Nr. 43—45. 
Die Nr. 46 auf S. 195f. ist neu hinzugefügt. Vgl. auch Geom. d. B. T. S. 643—665. 
Die auf S. 157—160 entwickelte T'heorie wird in Abh. XV, S. 268, Nr. IV auf Räume 
von n > 3 Dimensionen ne 

5.158, 2.3—8. In $5, Nr. 14 ist das nur unter der Voraussetzung bewiesen, 
daß keine der beiden we Gleichungen in den Räumen r und R eine 
Pfaffsche Gleichung ist. Man muß, um auch diesen Fall mitzubekommen, auf 
Nr. 11, 5. 118f. zurückgehen und sich auf die Beziehung zwischen den elementaren 
Komplexrichtungen dz,dy,dz und dX,dY,dZ der beiden Räume stützen. 

Haben wir im Raume r zwei unendlich benachbarte Komplexrichtungen, die 
von demselben Punkte p ausgehen, so bestimmen diese eine Tangentialebene des zu- 
gehörigen Komplexkegels und also ein Flächenelement. Man erhält so die ausgezeich- 
neten Flächenelemente des Raumes r, deren Anzahl oo* ist, wenn die Mongesche 
Gleichung im Raume r nicht linear ist, und 00°, wenn sie eine Pfaffsche Gleichung 
ist. Diesen beiden Komplexelementen des Raumes r entsprechen im Raume 
R zwei unendlich benachbarte Komplexelemente auf der dem Punkte p ent- 
sprechenden Kurve C. Diese gehören zu zwei unendlich benachbarten Punkten 
P und P’ von © und bestimmen in P ein Flächenelement, dessen Ebene eine ganz 
bestimmte Tangentialebene an den zu P gehörigen Komplexkegel ist. Jedem aus- 
gezeichneten Flächenelemente von r entspricht demnach ein ausgezeichnetes Flächen- 
element von R. Dieses Entsprechen ist in einem gewissen Bereiche eindeutig um- 
kehrbar, wenn in keinem der beiden Räume eine Pfaffsche Gleichung auftritt. 
Hat man andrerseits zum Beispiel im Raume r eine Pfaffsche Gleichung, so hat 
man in jedem Punkte p dieses Raumes nur ein ausgezeichnetes Flächenelement. 
Nimmt man nun eine von p ausgehende Komplexrichtung, so gehört diese dem Flä- 
chenelemente an und bestimmt mit der unendlich benachbarten von p ausgehenden 
Komplexrichtung ein Flächenelement auf der Kurve C des Raumes R, die dem 
Punkte p entspricht. Jedem ausgezeichneten Flächenelemente von r entspricht also 
in R ein ganzer Streifen von oo! ausgezeichneten Flächenelementen, der sich an 
eine Kurve C anschließt. Entsprechendes gilt, wenn auch in R eine Pfaffsche Glei- 
chung auftritt. 

S.158, Z2.15—12 v.u. Es sind das nach dem Vorstehenden die Flächenele- 
mente, die die Punkte dieser Geraden mit der durch die Gerade gehenden Minimal- 
ebene bilden. 

S. 159, Z. 1—4. Diese Developpable wird erzeugt von den oo! Minimalgeraden, 
die den Punkten der Berührungskurve entsprechen. Zwei unendlich benachbarte 
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dieser Minimalgeraden schneiden einander, weil die Tangenten der Berührungs- 
kurve dem Komplexe H = 0 angehören. 

3.159, Z. 5—7. Für nicht lineare D,, ist das unmittelbar klar, weil durch jeden 
Punkt oo! Charakteristiken gehen, deren Tangenten sicher nicht einem linearen 
Komplexe angehören. Für lineare D,, folgt es aus 8. 157, Z. 1—11. 

S. 159, Z. 11—15. Der Satz erleidet sicher keine Ausnahme, wenn der Flächen- 
elementstreifen längs der Krümmungslinie in einen Verein von solchen Flächen- 
elementen übergeht, deren Punkte wieder eine Kurve bilden. Ist die Krümmungs- 
linie eine Minimalgerade und fallen die Ebenen der Flächenelemente des zugehörigen 
Streifens nicht mit der durch die Minimalgerade gehenden Minimalebene zusammen, 
so entsprechen dem Streifen in r nach $. 158, Z. 14—12 v. u. oo! Flächenelemente 
mit gemeinsamem Punkte, die ja jederzeit einen Haupttangentenstreifen (s. 8. 
692) bilden. Die einzige wirkliche Ausnahme ist also der Fall, wo die Krümmungs- 
linie eine Minimalgerade ist, und der zugehörige Streifen jedem durch diese gehen- 
den Minimalkegel angehört. Dann entspricht ja diesem Streifen in r nur ein einziges 
Element. 

Sicher ist jedenfalls, daß einer Fläche von R, auf der nicht alle Krümmungs- 
linien Minimalgerade sind, in r eine Fläche entspricht, auf der eine Schar von H aupt- 
tangentenstreifen aus wirklichen Kurven besteht. Anders ist es bei den von oo! 
Minimalgeraden erzeugten Flächen. Auf einer solchen ist jede der Minimalgeraden 
eine Krümmungslinie. Ist nun die Fläche keine Ebene, und denken wir uns ihre 
Flächenelemente in der auf S.686 angegebenen Weise orientiert, so können wir 
sie in zwei Vereine von orientierten Flächenelementen zerlegen, derart, daß dem 
einen Vereine in r eine Kurve entspricht, dem andern eine abwickelbare Fläche, 
nämlich die reziproke Polare dieser Kurve. Den Krümmungsstreifen entsprechen 
dann in r das eine Mal die Flächenelementbüschel, die zu den Punkten der Kurve 
gehören, das andre Mal die Elementstreifen längs der Erzeugenden der abwickel- 
baren Fläche. 

Nehmen wir nun in R eine lineare partielle Differentialgleichung 1. O., deren 
Charakteristiken oo! Minimalgerade sind, so sind sämtliche Integralflächen gerad- 
linige Flächen, die von je oo! dieser Minimalgeraden erzeugt sind. Die Charakteri- 
stiken sind daher Krümmungslinien auf den Integralflächen. In r entsprechen dieser 
Differentialgleichung zwei verschiedene. Bei der einen sind die Integralvereine 
lauter Kurven, gelegen auf der Fläche, deren Punkte den oo? Charakteristiken in R 
entsprechen. Bei der andern sind die Integralflächen lauter abwickelbare Flächen. 
Die erste ist von den Ableitungen p, q frei. Die charakteristischen Streifen sind die 
Büschel von Flächenelementen, die sich an die Linienelemente der Fläche an- 
schließen, und diese Büschel sind Haupttangentenstreifen und zugleich Krümmungs- 
streifen auf den Integralvereinen. 

Hieraus ergibt sich, daß es zweckmäßig erscheint, die Aussagen der $$ 13 und 14 
zu ergänzen. Es muß sowohl auf S. 157, als auf S. 159 noch eine dritte Klasse von 
partiellen Differentialgleichungen 1. O. hinzugefügt werden, nämlich die Klasse 
der Differentialgleichungen, die Gleichungen zwischen x, y,z, beziehungsweise 
zwischen X, Y,Z allein sind. Man erreicht auf diese Weise, daß der Inbegriff 
der Differentialgleichungen 1. O., deren Charakteristiken Haupttangentenstreifen 
auf den Integralvereinen sind, lückenlos dem Inbegriffe der Differentialgleichungen 
entspricht, bei denen die Charakteristiken Krümmungsstreifen sind. 

Allerdings kann man jede partielle Differentialgleichung: F(X, Y,Z)=0 
auch definieren durch die Kongruenz der oo? Punktkugeln, die auf der Fläche F — 0 
liegen. Man müßte dann S. 159, Z. 21—26 etwas anders formulieren, um auch diese 
Differentialgleichungen mitzubekommen. 

Andrerseits gehört zu jeder Gleichung f(z,y,2)—=0 ein ganz bestimmter 
Linienkomplex, nämlich der Inbegriff aller Tangenten der Fläche f = 0. Man könnte 
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daher auch S. 157, Z.19—25 so formulieren, daß die Gleichungen f(x, y,2) = 0 
mitgenommen werden. Man müßte dann sagen, daß jeder nicht lineare Linien- 
komplex eine Differentialgleichung der hier betrachteten Art bestimmt, daß aber 
zu jedem Linienkomplexe, der aus den Tlangenten einer nicht abwickelbaren Fläche 
besteht, zwei solche Differentialgleichungen gehören, von denen die eine durch die 
Gleichung der betreffenden Fläche geliefert wird. Besteht der Komplex aus den 
Tangenten einer abwickelbaren Fläche, so zerfallen seine Komplexkegel in Ebenen 
und dann gehört zu ihm nur eine Differentialgleichung, eben die Gleichung dieser 
Fläche. 

Auf S. 658 der Geom. d. B. T. bestimmt Lie alle partiellen Differentialgleichun- 
gen 1.0., bei denen die Charakteristiken zugleich Haupttangentenkurven und 
Krümmunsgslinien sind. Auch da wären die von p, qfreien Gleichungen f(z, y,2)=0 
noch hinzuzufügen. 

S.159, 2.14, 13 v. u. Besser wäre es wohl, zu sagen: ‚Die Charakteristiken 
sind Kreise und bilden auf jeder Integralfläche die eine Schar von Krümmungs- 
linien“. Daß nämlich die Charakteristiken Kreise sind, ergibt sich ohne weiteres 
aus dem einen uns bekannten vollständigen Integrale. Zwei unendlich benachbarte 
Kugeln des Integrals schneiden einander ja in einer Charakteristik. 

S. 159, 2. 12—8v. u. Auch hier sind die linearen Kugelkomplexe auszuschließen. 
Zu einem solchen gehört nämlich ebensowenig eine Differentialgleichung wie zu 
einem linearen Linienkomplexe. Das liegt daran, daß bei einem linearen Kugel- 
komplexe bloß 00° ausgezeichnete Flächenelemente auftreten (S. 181, Z. 11—17). 


Eine Ausnahme bildet der lineare Komplex H —= 0 aller Punktkugeln, dem man die 


Differentialgleichung 1 + P?+0Q?= 0 zuordnen kann. Dieser Differentialgleichung 
aber entspricht keine in r. 

S. 159, 2.7, 6 v.u. Man beachte, daß Lie gar nichts über die Form sagt, die 
eine D, hat. Es genügt ihm, daß jede D,, durch einen (nicht linearen) Kugelkomplex 
F(X,Y,Z,H)=0 oder durch eine Kugelkongruenz vollständig bestimmt ist, 
ebenso, wie jede D,, durch einen Linienkomplex oder eine Linienkongruenz. Theore- 
tisch erhält man zwar die D,, der ersten Art durch Elimination von dxz,dy,dz 
aus den Gleichungen $. 156, Z. 12, aber diese Elimination ist nicht allgemein aus- 
führbar. Also gelangt man auf diesem Wege nicht zu der allgemeinen Form der D,, 
(Geom. d. B. T., S. 639). Bei den D,, wird alles noch viel verwickelter , wie aus den 
Entwickelungen auf S. 170 hervorgeht. 

Merkwürdig ist es, daß Lie etwas andres gar nicht erwähnt, obwohl er zweifellos 
vollständig klar darüber war, und obwohl er sicher gerade hierdurch mit veranlaßt 
worden ist, die zweite Klasse der hier behandelten Differentialgleichungen zu unter- 
suchen. Er hat diesen Gedanken erst 1896 in der Geom. d.B.T., S. 668f. verwertet. 

Hat man nämlich einen Kugelkomplex F(X, Y,Z,H) = 0, so bestimmt die 
Gleichung der Komplexkugeln: 


EX +9—YW+(8—ZyY=H: 


eine Berührungstransformation, bei der die Kugeln des Komplexes übergehen in 
die Punkte einer dreifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, derjenigen nämlich, 
die im R, durch die Gleichung F = 0 bestimmt wird. Die partielle Differential- 
gleichung 1. O., die zu dem Kugelkomplexe gehört, wird bei dieser Berührungstrans- 
formation in eine Differentialgleichung auf dieser Mannigfaltigkeit übergeführt 
und zwar in die, deren zugehörige Mongesche Gleichung auf der Mannigfaltigkeit 
durch die Gleichung: dX?+dY?:+ dZ?— dH®— 0 bestimmt wird. Die neue 
Differentialgleichung ist daher vom zweiten Grade. 

Wir werden später (bei Abh. XV) hierauf zurückkommen. Dort werden näm- 
lich die gegenwärtigen Untersuchungen auf den Raum von n Dimensionen aus- 
gedehnt. 
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S.160, Z. 3f. Diese Gleichung steht in dem Buche von du Bois-Reymond 
(s. 8. 683) auf S. 128, Z.10. Auch sie ist semilinear. Geom. d. B. T. S. 658 Anm. 

S. 160—164, $ 15, Nr. 40, 41 entsprechen Ann. V, S. 196—200, $ 16, Nr. 47, 48. 
Vgl. auch Geom. d. B.T. S. 665—673. 

S.160, Z.16—12 v.u. Die Gleichungen, die für eine vorgelegte Fläche den 
einen Mantel der Zentrafläche liefern, bilden die Fläche punktweise auf diesen Mantel 
ab und zwar so, daß der einen Schar von Krümmungslinien der Fläche eine Schar 
von geodätischen Linien des Mantels entspricht. Sie stellen eine Flächentrans- 
formation dar, die beim Übergange von der Fläche zu dem Mantel eindeutig ist, 
und bei der Berührung beliebiger Ordnung erhalten bleibt. In der entgegengesetzten 
Richtung aber ist die Transformation unendlich vieldeutig. Sie verwandelt daher 
die Flächen des $ 14 in Flächen von der Art, die in der Überschrift von $ 15 bezeichnet 
ist. Dagegen würde Integration erforderlich sein, wenn man sich den einen Mantel 
der Zentrafläche gegeben denkt und dazu die ursprüngliche Fläche sucht. Von den 
Flächen des $15 kann man daher nicht in eindeutiger Weise zu denen des $14 
zurückkommen. 

S.161, Z.3—6. Es ist nicht einzusehen, worauf sich dieser Schluß gründet. 
Es müßte heißen: „demzufolge liegt die Vermutung nahe, daß die D,s - - - Differen- 
tialgleichungen sind, welche ....‘“ Daß sich diese Vermutung bestätigt, zeigt Lie 
erst Geom. d. B. T. S. 673. 

S. 161, Nr. 41. In der Geom. d. B. T., S. 668 verfährt Lie anders. Er vermeidet 
den Linienkomplex des Raumes r und bildet unmittelbar die Kugeln des Kugel- 
komplexes durch eine Berührungstransformation auf die Punkte X, Y,Z ab. 

S. 161, Z.19—21. Hierin liegt die Voraussetzung, daß die Gleichung F = 0 
nicht von H frei ist. 

S.161, 2.2,1 v.u. Vgl. die Anm. zu $. 131, Gl. (11), S. 685. 

S.161, 2.3 v. u. Das doppelte Zeichen kann man hier und im folgenden ver- 
meiden, indem man orientierte Kugeln benutzt. . 

S. 163, 2.7. Nämlich einer Integralfläche der partiellen Differentialgleichung 
1.O., deren Mongesche Kegel durch die Gleichung $. 162, 7.14 v. u. bestimmt 
sind. Die durch K gehende Integralfläche dieser Differentialgleichung hat in jedem 
Punkte P von K zur Tangentialebene die Ebene, die die Kurve K und den zu P 
gehörigen Komplexkegel berührt. Von der Erzeugenden, längs deren diese Tangen- 
tialebene den Kegel berührt, enthält die Integralfläche das unendlich kleine Stück, 
das zwischen der durch P gehenden Fläche H — C und der unendlich benachbarten 
Fläche H=(-+.dC liegt. Daher schneidet die Integralfläche auf der Fläche 
H=(C+.d(C die Kurve K’ des Textes aus. 

S.163, Z. 15 „wie früher behauptet“: S. 161, Z. 11f. 

S. 163, Z.16—18. Das ist zu kurz gefaßt. Zunächst ergibt sich nur, daß die 
Charakteristiken der hier betrachteten partiellen Differentialgleichung 1. O. geo- 
dätische Kurven auf den Integralflächen sind. Daß diese Differentialgleichung 
eine D,, ist, muß besonders bewiesen werden. Der Beweis dafür liegt darin, daß 
durch die Abbildung der Cteraden des Linienkomplexes F 8:74,28) 0ınH+ 
auf die Punkte X, Y,Z von R zugleich eine Abbildung der Kugeln des Kugel- 
komplexes F(X, Y,Z,H)=0in R auf die Punkte dieses Raumes bestimmt wird. 
Dabei entsprechen zwei unendlich benachbarten Punkten X, Y,Z und X +dX, 
Y+dY, Z+dZ, die die Gleichung $. 162, Z.14 v.u. erfüllen, zwei unendlich 
benachbarte, einander berührende Komplexkugeln. Den Punkten jeder Integral- 
fläche unserer partiellen Differentialgleichung 1. O. entsprechen daher 00? Kom- 
plexkugeln, die eine Fläche umhüllen. 

Jeder Charakteristik der Integralfläche entsprechen dabei o0! Komplexkugeln, 
die Hauptkrümmungskugeln der umhüllten Fläche sind und zwar längs einer Krüm- 


„mungslinie. Für die von den o0° Komplexkugeln umhüllte Fläche ist daher unsre 
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Integralfläche der eine Mantel der Zentrafläche. Unsre partielle Differentialgleichung 
geht mithin bei der vorhin betrachteten Berührungstransformation in eine Ds 
über und ist selbst eine D,,. 

Daß wir hier, im Gegensatze zu dem S. 689 Gesagten, von der D,, zu einer be- 
stimmten D,, gelangen, liegt daran, daß wir die D,, aus dem Kugelkomplexe ab- 
geleitet haben, der die D,, bestimmt. 

Der Fall, daß die Komplexgleichung F = 0 von H frei ist, wird hier nicht be- 
handelt, weil ihm keine D,, entspricht. Jedoch kann auch dieser Fall zu geodätischen 
Linien in Beziehung gesetzt werden, wie im nächsten Paragraphen gezeigt wird. 

S. 164—167, $ 16, Nr. 42—44 entsprechen Ann. V, S. 200—204, $ 17, Nr. 49 
bis 51. Auf S. 204f. sind dort die beiden letzten Absätze von Nr. 51 und die ganze 
Nr. 52 neu hinzugefügt. 

S. 164, Z. 21. Vgl. die Anm. zu S.151, 2. 6—1 v. u., S. 694. 

S. 165, Z. 10—15. Der lineare Linienkomplex auf Z. 3 liegt ja mit dem Kom- 
plexe H = 0 in Involution und hat die Form (20), S. 138. 

S.165, Z. 22f. Siehe S. 194—205. 

S. 165, Z. 12—10 v. u. Insbesondere vgl. man Abh. XIV, $7, S. 262ff. 

S.166, 2.2,1 v.u. Siehe S. 195ff. 

S. 167, Z.4—1 v.u. Vgl. Ann. V, S.203 Anm. (Schluß von Nr. 50). 

S. 167, Z. 19f. Schreibt man die Gleichung in der Form: p = o(z, q), so werden 
die Differentialgleichungen der charakteristischen Streifen: 


du d2 dq__ 
[37] Fi, FE le el 
woraus folgt: 
dq dz 


also: odq— qdw, oder durch Integration: &(z, q) = eq. Hieraus möge folgen: 
z—=o(q,c), dann wird: 


dz=pdıe+qgdy=g(cds-+dy), 
also: 


eat y— | Mdg+b. 


Eliminiert man jetzt q aus der Gleichung: z — p(q, c), so hat man eine vollständige 
Lösung, die durch eine Quadratur gefunden ist. e' 

S. 167, 2.18—11 v.u. Ann. V, $. 203, Nr. 51 ist zur Erläuterung bemerkt, 
daß diese Flächen zweiten Grades notwendig vier Erzeugende gemein haben. Daraus 
folgt nämlich, daß sie zwei vertauschbare infinitesimale projektiv e Transformationen 
gestatten, die der dreigliedrigen Gruppe des durch die vier Erzeugenden bestimmten 
Tetraeders angehören. 

S. 167—171, $17, Nr. 45, 46 entsprechen Ann. V, 8. 205—209, $ 18, Nr. 53 
bis 55. Die jetzige Nr. 45 ist in Nr. 53, 54 zerlegt. 

S. 167, Z.8 v.u. „Neue Geometrie“, S. 292f. 

S. 168, 2.8—13. Aus 89, Nr. 24 — gemeint ist offenbar $.138, Z2.12—10 v.u. — 
ist zunächst nur zu entnehmen, daß die Gleichung $. 168, Z. 10 den linearen Kom- 
plex aller Kugeln X, Y,Z, H bestimmt, welche die Ebene: 


[38] H+ Day E—)=0, 


den Ort aller Punktkugeln des linearen Komplexes, jedesmal in den Punkten &,n, 
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eines gewissen Kreises, unter einem Winkel schneiden, dessen Kosinus den konstan- 
ten Wert: 


dH, 
dz 
[39] Se ES 
zT ’d aa 75aB5 2: 
Er a) 
besitzt. Nun sind die der Kugel X,,...,H, unendlich benachbarten Kugeln des 


linearen Komplexes offenbar keine andern als die unendlich benachbarten Kugeln 
des Komplexes F(X, Y,Z,H)=0. Andrerseits ist klar, daß zwei beliebige un- 
endlich benachbarte Kugeln des linearen Komplexes, welche die Ebene [38] in zwei 
unendlich benachbarten einander berührenden Kreisen schneiden, einander in dem 
Berührungspunkte dieser beiden Kreise berühren. Orientiert man nun die Ebene 
[38], indem man die Quadratwurzel in [39] bestimmt wählt, so geht durch jeden 
Kreis dieser Ebene eine und nur eine Kugel des linearen Komplexes. Demnach geht 
durch jeden Punkt des Kreises, den die Kugel X,,..., H, auf [38] ausschneidet, 
eine und nur eine unendlich benachbarte berührende Kugel des linearen Komplexes, 
und da es gerade oo! solche unendlich benachbarte berührende Kugeln gibt, die durch 
EdX,: — dH,% definiert sind, so sind diese hiermit alle gefunden. Der eben erwähnte 
Kreis ist somit der Ort aller Punkte, in denen die Kugel X,,..., H, von unendlich 
benachbarten Kugein des Komplexes F = 0 berührt wird. 

In den Ann. Bd. V, S. 205f. ($18, Nr. 53) begründet Lie seine Behauptung 
etwas anders. Am einfachsten kommt man wohl zum Ziele, wenn man beachtet, 
daß zwei unendlich benachbarte Kugeln: X,,..., H, und X, + dX,,..., die ein- 
ander berühren, die also der Bedingung: ZdX,? —= dH,? genügen, einander in dem 
Punkte: 


r d No 
& = X oz H, dH, ’ 
berühren. Daraus folgt nämlich sofort, daß die Ebene [38] auf der Kugel X,,..., H, 


alle die Punkte ausschneidet, in denen die Kugel von unendlich benachbarten Kugeln 
des Komplexes F(X, Y,Z,H)=: 0 berührt wird. Das ist aber, was auf 8. 168, 
Z. 13—18 behauptet sd 

S.168, Z. 18—21. Vgl. S.162, 2.15, 14 v.u. 

S. 169, Z. 3—13. Die Schmiegungsebene der durch O gehenden, O P berühren- 
den geodätischen Linie der Zentrafläche ist im Punkte P eine Normalebene der 
Integralfläche des Kugelkomplexes und enthält die beiden unendlich benachbarten 
Punkte P und P’ der einen durch P gehenden Krümmungslinie der Integralfläche; 
sie ist also die Ebene O P P’. Die Tangentialebene der Zentrafläche in O steht senk- 
recht auf dieser Schmiegungsebene und berührt den zu O gehörigen elementaren 
Kegel, denn die Centrafläche ist eine Integralfläche der D,,, die zu der Mongeschen 
Gleichung S. 162, Z. 15, 14 v. u. gehört. 

S. 169, Z.12—8 v. u. Die Kugel um O mit dem Halbmesser OP ist ja eine 
Hauptkrümmungskugel der früher betrachteten Integralfläche des Kugelkomplexes 
und berührt also die Integralfläche im Punkte P. — Bei einem linearen Kugel- 
komplexe erhält man bloß 00°? Flächenelemente und also keine Differentialgleichung 
(S. 181, Z. 11—14). 

S. 170, Z.13—6 v. u. Durch die Kurve c geht eine ganz bestimmte Integral- 
fläche der D,,, welche in jedem Punkte von c die Ebene berührt. Da c auf der Ebene 
Krümmungskurve ist, ist sie es auch auf der Integralfläche und somit orthogonale 
Trajektorie der Charakteristiken. 

S.171, Z.1—4. Es ist merkwürdig, daß Lie diesen Fall auf den der Ebene 
zurückführt, obgleich er offenbar in derselben Weise erledigt werden kann wie dieser. 
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Auf der Kugel ist ja auch jede Kurve Krümmungslinie. Oder sollte Lie einen 
andern Beweis dafür erbracht haben, daß die ebene Kurve c Trajektorie ist ? 

S.171, 2.10. Die infinitesimale Kugel ist hier ein Punkt mit allen seinen 
Flächenelementen. Vgl. S. 692, Anm. zu $. 145, Z. 22—24. 

S. 171, 2. 15. Gemeint ist der Kegel, den man erhält, wenn man in einem Punkte 
die Normalen des zugehörigen elementaren Komplexkegels konstruiert. In den 
Ann. V,S.208, Z2.2,1 v.u. (Schluß von Nr. 55) drückt es Lie so aus: ‚das heißt 
in den Kegel, dessen Erzeugende Normalen aller Integralflächen sind, die durch 
den betreffenden Punkt gehen‘. Bei einem Punkte bildet nämlich jede Schar von 
oo! ihm angehörigen Flächenelementen einen Verein, und jeder solche Verein ist als 
ein Krümmungsstreifen und zugleich als ein Haupttangentenstreifen des Punktes 
zu betrachten. Vgl. S. 691f. 

S. 171—176, Einl. u. $18, Nr. 47—50 entsprechen Ann. V, $.209—214, 
Einl. u. $19, Nr. 56—59. 

S. 171, 2. 14—1 v. u. Daß diese Gleichungen die angegebenen Formen haben, 
wird der Reihe nach bewiesen $.172f., Anm. zu 8.176, Z. 1—-7 (S. 704); S. 193 und 
S. 176f. (Anm. dazu S. 705f.). 

S. 173, 2. 9—12. Aus (3) ergibt sich die lineare Differentialgleichung: 


[40] eF,+ (er—2—2y1—er)F,=0, 
die auf die gewöhnliche Differentialgleichung: 
do dr 


Od DT or 
hinauskommt. Diese liefert, wenn von der Lösung o = 0 abgesehen wird: 
[41] r?do — 2(or— 2)dedr+ ed? —=(, 


was eine Clairautsche Differentialgleichung ist. Setzen wir o+a+br=0, so 
kommt a? — 4b — 0, was auf die Gleichung Z. 12 führt, die auch den Fall oe = 0 
umfaßt. Die singuläre Lösung or — 1 = 0 von [41]liefert eine Funktionf = or —1, 
ein singuläres Integral von [40]; vgl. die Anm. zu 8.119, Z2.4—1 v.u., 8.680. 
Es ist das singuläre Integral von (3), das Lie S. 173, Z2.4—1 v. u. in der Anmer- 
kung erwähnt. 

5.173, 2.12—6 v. u. Der Satz gilt für beliebige Gleichungen von der Form: 


[42] Hr +2Kr +Lt+M-+N(t — 8)=0,: 


Um das zu zeigen, erinnern wir an Bd. III d. Ausg., S. 619f. Für alle dem Elemente 
z,y,z.p,q unendlich benachbarten und damit vereinigt liegenden Elemente gelten 
außer der Gleichung: dae— pdz—qdy=0, noch die folgenden: 


[43] dp—rde— sdy=0, dgq—sde—tdy=0. 


Wirkönnen daher diese unendlich benachbarten Elemente als Punkte eines Raumes 
mit den homogenen Koordinatendx,dy,dp,dgq deuten. Die Gleichungen [43] bestim- 
men in diesem Raume einen linearen Komplex, aus dem die Gleichung [42] eine 
lineare Kongruenz ausscheidet. Die beiden Leitlinien dieser Kongruenz werden 
durch die beiden Systeme von totalen Differentialgleichungen in x, y,2, p,q dar- 
gestellt, welche die beiden Systeme der Mongeschen Charakteristiken definieren. 

Ist nun u(z, y,2,p,g)=0 ein partikuläres Integral von [42], so ziehen die 
beiden Gleichungen: 


[44] u.+pu,+tru,+sw=0, u,+ qu, + su, + tu, = 0 
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zusammen mit «= 0 die Gleichung [42] nach sich. Aber die Gleichungen [44] 
stellen ein ebenes Büschel von Geraden dar, das dem linearen Komplexe [43] ange- 
hört, und dessen Träger der Punkt: 
[45] dze:dy:dp:dgq= u,:%:— (u, + Pu,):— (u, + qu,) 
ist. Dabei sind [45] die Differentialgleichungen der charakteristischen Streifen der 
Gleichung u = 0. Daß [44] zusammen mit «u = 0 die Gleichung [42] nach sich zieht, 
kommt daher offenbar darauf hinaus, daß für jedes Element z, y,2,p,g, dasu=0 
befriedigt, das durch [44] bestimmte Büschel von Geraden der durch [42] bestimm- 
ten Kongruenz angehört. Daraus aber folgt, daß der Punkt [45] auf einer der beiden 
Leitlinien dieser Kongruenz liegt. Mit andern Worten: Die charakteristischen Streifen 
von u—=0 befriedigen das eine der beiden Systeme von Differentialgleichungen, 
welche die Mongeschen Charakteristiken der Gleichung [42] definieren. 

Der Satz gilt ganz allgemein, auch dann, wenn das partikuläre Integral u = 0 
von p und g frei ist. Man überzeugt sich davon leicht, wenn man statt der nicht- 

‚homogenen Linienkoordinaten r,s,t,rt— s? homogene einführt (vgl. Engel, 

Leipz. Ber. 1893, S. 469f.). 

S.174, Z2.4—7. Für die Ebene: z=acr +ßy+y wird p=a,q=P, also 
erhält man auf der Ebene die gewöhnliche Differentialgleichung 1. O.: 


d 
[46] ZeN@y,as+ßy+Y,©,ß). 


Diese bestimmt die Schar der Kurven c. 
S.174, Z.19—22. Wir denken uns oo! Linienkomplexe durch eine Gleichung: 


o(y,2,y— ıy,2— ız',k)—=0 


definiert (vgl. S. 156). Die Geraden des Komplexes k, die in der Ebene: 2 =ac + 
+ ßy-+-y liegen, werden durch die Differentialgleichung: 


o(y,a+ßy,y—aıy,y+ß(y—zy),k)= 2x, Y, vn ß,y,k)=0 


bestimmt, und die von ihnen umhüllte Kurve ergibt sich, wenn man y’ aus den beiden 
Gleichungen: 
2 Ei 0, Ay — 0 


eliminiert. Eliminiert man k, so erhält man eine Differentialgleichung: 


y =dlz, Y,%, ß,Y) 


für die oo! Komplexkurven, die in der Ebene: z=a2+ ßy-+y durch die oo! 
Linienkomplexe bestimmt werden, und man hat nur noch die Funktion N aus der 


Gleichung: i 
N(a,yax+Py+y,0,P)=P(z,y,a,ß,Y) 


zu bestimmen. Diese Funktion N liefert dann eine D,,, von der oo! erste Integrale 
bekannt sind, nämlich die oo! D,,, die den oo! Linienkomplexen = 0 entsprechen. 

S.174, Z.23—32. Da es in E’ nur eine diskrete Zahl solcher Kurven c’ gibt, 
die g berühren, so ist klar, daß die Tangenten der ursprünglich ausgewählten Kurve 
nicht einer kontinuierlichen Schar solcher Linienkomplexe angehören können, in 
denen die Schar der Tangenten aller Kurven c steckt. Noch deutlicher wird die 
Sache, wenn man sich von vornherein auf eine gewisse Umgebung eines Punktes P 
der zuerst ausgewählten Kurve beschränkt. Ist P’ ein Punkt der Kurve, der in dieser 
Umgebung liegt, und zieht man durch P’ die Tangente an die Kurve, so muß jede 
Ebene durch diese Tangente eine Kurve c’ enthalten, welche die Tangente in 
einem jener Umgebung angehörigen Punkte berührt, und dem gesuchten Komplexe 
müssen alle Tangenten dieser Kurve c’ angehören. Die 00? Tangentialebenen der ur- 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd.I 45 
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sprünglichen Kurve liefern auf diese Weise 00% gerade Linien und also einen voll- 
ständigen Komplex, vorausgesetzt, daß unsere Forderung für jede Tangential- 
ebene erfüllt ist, deren Berührungspunkt jener Umgebung von P angehört. 

8.175, 2.7—1 v.u. In der auf $. 678 angeführten Abhandlung sagt Boole 
dies allerdings nicht ausdrücklich, aber er verfährt auf $. 327 tatsächlich so, als ob 
es nur ein allgemeines Integral gäbe. Dagegen hatte damals Augustus de Morgan 
schon 1856 vollkommen richtig angegeben, wie sich alles verhält, wenn beide 
Scharen von Charakteristiken zusammenfallen. Vgl. Bd. III d. Ausg., S. 7881. 

S. 175, 2. 7—11. Dabei sind p und q selbstverständlich als Konstanten zu be- 
trachten. 

S. 175, Z. 16f. Dieses Integral wird von den auf Z. 3f. erwähnten Linienflächen 
gebildet. 

S. 176, Z. 1—7. Es ist wohl anzunehmen, daß Lie zu diesem Ergebnisse durch 
ähnliche Betrachtungen wie in Nr. 47, S. 172f. gelangt ist. Die Worte ‚Wir schließen 
hieraus“ auf Z. 8 könnten allerdings auf die Vermutung bringen, daß Lie einen an- 
deren, einfacheren Weg benutzt habe. Da aber nicht einzusehen ist, welcher Weg 
das gewesen sein könnte, möchte man eher glauben, daß hier eine Nachlässigkeit 
im Ausdrucke vorliegt. Es müßte heißen: „Hierin liegt,‘‘ denn die Gleichung auf 
7. 10 hatte Lie sicher zuerst gefunden und diese dann in der auf 7. 5—7 angegebenen 
Weise gedeutet. 

Aus der Differentialgleichung der Krümmungslinien ergibt sich genau so wie 
auf S. 172 die Differentialgleichung: 


Kar] Be De ee ae 
| + {pt -d+Ms)F=0, 
die mit 4F,F, — F?= 0 zu verbinden ist. Nun hat [47] die beiden Lösungen: 
Ar ll tg)r- 2ngs- Ad Pt, 


die, in die zweite Gleichung eingeführt, ergeben: 


[48] IE +A+P+Q@)Fa+uFFu=0, 
oder: 
[49] d+P+ Fu + du VIe—d+P+NAF=0. 
Die entsprechende gewöhnliche Differentialgleichung: 
du d’ 


1+P+ a— Ve —(itpr tg) 
läßt sich schreiben: 
Judu— ++ P)A=-yVI®—(I+pP+P)A.du 


und gibt integriert: 


Ve—(AtPFMA=4n+GC, 
A+P+M)A+uc+a=0, 


was in die Gleichung $. 176, Z. 10 übergeht, wenn man setzt: 


3 
tan 
ee R 


mithin: 


Zu bemerken ist noch, daß „2 —4(1+p?+ qQ)}=0 ein singuläres Integral der 
homogenen partiellen Differentialgleichung 1. O. [48] ist. 
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Dieses singuläre Integral bestimmt die Flächen, auf denen die beiden Haupt- 
krümmungshalbmesser einander gleich sind, also die Mongeschen Flächen mit nur 
einer Schar von Krümmunßgslinien. Lie erwähnt es Ann. V, $. 214 (Nr. 59 Anm.) 
und fügt hinzu, daß es dem hier auf $.173, Anm. erwähnten singulären Integrale 
entspricht, daß es also aus diesem durch die Geradenkugeltransformation hervor- 

eht. 

ei Es ist klar, daß die Gleichung $. 176, Z. 10 ebenso aus der Gleichung S. 173, 
Z.12 hervorgeht. Es würde Lie ganz ähnlich sehen, wenn er sich die eben durch- 
geführte Rechnung erspart und die Form der Gleichung S. 176, Z. 10 erraten hätte. 
Da diese aus der Gleichung: r + 2Ns + N®:t= 0 durch seine Berührungstrans- 
formation entsteht, wußte er nach $. 127 von vornherein, daß sie die dort angegebene 
Form haben mußte, und es lag nahe zu vermuten, daß sie eben die Gleichung für den 
Hauptkrümmungshalbmesser war. Nachträglich konnte er sich dann leicht davon 
überzeugen, daß die Gleichungen [47] und 4 F,F, — F} = 0 erfüllt sind. 

‚ 8. 176—180, $19, Nr. 51—53 entsprechen Ann. V, S. 214—219, $ 20, Nr. 60 
bis 63. Dabei ist Nr. 60, S. 214 neu hinzugefügt. 

S. 176, 2.5—2 v.u. Man hat nur zu setzen: 


I uni Bazb Ui 
A+P)i+Ppa 
Bildet man für (2) den Ausdruck 4 RT — S? (vgl. S. 172), so erhält man: 
1+P+2pf+l+MPI?. 
Bei der Differentialgleichung (2) fallen daher die beiden Scharen von Charakteri- 
stiken nur dann zusammen, wenn f die Gleichung: 


[50] en a N ee 
befriedigt. Die Charakteristiken werden dann von den beiden Scharen von Mini- 
malkurven gebildet, eine Möglichkeit, die wir hier ausschließen. 
S. 177, Z.2-—4. Andrerseits erhält man für die Charakteristiken von (2) die 
folgende Gleichung: 
—{d+Mf+rAdy+ tar —A+P))drdy+ 
+ {par +A+P)fdr—0, 


(dy—fde) {A +M)/+raldy+ll+p®+paflde) =. 


Hier bestimmt der zweite Faktor gleich Null gesetzt: 


A+p+pfdae+ il +Mftpgdy—0 
die auf der Fortschreitungsrichtung dy = fdx des Flächenelementes x, y,2,P,q 
senkrechte Richtung dieses Flächenelementes. Da nun die Fortschreitungsrichtung 
dy= fdx nach $. 177, Z. 2—4 eine Hauptkrümmungsrichtung ist, so sind in der 
Tat beide Scharen von Charakteristiken auf jeder Integralfläche Krümmungslinien. 
Die Funktion f in (2) ist demnach die Wurzel einer quadratischen Gleichung: 


w(2,y,2,P,)P + 2v(z,y,2,P, »f+ulR,y,2,9,)=0, 
die zwei auf einander senkrechte Richtungen: dx: dy bestimmt. Diese Richtungen 
sind von den beiden Minimalrichtungen verschieden, da f nach Z. 25 die Gleichung 


[50] nicht erfüllen darf. Als auf einander senkrecht liegen sie zu den Minimalrich- 
tungen harmonisch, woraus folgt, daß u,v, w durch die Gleichung: 


A+Mu—2peo +i+pP)w—0 
verknüpft sind. Die Gleichung für f hat daher die Form: 


[51] pur +tl+mMutl+pP)uiftrpqu—t, 
45* 


oder: 
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wo u: w willkürlich ist. Wir haben somit: u+ vF =0. 
Andrerseits besteht zwischen den Koeffizienten U, V, W der Gleichung (2) die ° 


Beziehung: 
A+P)U — pe V +U+MW=0, 
so daß wir (2) auch so schreiben können: 
(2) sp EP +LUAFNI UL FAFN WII FEW N. 
Eliminieren wir f aus [51] und (2’), so erhalten wir die Bedingung: 


A+P +) (Tu Wor=0, 


wir kommen also zu der Differentialgleichung: 


[52] (pat—il+mMs}u— (1 +P)s—par)w=0, 


das heißt, zu der von du Bois-Reymond angegebenen Form. 
Die beiden Scharen von charakteristischen Streifen von [52] werden durch 
die Gleichung: 


[53] pqud? + (A +V)u+(l+p)w)dedy+pqudr=0 


bestimmt, die jedem Flächenelemente 2, y,2,P,4 zwei auf einander senkrechte 
Fortschreitungsrichtungen zuordnet. Ordnet man umgekehrt jedem Flächen- 
elemente zwei solche Fortschreitungsrichtungen zu, was durch Aufstellung einer 
Gleichung von der Form [53] geschieht, so ist [52] eine partielle Differentialgleichung 
2.0O., auf deren Integralflächen die beiden Scharen von Charakteristiken durch [53] 
definiert werden, und diese Scharen sind beide Krümmungslinien (S. 177, 2.5—9). 

S. 177, Z.10—18. Nach S$. 705, Z. 25 sind die Kurven s und o sicher keine 
Minimalkurven. 

S. 177, 2.19 —21. Siehe 8.173, Z.12—6 v.u. und die Anmerkung dazu, 
S. 702. 

S. 177, Z.14—12 v.u. Diese Schnittlinien bilden nämlich nach $. 159, 2.18 
bis 13 v. u. die eine Schar von Krümmungslinien auf den Integralflächen der D,. 

S. 177, 2. 10-6 v. u. Die oo! Kongruenzen bilden einen Kugelkomplex und 
die Flächenelemente von dessen Kugeln erschöpfen alle 00° Flächenelemente des 
Raumes, weil die Kugeln eines Komplexes niemals eine partielle Differential- 
gleichung 1. O. befriedigen. Davon überzeugt man sich am einfachsten, wenn man 
sich den Kugelkomplex durch die Liesche Geradenkugeltransformation in einen 
Geradenkomplex übergeführt denkt. Bei einem solchen ist es nämlich ohne weiteres 
klar, daß jedes Flächenelement mindestens einer Geraden des Komplexes angehört. 

S. 178, Z. 10f. Eigentlich müßte es heißen: „sowohl u = u, als v—= v„“ und 
„die Gruppe u = u„,, v = v„‘. Ebenso nachher. 

S. 178, Z. 20f. Durch einen Punkt des Raumes geht im allgemeinen von jeder 
der beiden Kongruenzen: u,—=a, v,—=b eine Gerade, also ist jedem Punkte des 
Raumes ein gemeinsames Flächenelement der beiden linearen Differentialgleichun- 
gen: u,—4, v,— b zugeordnet. Haben aber die beiden Kongruenzen oo! Gerade 
gemein, so haben die beiden Differentialgleichungen außer diesen o0® Flächenele- 
menten, „die den ganzen Raum durchziehen‘, noch die oo? Flächenelemente dieser 
oo! Geraden gemein. 

S. 178, 2. 23—25. Unter den oo? Zuordnungen: u,—a, vy—=b werden durch 
jede Gleichung u, — f(v,) gerade oo! ausgewählt, und diese Gleichung muß stets 
zu einer Linienkongruenz gehören. 

S.178, 2.108 v. u. Diese Behauptung ist nicht richtig, doch kommen die 
Linienkomplexe, deren Komplexkegel ebene Büschel bilden und die keine linearen 
Komplexe sind, hier nicht in Betracht. Siehe Ann. V, 8. 217f., Anm. 2 (Nr. 62, 
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Anm. 2). Klein hatte in einem Briefe vom 16. 10. 1871 darauf aufmerksam ge- 
macht, daß auch die Linienkomplexe, die eine Developpable umhüllen, in ebene 
Büschel zerfallen. Vgl. S. 684. 

S. 179, Z. 12—15. Die Flächenelemente der Kugel, die sich an den Trajektorien- 
kreis anschließen, sind ja nach S. 169 Flächenelemente der D,,. Ferner bestimmt die 
zu jedem solchen Flächenelemente gehörige Tangente des Trajektorienkreises für 
jede Integralfläche der D,,, die das betreffende Flächenelement enthält, eine der’ 
beiden Hauptkrümmungsrichtungen. 

S.179, Z.14 v.u. Dann müßte jeder Kreis, der unter den Kurven (s, o) auf 
einer beliebigen Kugel enthalten wäre, der Trajektorienkreis eines Kugelkomplexes 
sein, der eine D,, als erstes Integral bestimmt und dem die betreffende Kugel an- 
gehört. 

8.179, Z2.5—1 v. u. Die oo? Kugeln des Raumes zerfielen also in oo! Komplexe, 
deren zugehörige D,, die einzigen partikulären ersten Integrale von der hier be- 
trachteten Art wären. Es gäbe also sicher kein allgemeines erstes Integral dieser 
Art, denn ein solches müßte von einer willkürlichen Funktion abhängen. Die von 
Lie nicht erwähnte Möglichkeit, daß die Gleichungen Z.3 v. u. ein isoliertes Integral 
ohne willkürliche Konstante besitzen, kommt selbstverständlich erst recht nicht in 
Betracht. 

S.180, 2. 7—9. Bonnet, M&moire sur les surfaces dont les lignes de courbure 
sont planes ou spheriques. Journal de l’Ecole polyt. Tome XX, Cahier 35 (18583), 
S.136f. Es ist das das Ergebnis von Entwickelungen, die $S. 121—136 umfassen. 
Allerdings bemerkt Bonnet selber auf $. 133 in einer Anm., daß sich alles auf die 
Bestimmung der Orthogonalsysteme von Kreisen in der Ebene hätte zurückführen 
lassen, die Lagrange in seiner Abhandlung sur les cartes g&ographiques gegeben 
hat. 


S.180, Z.13. Siehe S. 190—193. 

S.180—188, $20, Nr. 54—57 entsprechen Ann. V, $. 219—227, $21, Nr. 64—68. 
Dabei ist Nr. 68 neu hinzugefügt. 

S.181, Z.11—13. Die Fundamentalsphäre des linearen Kugelkomplexes: 


L(X?+-Y?+Z?— H)+MX+NY+PZ+QH+T=0 
ist nach S. 138 die Kugel: 
L(X?+ Y?+Z)+-MX+NY+PZ+T=0. 


Sie schneidet eine beliebige Kugel 2 (X — X,)?—= H,? des Komplexes in einem 
Kreise, der in der Ebene: 


(M+2LX)X+(N+2LY)Y+(P+2L2)+ L(HP— EX) + T=0 


liegt. Andrerseits liegt der Trajektorienkreis der Kugel X,, Y,,Z,, H, nach S. 168 
in der Ebene: 


H@LH—Q)+2(2LX, + MX —X)=0, 


die, weil die Kugel dem Komplexe angehört, mit jener ersten Ebene zusammenfällt. 

S.181, 2. 13—17. Die 00° Kugeln des linearen Kugelkomplexes schneiden auf 
der Fundamentalsphäre die oo? Trajektorienkreise aus. Durch jeden Punkt dieser 
Sphäre gehen o0® Komplexkugeln, aber diese haben in dem Punkte blos oo! ver- 
schiedene Tangentialebenen, die alle mit der Tangentialebene der Sphäre denselben 
Winkel bilden und also einen Umdrehungskegel umhüllen, dessen Achse ein Durch- 
messer der Sphäre ist. Diese Umdrehungskegel haben alle gleiche Öffnung. 

Die oo? Flächenelemente, die man so erhält, entsprechen natürlich den 00° 
Flächenelementen des linearen Linienkomplexes im Raume r, der bei Lies Ge- 
radenkugeltransformation in den linearen Kugelkomplex des Raumes R übergeht. 
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S. 181, 2. 15—13 v. u. Der Inbegriff aller dieser D,, definiert also alle Flächen, 


auf denen die eine Schar von Krümmungslinien sphärisch ist. Vgl. die in der Anm. ° 


zu 8.180, 2.7—9 (S. 707) angeführte Abh. von Bonnet, $. 280f., $II. 

S. 181, Z. 11—7 v. u. Die Form stimmt, wie es sein muß, überein mit der auf 
S. 171 gefundenen Form aller D,,, bei denen sämtliche Trajektorienkurven Kreise 
sind. 

S.181, 2.7 v.u. Vgl. 8. 190£. 

S.181, 2.2,1v.u. Vgl. S.138, Z. 14f. und $. 688. 

8.182, Z2.5—7. Bonnet, a.a. O. S. 291—295, $ VII und die Abh.: ‚Sur les 
surfaces qui sont coupees a angle droit par une suite de spheres variables suivant 
une loi quelconque.‘“ C. R. 36 (1853), S. 1133—1135. Diese Abh. hätte in Bd. III 
d. Ausg. auf S. 755, Z. 6 mit angeführt werden sollen. 

S.182, Z.11—1 v.u. Ann. V, $S.221 Anm. (Nr. 64 Anm.) bemerkt Lie, daß 
das nur gilt, wenn man die linearen D,, ausschließt, deren Charakteristiken Minimal- 
gerade sind. Einen Beweis für seine Behauptungen findet man Geom. d.B.T. 
S. 658-665, wo eine noch allgemeinere Frage erledist wird. 

S. 183, 2. 1—7. F. Joachimsthal: ‚„Demonstrationes theorematum ad super- 
ficies curvas spectantium.‘ Crelle 30 (1846), S.347—350. Dort gibt er auf S. 350 
ohne Beweis die Gleichungen der gesuchten Flächen an. Den Beweis findet man in 
der Arbeit: ‚Sur les surfaces dont les lignes de l’une des courbures sont planes.‘ 
Crelle 54 (1857), S.181—192. Joachimsthal spricht natürlich nicht „von ersten 
Integralen‘‘. Er zeigt, daß immer, wenn die eine Schar von Krümmungslinien in 
den Ebenen eines Büschels liegt, die andre sich auf Kugeln verteilt, deren Mittel- 
punkte der Achse des Büschels angehören, sonst aber beliebig wählbar sind. Das 
drückt Lie im Folgenden anders aus. 

Ist z= ar das Ebenenbüschel, so werden die Flächen, deren eine Schar von 
Krümmungslinien in den Ebenen des Büschels liegen, durch die partielle Differen- 
tialgleichung 1. O. definiert, die man erhält, wenn man den Parameter & aus der 
Gleichung: 


l+ap 
——f_ —f(e) 
vıi+Pp®+gq 
eliminiert. Dabei ist f(x) eine willkürliche Funktion (Bonnet, Ec. Pol. Tome XX, 
Cah. 35, 8. 182). Differentiiert man nach z und y und eliminiert sodann f’(&) so 
erhält man die partielle Differentialgleichung 2. O.: 


a mr an, 
dezyitpig Oyyı+p+q 


um deren allgemeine erste Integrale es sich hier handelt. 

S. 183, Z. 8—11. Man betrachtet also die oo! Ebenen p = Const. auf die all- 
gemeinste Weise als die Fundamentalsphären von oo! linearen Kugelkomplexen. 
Diese Schar von Kugelkomplexen hängt von einer willkürlichen Funktion eines 
Argumentes ab. Die entsprechenden D,, bilden das eine allgemeine erste Integral. 

S. 183, Z. 13—17. Auch der Inbegriff dieser Sphären hängt von einer willkür- 
lichen Funktion eines Argumentes ab. Die entsprechenden D,, bilden das andre 
allgemeine erste Integral. 

Aus den Untersuchungen von Joachimsthal geht hervor, daß jede dem 
einen allgemeinen ersten Integrale angehörige D,, mit jeder D,,, die dem andern all- 
gemeinen ersten Integrale angehört, oo! Integralflächen gemein hat. 

S. 183, Z. 16—14 v. u. Wählt man % fest, so ist Z, + AL, + uH = Oein linearer 
Komplex, dessen Kugeln die Ebene L, + AL, = 0 unter einem gewissen von u 
abhängigen Winkel schneiden. 

S. 183, 2.13 und 1 v. u. Ein Büschel von 00! Komplexen bezeichnet Plücker 


qz 
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a.a.0. S.19 als eine zweigliedrige Gruppe. Die dreigliedrige Gruppe ist dem- 
entsprechend ein Bündel von 00° Komplexen. 

S.183, 2.3, 2 v.u., S.184, 2.1, 2. Ausdrücklich ausgesprochen ist das zwar 
nirgends, es folgt aber aus $.136, 2.2 v.u. — S.137, Z.1—4. Den Punkten der Ge- 
raden in R entsprechen nämlich in r oo! Gerade des linearen Linienkomplexes 
H=0. Jeder orientierten Ebene durch die Gerade entspricht in r eine Parallele 
zur &, y-Ebene, die alle diese Komplexgeraden schneidet. Also erhalten wir in r 
eine Fläche zweiten Grades, deren eine Schar von Erzeugenden aus Geraden von 
H-— 0 besteht, die andere aus Parallelen zur x, y-Ebene. Die Erzeugenden der 
zweiten Schar sind paarweise reziproke Polaren in bezug auf H = 0, und jedem 
Paare entsprechen in R zwei zusammenfallende, aber entgegengesetzt orientierte 
Ebenen durch die Gerade. 

Man kann sich aber auch auf $. 140, Z. 10—5 v. u. stützen. Der dort erwähnte 
Kreis wird eine Gerade, wenn die Direktrizen der veränderlichen Kongruenz zur 
x, y-Ebene parallel werden. 

S.184. Vgl. Bd. III d. Ausg., Abh. XXXVIII (1883), S. 537—541. 

S. 184, Z. 14f. Diese Behauptung ist, wie wir in der Anm. zu S. 183, Z. 13—17 
gesehen haben, unmittelbar der Joachimsthalschen Theorie entnommen. Das ist 
wohl auch der Weg, auf dem Lie ursprünglich zu ihr gelangt ist. 

S. 184, Z. 17—14 v. u., S. 185, Z. 1—3. Im Linienraume enthält jedes der beiden 
allgemeinen ersten Integrale unbegrenzt viele lineare D,,, während im Kugelraume 
blos das zweite unbegrenzt viele lineare D,, enthält (S. 183, Z. 13—17). 

Andrerseits war zu der Zeit, als Lie seine Abhandlung schrieb, bereits bekannt, 
daß bei einer Monge-Ampereschen Gleichung, die zwei allgemeine erste Integrale 
besitzt: p(%ı , 4) = 0 und y(v,, %) = 0, jedes u, mit jedem v, in Involution liegt, 
daß also jedes [u,v;] identisch verschwindet (Bd. III d. Ausg., 5. 621). Daraus aber 
folgt, daß die Gleichungen g = 0, xy —= 0 bei beliebiger Wahl von p und x stets ein 
zweigliedriges Involutionssystem bilden und oo! gemeinsame Integrale besitzen. 

S.184, 2.12 v.u. F. Klein, Ann. II, $S. 198; Ges. Abh. Bd. I, S. 53. 

S.184, 2.9, 8 v.u. Ebd. S. 369, 85. 

S. 185, Z. 2f. Diese oo! Flächen zweiten Grades sind die gemeinsamen Integral- 
flächen der beiden linearen D,,. Jede lineare D,, hat ja zu Integralflächen die gerad- 
linigen Flächen, die in der zugehörigen Linienkongruenz enthalten sind (S. 155). 

S. 185, Z. 8—10. Die sphärische Abbildung einer Fläche denke man sich nicht 
als eine Abbildung der Punkte, durch parallele Normalen, sondern als eine Abbildung 
der Flächenelemente. Jedem Flächenelemente der gegebenen Fläche wird ein Flächen- 
element der Einheitskugel derart zugeordnet, daß die Ebenen beider Flächen- 
elemente parallel sind. Dabei muß man allerdings die Flächenelemente orientieren. 
Es handelt sich hier nun offenbar nicht um das allgemeine Problem der sphärischen 
Abbildung, sondern um das sogenannte „spezielle“, die Flächen zu finden, deren 
Krümmungslinien ein gegebenes Orthogonalsystem auf der Einheitskugel zum 
sphärischen Bilde haben. 

In der Tat, für eine Schar von Krümmungslinien gilt die Differentialgleichung: 
dy=f(p,g)dz, aus der folgt: 


dp:dq=r+sf:s-+tf. 
Nun aber läßt sich die Differentialgleichung S. 185, Z. 5f. auch so schreiben: 
ADIEFTN Fre NM TOILEDIEEDTI 
sie zieht daher wegen: 


r—tP=r+si—f6+M 
die Gleichung: 


[54] A+pP+frpdda— {pg+fl+gP)}dp=0 
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nach sich, die offenbar das sphärische Bild der betreffenden Schar von Krüm- 
mungslinien bestimmt. Ist daher das sphärische Bild durch eine Differentialglei- 
chung: dq= p(p,q)dp gegeben, so werden die Flächen mit diesem sphärischen 
Bilde durch die Gleichung $. 185, Z. 5f. definiert, wenn man 


pa —(+@) 
setzt. 


S. 185, 2. 21—23. Bonnet behandelt im ersten Teile der auf S. 707 angeführten 
Abh. (Ee. pol. tome XX, cah. 35, S. 119—181) die Aufgabe, alle Flächen zu bestim- 
men, bei denen beide Scharen von Krümmungslinien eben sind. Er führt diese Auf- 
gabe tatsächlich, wenn er es auch nicht ausdrücklich ausspricht, auf die andere 
zurück, alle Flächen zu bestimmen, bei denen die sphärischen Bilder der Krüm- 
mungslinien ein aus Kreisen bestehendes Orthogonalsystem bilden. Auf diese Weise 
“ gelangt er zu einer partiellen Differentialgleichung 2. O. (a. a. O. $.140, Gl. (14)), 
die der hier von Lie betrachteten Art von Gleichungen angehört. 

Im zweiten Teile seiner Abh. (S. 182—234) bestimmt Bonnet die Flächen, 
bei denen nur eine Schar von Krümmungslinien eben ist. Hier benutzt er die sphä- 
rische Abbildung nicht, spricht daher auch nicht von einer partiellen Differential- 
gleichung 2. O., auf die das Problem hinauskomme. Dagegen hat er das allgemeine 
erste Integral dieser Differentialgleichung, das der Schar der ebenen Krümmungs- 
linien entspricht. 

Übrigens hatte Darboux schon 1869 in der Abh.: „Sur la representation 
spherique des surfaces“, ©. R. 68, 8. 253—256 darauf hingewiesen, daß die Auf- 
gabe, alle Flächen mit ebenen und sphärischen Krümmungslinien zu bestimmen, ein 
besonderer Fall der andern ist, alle Flächen zu bestimmen, die ein gegebenes sphä- 
risches Bild haben. Vgl. auch S. 186, 188. 

S.185, 2.2, 1 v.u. Ist nämlich das partikuläre Integral eine D,,, die einer 
Kugelkongruenz entspricht, so sind die sphärischen Bilder der kreisförmigen Krüm- 
mungslinien der Integralflächen wieder Kreise, da jede Integralfläche oo! Kugeln 
der Kongruenz berührt, und zwar jede Kugel nach einer solchen kreisförmigen 
Krümmunsgslinie. 

Ist das partikuläre Integral eine D,,, die zu einem Kugelkomplexe gehört, 
so liegt auf jeder Kugel des Komplexes ihr Trajektorienkreis, und die Flächenelemente 
der Kugel längs dieses Kreises gehören der D,, an. Durch jeden solchen Trajektorien- 
kreis kann eine Integralfläche der D,, gelegt werden, welche die betreffende Kom- 
plexkugel längs des Trajektorienkreises berührt. Auf dieser Integralfläche ist dann 
der Trajektorienkreis eine Krümmungslinie, während die auf der Fläche liegenden 
Charakteristiken, die den Trajektorienkreis senkrecht schneiden, die zweite Schar 
von Krümmungslinien bilden. Das sphärische Bild des Trajektorienkreises ist nun 
offenbar ein Kreis. Demnach ist für jede Integralfläche das sphärische Bild der 
Krümmungslinien, die keine Charakteristiken sind, eine Kurvenschar, die einen 
Kreis enthält. Nun werden die Krümmungslinien einer Integralfläche, die Charakte- 
ristiken sind, durch eine Kurvenschar abgebildet, die für alle Integralflächen die- 
selbe ist, nämlich durch das sphärische Bild der charakteristischen Streifen unserer 
D,.. Die Krümmungslinien, die keine Charakteristiken sind, werden auf der Ein- 
heitskugel ebenfalls durch eine Kurvenschar abgebildet, die für alle Integralflächen 
dieselbe ist, nämlich durch die senkrechten Trajektorien jener Kurvenschar, die die 
Charakteristiken abbildet. Da überdies jedes der o0* Elemente der D, einem der 
00° Trajektorienkreise angehört, können wir schließen, daß die Krümmungslinien, 
die nicht Charakteristiken sind, durch eine Schar von Kreisen abgebildet werden. 

S. 185, 2.14, 13 v. u. Es ist nützlich, zu beachten, daß durch jeden Kreis der 
Ebene gerade zwei solche Kugeln gehen. 


BE a u ei. 
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8.185, 2.9—6 v. u. Vgl. S. 181, Z. 18—27. Die „Schar von Kugeln“ besteht 
hier aus oo! Ebenen. Die Auswahl der oo! linearen Kugelkomplexe C muß natürlich 
so getroffen werden, daß jedem Kreise des sphärischen Bildes einer entspricht. 

S.185, Z2.5—3 v. u., 8.186, Z. 1. Besteht ein Komplex aus allen Kugeln, die 
eine feste Ebene unter demselben Winkel treffen, so schneidet diese Ebene offenbar 
auf jeder Kugel des Komplexes den zugehörigen Trajektorienkreis aus (8. 168). 

8.186, Z. 16. Es ist das die erste Stelle, wo Lie die unendlich ferne Gerade der 
x, y-Ebene als die Fundamentalgerade des Raumes r bezeichnet. Über den Kom- 
plex Const. = 0 vgl. S. 690, Anm. zu $. 139, Z. 10—19. 

S.186, 2.19—14 v.u. Die Punkte p,,p, gehören ebenso wie die Ebenen E,,E, 
dem Raume r an, dürfen also nicht mit den vorher betrachteten Punkten p,, p, ver- 
wechselt werden. Es wäre zweckmäßiger gewesen, diese im Raume R liegenden 
Punkte P, und P, zu nennen. 

S.186, 2.10—8 v. u. Vgl. S. 183. 

S. 186, 2. 3—1v. u. Bonnet zeigt, daß jede Fläche mit ebenen oder sphärischen 
Krümmungslinien aus einer unter ihnen durch Dilatationen und Transformationen 
durch reziproke Radien abgeleitet werden kann; a.a.O. 8. 268—274, $ XII. 

S.187, Z2.6—10, Z.2,1 v.u. Offenbar meint Lie das auf $. 171, Z.15—19 
Gesagte. Aber erst der Hinweis auf Nr. 53 ermöglicht es, zu erraten, wie er sich mög- 
licherweise den Beweis gedacht hat. Die Gleichung x — 0 ordnet jedem Flächen- 
elemente &,y,2,p,gq eine Anzahl Fortschreitungsrichtungen zu, deren jede Haupt- 
krümmungsrichtung einer Fläche sein kann, der das Flächenelement angehört. 
Diese Richtungen zusammen mit den Orthogonalrichtungen sind die „konstanten 
Krümmungsrichtungen‘‘ des Flächenelementes. Hierdurch ist auf jeder Kugel ein 
Orthogonalsystem von Kurven bestimmt, ähnlich wie durch eine D!, nach Nr. 51 
auf jeder Kugel das Orthogonalsystem der Kurven s, co. Gibt es nun eine D,,, die 
ein erstes Integral darstellt und die zu einem Kugelkomplexe gehört!), so muß auf 
jeder Kugel dieses Komplexes der zugehörige Trajektorienkreis dem Orthogonal- 
systeme angehören, das auf der Kugel liegt. Soll ein allgemeines Integral dieser Art 
vorhanden sein, so ergibt sich genau so wie auf $. 179, Nr. 53, daß auf jeder Kugel 
des Raumes die eine Kurvenschar des zugehörigen Orthogonalsystems aus Kreisen 
besteht, daß also für jede D,,, die ein erstes Integral ist, alle Trajektorienkurven 
Kreise sind. Damit aber tritt S. 171, Z. 15—20 in Kraft. 

S.187, Z.14f. Die Achse des Büschels ist die Gerade, die durch den Träger 
des Büschels geht und auf der Ebene des Büschels senkrecht steht. Weil er das 
Wort Achse verwendet hat, um das auszudrücken, nennt Lie die Achse des Kegels 
dessen Mittellinie. 

8.187, 2. 15£. Der einem Punkte zugeordnete Umdrehungskegel kann für ver- 
schiedene D,,, die partikuläre Integrale sind, verschieden ausfallen, und er muß das 
auch, weil der Inbegriff aller D,, des allgemeinen Integrals alle 00° Flächenelemente 
des Raumes umfaßt. Die durch x — 0 bestimmten Krümmungsrichtungen, von denen 
jede durch den Punkt gehende Integralfläche eine enthält, müssen daher dem ebenen 
Büschel angehören; das heißt, x — 0 ist eine Pfaffsche Gleichung. 

8.187, 2.8,7 v.u. Durch x = 0 und durch die beiden partikulären Integrale 
werden jedem Punkte des Raumes zugeordnet eine Ebene und zwei Umdrehungs- 
kegel, deren gemeinsame Achse auf der Ebene senkrecht steht. In dem Falle, wo 
== ( nicht integrabel ist, würden diese zugeordneten Kegel für zwei beliebige 
Punkte stets dieselbe Öffnungsdifferenz haben. Durch ein solches Integral mit seinen 
Kegeln wäre also jedes andere etwa vorhandene mit seinen Kegeln vollständig 
bestimmt, also würde es überhaupt blos oo! solche erste Integrale geben. 


1) Der Fall einer D,,, die zu einer Kugelkongruenz gehört, müßte besonders 
behandelt werden, worauf wir nicht eingehen. 
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S.187, Z.4 v.u. Gemeint ist das vorhin (S. 711, Z. 24—26) besprochene 
Orthogonalsystem, das mit dem Systeme (s, co) auf $. 177 nichts zu tun hat. ß 

S.188, Z. 11. Ann. V, 8.227 (Schluß von Nr. 67) steht: „alle nicht röhren- 
förmigen“. 

S. 188—193, $ 21, Nr. 58, 59 entsprechen Ann. V, 8. 227—233, $ 22, Nr. 69—71. 
Der Schluß der jetzigen Nr. 59, S. 193, Z. 11—24 erscheint dort als Nr. 71. 

S.188, 2.13—1 v.u., 8.189, Z.1—5. Die D,, des allgemeinen ersten Integrals 
sind sämtlich nichtlinear, und die Linienkomplexe, zu denen sie gehören, ebenfalls. 
Jede D,, ordnet also jedem Punkte oo! Flächenelemente zu, deren Ebenen einen 
wirklichen Kegel umhüllen, den Kegel der durch den Punkt gehenden Komplex- 
geraden. Jedes Paar: u=a,v—=b, wo.a,b Konstanten sind!), bestimmt in jedem 
Punkte &, y, 2 gewisse Flächenelemente z, y,z,p,g, die nämlich, die den beiden 
durch v=a und v—=b bestimmten Komplexkegeln gemeinsam sind. Der auf 
2. 6—3 erwähnte Ausnahmefall ist hier ausgeschlossen, weil zwei Linienkomplexe, 
dieoo? Komplexkegel gemein haben, zusammenfallen. Darauf kommt das 2. 2,1v.u. 
Gesagte hinaus. Durch eine Gleichung u —= f(v) werden nun „nach einem beliebigen 
Gesetze‘ oo! unter den oo? Gruppen: u= a, v— b ausgewählt. Der Inbegriff der 
Flächenelemente, die in allen diesen oo! Gruppen: u = f(b), v = b enthalten sind, 
bildet die Flächenelemente der Gleichung: u = f(v). Diese gehört ihrerseits zu einem 
Linienkomplexe, dessen Komplexkegel in jedem Punkte von den oo! Flächenele- 
menten umhüllt wird, die zu jenen oo! Paaren gehören. 

S. 189, 2. 6—13. Es sei u = a, v = b eine beliebige Gruppe und: 


[55] P=ol2ı9,2:0,5),.0= 412,9,4,0,b) 


eine Auflösung dieser beiden Gleichungen. Dann bestimmt jede unendlich benach- 
barte Gruppe: u= a-+ da, v—=b-+-dbin jedem Punkte z, y,z ein dem Flächen- 
elemente 2,y,2,p=9, q= xy unendlich benachbartes Element: 2,y,2,p + dp, 
q-+- dq, und diese beiden Elemente ordnen dem Punkte den Schnitt ihrer Ebenen 
zu, also die Fortschreitungsrichtung: 


[56] öz:öy:öz—=dgq:—dp:pdgq—qdp, 


wo zu setzen ist: 
dp=g,da+g,db, dg=yx,.da-+ x, db. 


Für jede Wahl von da: db ist hierdurch ein simultanes System bestimmt, dessen 
Integralkurven, wie wir jetzt zeigen werden, gerade Linien sind. 

Wir können nämlich unbegrenzt viele Integralkomplexe: u — F(v) ausfindig 
machen, deren Mongesche Gleichung: &(z, y,2,öx,öy,6z)—= 0 von allen Inte- 
gralkurven des eben aufgestellten simultanen Systems befriedigt wird. Zu diesem 
Zwecke wählen wir zunächst F(v) so, daß a — F(b) wird, daß also die Gruppe: 
u= a,v— b dem Integralkomplexe u = F(v) angehört. Andrerseits wird die vor- 
hin erwähnte Mongesche Gleichung aus den Gleichungen: 


ö2—pöz—qgöy=0, {u,—F'(w)p,} 5y— {u —F'(v)v,} 62= 0, u=Ffo) 


durch Elimination von p, q erhalten. Von diesen Gleichungen aber werden die erste 
und die letzte durch die Substitution [55], [56] identisch erfüllt, während die zweite 
die Gestalt: 

[57] da= F'(v) db 


annimmt. Wir brauchen daher nur F(v) so zu wählen, daß [57] für v=b erfüllt ist. 


1) Die Abkürzung (u,, ®,) ist nicht nachahmenswert. Die Indizes p, q lassen 
wir als überflüssig weg, zumal sie ja schon als Flächenelementkoordinaten verwendet 
werden. 
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Damit sind unbegrenzt viele Integralkomplexe gefunden, deren Mongesche 
Gleichungen von allen Integralkurven des simultanen Systems [56] befriedigt 
werden. Aber diese Integralkomplexe gehören zu unendlich vielen verschiedenen 
Linienkomplexen. Andrerseits ist klar, daß die Mongeschen Gleichungen von zwei 
verschiedenen Linienkomplexen jedenfalls innerhalb eines gewissen Gebietes nur 
solche Integralkurven gemein haben können, die den Gleichungen: y” = 0,2” = 0 
genügen. Demnach sind die Integralkurven von [56] lauter gerade Linien, und dieses 
simultane System bestimmt eine Linienkongruenz. 

Den oo! Werten von da: db entsprechend erhalten wir so zu jeder Gruppe: 
u= a, v—b oo! Kongruenzen. Die durch den Punkt x, y,2 gehenden Geraden 
dieser Kongruenzen liegen offenbar alle in der Ebene des Flächenelementes 
2,Yy,2,p,q, das die Gruppe dem Punkte x, y,2z zuordnet. Der Inbegriff dieser 
Kongruenzen bildet daher einen Linienkomplex, bei dem die durch einen Punkt 
gehenden Komplexgeraden immer ein ebenes Büschel bilden. Es ist das der Kom- 
plex, den Lie mit C bezeichnet. 

Lie schließt nun ohne weiteres, daß C ein linearer Komplex sein muß. Das ist 
aber nicht richtig, da C, nach einer Bemerkung von F. Klein, auch aus den Tan- 
genten einer abwickelbaren Fläche bestehen könnte. Vgl. die Anm. zu $.178, 2.10 
bis 8v. u. S. 706f. 

S.189, Z.17—15 v.u. Das ist die erste Frage; in zweiter Linie kommt die, 
ob diese Differentialgleichung eine D/, ist. 

S. 189, Z. 9—6 v. u. Die D,,, die zu dem Umhüllungskomplexe von oo! linearen 
Kugelkomplexen gehört, ist auf $. 181 beschrieben. Bei ihr hat jede Integralfläche 
zu Krümmungslinien die Charakteristiken und deren senkrechte Trajektorien. Für 
jedes Flächenelement der D,, fällt aber die charakteristische Richtung in die Er- 
zeugende des Mongeschen Kegels, längs deren die Ebene des Flächenelementes den 
Kegel berührt, und die Trajektorienrichtung wird von der Ebene des Flächen- 
elementes auf der Fundamentalsphäre des Komplexes C ausgeschnitten, dem das 
Flächenelement als ausgezeichnetes Flächenelement angehört. Die D,, ordnet so- 
mit jedem ihrer Flächenelemente dieselben beiden Krümmungsrichtungen zu, wie 
die D},. 

Es wäre jetzt noch zu untersuchen, ob an Stelle der oo? linearen Linienkom- 
plexe auch die Linienkomplexe treten können, die von den Tangenten von oo? ab- 
wickelbaren Flächen gebildet werden. Die Pfaffsche Gleichung eines solchen 
Linienkomplexes ist aber unbeschränkt integrabel und besitzt oo! Ebenen zu 
Integralflächen. Sie ist daher mit einem unbeschränkt integrabeln Systeme von zwei 
partiellen Differentialgleichungen 1. O. gleichbedeutend, das nur oo! Ebenen zu 
Integralvereinen hat und das daher durch zwei Gleichungen zwischen p,q, 
zp-+ yq— z dargestellt wird. Demnach liefern oo? solche Linienkomplexe ein Sy- 
stem von der Form: 


o(p,4,2p+ygq—)=4, XP,HEpt+ya—D)=u. 


Wählen wir unter diesen Komplexen beliebige oo! aus, so umhüllen sie einen Linien- 
komplex, zu dem eine Differentialgleichung von der Form: 


2(9,)=0 


gehört, wo 2 eine willkürliche Funktion ist. Es liegt aber auf der Hand, daß der 
Inbegriff dieser Differentialgleichungen ein allgemeines Integral 1.0. der bekannten 
Differentialgleichung 2. O.: 

rtt—?2=0 


bildet, die das noch allgemeinere Integral: 
op, g9,Pp + yg—2)= 0 


besitzt. 
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Es ergibt sich demnach hier nichts wesentlich Neues, denn diese Differential- 


gleichung ist zwar nach $. 193 eine D//,, aber sie ist eine, die ganz besondere Eigen- 


schaften besitzt. 

S.191, Z.15—7 v.u. Es seien a,a’ und b, b’ die Leitlinien der beiden Kon- 
gruenzen, und zwar mögen a und b einander in C treffen, a’ und b’ in C’, a und b’ 
in D, a’ und bin D’. Dann sind CC’ und DD’ die beiden Geraden, die beide Kon- 
gruenzen gemein haben. Es seien ferner a, a’ und b, b’ die reziproken Polaren von 
a,a’, b,b’ in bezug auf den linearen Linienkomplex H = 0, und es werde der Schnitt- 
punkt von a, b mit C bezeichnet und so fort. Dann ist DD’ die reziproke Polare 
von CC’ und EC’ die von DD’. 

Die Geraden, die der Komplex H —= 0 mit der Kongruenz a, a’ gemein hat, 
sind zugleich die, die er mit a, a’ gemein hat. Unter ihnen gibt es gerade zwei, 
die CC’ schneiden, und es ist klar, daß die eine von diesen durch C geht, die andre 
durch C’. Dieselben Geraden müssen aber auch DD’ schneiden, es geht also die eine 
durch ®, die andre durch ®’. Wir können daher annehmen, daß CD und C’ DV 
die Geraden der Kongruenz aa’ sind, die CC’ treffen. Dann sind offenbar CD’ 
und C’D die Geraden der Kongruenz b, b’, die CC’ treffen. Die vier Punkte C, C’, 
D, D’ bestimmen somit ein räumliches Vierseit, das von Geraden des Komplexes 
H = 0 gebildet wird. 

Es sei nun CC’ die gemeinsame Gerade der Kongruenzen a, a’ und b, b’, der 
im Raume R die Kugel Q entspricht. Dann entsprechen den Komplexgeraden CD 
und C’D’ die Punktkugeln p,, p; auf Q und den Komplexgeraden CP’ und C’D 
entsprechen die Punktkugeln z,,77,. Den Punkten C,C’, D, D’ entsprechen aber 
Minimalgerade und zwar den Punkten C und C’ die Minimalgeraden pP, Paz 
und den Punkten D, D’ die Minimalgeraden pr, und p;r,. Demnach bestimmen 
Pı, Pa, 7,7%, ein räumliches Vierseit von Minimalgeraden, das auf der Kugel Q 
liegt, und es sind infolgedessen die Geraden p, p, und 7,7, reziproke Polaren in 
bezug auf die Kugel Q. Hieraus folgt, daß der Pol jeder Ebene des Ebenenbüschels 
durch p,p, auf 7, liegt und umgekehrt, daß also jede Ebene des Ebenenbüschels 
durch p,p, auf jeder Ebene des Büschels durch z,, senkrecht steht. Die beiden 
auf Q liegenden Kreisscharen durch p,p, und durch z,7, bilden somit ein Orthogonal- 
system. 

S.191,2.6,5 v.u. Daß die der Kugel nach Nr. 51 zugeordneten Kurven s und o 
zwei solche Kreisscharen sind, ist in Nr. 53 bewiesen. 

S. 192, Z.6—8. Durch die beiden unendlich benachbarten Kugeln 9’, 9” sind 
ja oo! unendlich benachbarte Kugeln bestimmt, die alle jedem Integralkomplexe 
angehören, der Q) enthält. In dem Inbegriffe aller Kugeln, die allen Q enthaltenden 
Integralkomplexen angehören, gibt es daher zu jeder Kugel, die dem Inbegriffe an- 
gehört, oo! unendlich benachbarte, von denen dasselbe gilt. 

S. 192, Z. 19—21. Selbstverständlich ist p,’ dem p, und p,’ dem p, unendlich 
benachbart ; aber Q’ berührt Q blos in p,, nicht in p,, deshalb fällt p,’ mit p, zusam- 
men, während über das Verhalten von p,’ nichts ausgesagt werden kann. 

S. 192, Z. 24—26. Jede Kugelkongruenz läßt sich derart in oo! Scharen von 
je oo! Kugeln ‚„zerlegen‘‘!), daß je zwei unendlich benachbarte Kugeln einer solchen 
Schar einander berühren. Wendet man nämlich die Bedingung: 2dX?—= dH? 
für die Berührung zweier unendlich benachbarter Kugeln auf eine Kongruenz an, 
deren Kugeln durch die Parameter «, v bestimmt sind, so erhält man in u, v eine 
Differentialgleichung 1. O. und zweiten Grades. In dem vorliegenden Falle besteht 
jede der beiden Scharen von oo! Kugeln, denen eine beliebige Kugel der Kon- 
gruenz angehört, aus solchen Kugeln, die einander in einem Punkte berühren, die 


1) Der Ausdruck: „zusammenfassen‘‘, den Lie benutzt, ist geeignet, Miß- 
verständnisse hervorzurufen. 


ee 
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also ein Flächenelement gemein haben. Die einer solchen Schar entsprechenden Ge- 
raden in r haben daher ebenfalls ein Flächenelement gemein, das heißt, sie bilden 
ein ebenes Büschel. 

S, 192, Z.6—83 v. u. Ist Q eine der beiden den Kongruenzen S und 2 gemein- 
‚samen Kugeln, so sind die auf $.191, Z.6—3 v.u. erwähnten Punkte p,, ps die 
auf Q liegenden Punktkugeln von S, und z,, 7, die von 2. 

Ein direkter Beweis des Satzes über die D/, mit zwei allgemeinen ersten Inte- 
gralen wird in Bd. III d. Ausg., Abh. XXXVIII, S. 541 angedeutet. 

S.193—199, $22, Nr. 60—62 entsprechen Ann.V, Ss. 233—244, $ 23, Nr. 72—75, 
und zwar ist Nr. 62 in die Nrn. 74 und 75 zerlegt. Der Schluß von Nr. 75 (Ann. V, 
S. 243f.) ist neu. 

S. 194, Z.5—9. Vgl. S. 164, Z. 18—22 und S. 694, Anm. zu S. 151, 2.6—1v.u. 

S.194, 2.11,10 v.u. Vgl. S. 117. 

S. 194, Z. 6—1 v. u. Die in dem Ebenenbüschel enthaltenen Minimalebenen be- 
rühren alle Kugeln, deren Mittelpunkte auf der Achse des Büschels liegen, das heißt 
alle Kugeln der linearen Kugelkongruenz Z.5 v. u. Im Raume r entsprechen daher 
diesen Minimalebenen die Direktrizen der linearen Linienkongruenz. 

Die auf Z. 10—7 v. u. gegebene Definition von r bedarf hiernach keiner wei- 
teren Erläuterung. 

S. 195, Z.12—14. Die Erzeugenden der Singularitätenfläche gehören ja der 
auf S. 194 erwähnten speziellen linearen Kongruenz an. Die zusammenfallenden 
Doppellinien der Fläche sind die zusammenfallenden Direktrizen dieser Kongruenz. 

S. 195, Z. 14—16. Jede Minimalebene, welche die Fläche F, — 0 berührt, ent- 
hält zwei Erzeugende der Fläche, und durch jede dieser Erzeugenden geht noch eine 
zweite berührende Minimalebene. Demnach sind jeder Erzeugenden von r zwei andre 
Erzeugende von r zugeordnet. Soll die Minimalebene von einer Kugel berührt 
werden, so ist notwendig und hinreichend, daß der Kugelmittelpunkt auf der Mini- 
malebene liegt. Jede Kugel des Kugelkomplexes F,(X, Y,Z) = 0, welche die Mini- 
malebene berührt, hat daher ihren Mittelpunkt auf einer der beiden vorhin erwähnten 
Erzeugenden der Fläche F, —= 0; sie berührt infolgedessen eine bestimmte unter 
den beiden erwähnten Minimalebenen. 

S.195, Z. 17. Siehe S. 194, Z. 18—7 v.u. 

S. 195, Z. 18—15 v. u. Inden Ann. V, S. 235, Nr. 73 ist das, auf Veranlassung 
von Klein, berichtigt: ‚‚mittelst hyperelliptischer‘. 

S.196, Z2.3—1 v. u. Vgl. Abh. XI, S. 149. 

S.196, Z. 8—11. Abh. VI, S. 80. 

S. 197, Z.10—13. Die vier Komplexe hängen von 3.5 + 4 Konstanten ab, 
die wegen der Involutionsbeziehung sechs Bedingungen erfüllen müssen. 

S. 197, Z. 18—20. Es sei: 2%X + U= 0 eine Minimalebene, also 2 X? — 0; 
dann entspricht dieser nach S. 687 im Raume r die Gerade: 


3z=(&k+HNM, K-1NM2= — dt, 
U= 32 — (&+iY)y —U=(K —ıW)r + 3y. 


Nun ist ZaX,X —= d, unter der Voraussetzung Z aX,? —= d, eine beliebige Tangen- 
tialebene der Fläche (2). Diese Ebene ist Minimalebene, wenn wir: 
1-4? 314%) 


2uv 
R A Be a er 


setzen, und Tangentialebene, wenn vo der Bedingung: 


ar ran 
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genügt. Demnach ist: 
A1—u)X+il+wW)Y+2uZ= 


- VL, -Veo = FF RER ae Ioj 


die allgemeinste Minimalebene, welche die Fläche (2) berührt. Die entsprechende 
Gerade im Raume r wird: 
2 = —ul, 


22+2uy= VI. Veß-aWFDF 2(2ab—ac—be)u:.t, 


also finden wir durch Elimination von u die geradlinige Fläche r, die nach S. 194f. 
die Singularitätenfläche des Linienkomplexes ist, der dem Kugelkomplexe (2) ent- 
spricht. Ihre Gleichung wird wirklich die S. 197, 2.13 v. u. angegebene. 

Prof. E.A. Weiß in Bonn hat sich freundlichst der- Mühe unterzogen, die 
Gleichung der Singularitätenfläche „nach der gewöhnlichen Methode“ aus der 
Gleichung des Linienkomplexes abzuleiten, und hat auf diese Weise die Richtigkeit 
der gefundenen Gleichung bestätigt. 

Im ersten Drucke sind die Gleichungen S. 197, 2.13 und 4 v. u. durch Schreib- 
oder Druckfehler entstellt (vgl. S. 512), die Ann. V, S. 237 nicht berichtigt sind. 

S.198, 2.10 v. u. Im ersten Drucke: ‚noch 9 Komplexe‘. In der folgenden voll- 
ständigen Aufzählung hat Lie den auf S.198, 2.2, 1 angegebenen Fall vergessen. 
In den Ann. V, S. 238—242, Nr. 75, A, 1—C, 17 ist das berücksichtigt. 

S. 198, 2. 8—1 v. u. Hier hat man also sechs verschiedene Möglichkeiten. 

S.199, 2.1—3. Auch hier sechs Möglichkeiten. 

S. 199, Z. 4—10. Die Zahl der Möglichkeiten ist fünf. 

S. 199, Z. 11—16. Die Tangentialebene: 


AK IHR LoeZR ZI =0, 


wo aXg? + bYo°-+ 2cZ, = 0, ist eine Minimalebene, wenn: @ X? + b?Y? + c=0. 
Wir setzen daher: 


„ie lm ,_ie du 

Fa near 
und finden: 

ee c 4u? 

nennen: 


Die allgemeinste Minimalebene, welche die Fläche berührt, wird somit: 
.1— u? c (1— u!\? c 4 u? 
en Marien Hz) 2dAtu) 


und die entsprechende Gerade: 


.u—ı1 c [1— u?\2 C 4u? .u—i 
2 = —1I ——t, len Hay]? eti er N 


Hieraus folgt: 
NW und ce 4izt Be) 
Eu z+ it’ EN (z + it)?’ es (2 + it) ’ 


also wird die Singularitätenfläche: 


c(b — a)(z! +1!) — 2c(b + a)2?t? + Bab(zt — zy)zt=0. 


er. 
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Auch hier enthält der erste Druck einen Schreib- oder Druckfehler, s. S. 512, der - 
Ann. V, S. 238 nicht berichtigt ist. 

S. 199, Z. 3—1 v. u. Im ersten Drucke spricht Lie blos von 25. Das ist Ann. V 
berichtigt, ebenso wie die elliptischen Funktionen. Außerdem erwähnt Lie dort 
auf S. 243, am Schlusse der wesentlich eingehenderen Aufzählung, daß unter diesen 
26 Komplexen nur 24 wesentlich von einander verschieden sind. 

S.200, Z2.15—19. Vgl. Abh. XI, S. 165—167, Nr.43. und Abh. VI, $.85, 
Z.10—7 v.u., wo im Grunde die Haupttangentenkurven des tetraedralen Kom- 
plexes bestimmt sind, s. S. 658 f. 

S. 200, Z. 20. Man erinnere sich an $. 197, Z. 13f. 

S. 200, Z. 23—25. Vgl. Abh. IX, S. 96. 

S.200, Z.12—10 v.u. Am 7. April 1871 schreibt F. Klein aus Göttingen: 

„Ich müßte mich sehr täuschen, oder ich habe eben einen Beweis gefunden 
dafür, daß die Komplexe eines Orthogonalsystemes (oder, wie ich gern sage, eines 
Involutionssystems) immer unendlich viele gemeinsame Lösungen haben. Nämlich 
so. Mit Bezug auf irgend ein Komplexinvolutionssystem kann man genau so, wie ich 
für die Komplexe zweiten Grades mit gemeinsamer Singularitätenfläche es getan 
habe, (elliptische) Koordinaten einführen. Die Bedingung für das Schneiden zweier 
benachbarter Linien wird dann: 


0=da2.P+dyp.-Q+deR+dt.S. 


Nun kann man, denke ich, zeigen, daß P die Form hat 


(PEZPY)(Pr— P2)(Pz— pt) 
f(z) 


wo g und f irgend welche Funktionen. Ebenso wird 


Do 0 nen 
I(y) 
Das dafür nötige Raisonnement wird wahrscheinlich mit dem übereinstimmen 
welches Du in Deiner Arbeit für3 Variabele machst. Ich willnun nur nochzur Bequem- 
lichkeit statt x, y, z, tneue Veränderliche &, 7, &, ® einführen, wo &— 9%,n=py, 


= 9z, d= pt. Dann ist also die Bedingung für das Schneiden zweier benach- 
barter Linien: 


en A Lana Ser I al Ne 
1) 0=dE. dn?.* ... 
Bere Be 
Hieraus folgt, daß die Bedingung dafür, daß zwei Komplexe g=0, y=0in In- 
volution liegen, ist: 
0p o op 6 
tn 2.2.20) 
(2) LE: run... 2... 
En 5—l-$—9 n—L-n—d.n—E 


Ferner, damit ein Komplex y—=0 ein spezieller Komplex ist, d.h. ein Komplex, 
dessen Geraden eine Fläche berühren, muß sein: 


Oy\2 Oy\? 
(Fo (3) F@ 
(3) ar, n—tL cs ner 


für alle Linien von y=0. 
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„Dein Problem: Die Integralflächen eines Komplexes = 0 zu bestimmen, 
kommt nun darauf hinaus, diejenigen speziellen Komplexe anzugeben, . 
welche mit 9=0 in Involution liegen. 


„Nun geht die Schlußweise genau so weiter, wie damals bei den Komplexen 
zweiten Grades. 


„Man genügt der Gleichung (3), indem man setzt: 


SV ee. uk PIE 


N — 


Es ist also: 
w — ÜConstans 


die Gleichung einer Schar von speziellen Komplexen (Flächen). 


„Ich behaupte nun, daß diese Flächen gemeinsame Lösungen der 
beiden Komplexe 2—=c, 2—c’ des Involutionssystems sind. In der Tat, 
bildet man Gleichung (2), so wird dieselbe identisch befriedigt. 


„Man übersieht, daß man ähnliche Sätze für Mannigfaltigkeiten mit mehr 
Variabeln aufstellen kann.‘ 


Zur näheren Erläuterung vgl. man Kleins Darstellung in „Über gewisse in 
der Liniengeometrie auftretende Differentialgleichungen‘“, Ann. V, $. 293—8300 
(1872), Ges. Abh. I, Abh. IX, S. 143—149. Es ist das die Abhandlung, die Lie 
S.200, Z.2,1 v.u. als bald erscheinend bezeichnet, die aber erst im nächsten 
Jahre in Bd. V der Annalen, unmittelbar hinter Lies Umarbeitung der Abhand- 
lungen XI und XII erschienen ist. 


5.200, 2.3 v.u. Hier sind z,,...,&g die sechs homogenen Kleinschen 
Linienkoordinaten. Diese sind durch die Gleichung & 2? = 0 verbunden, die man 
sich immer hinzugefügt denken muß. Sie geht durch eine einfache Transformation 
aus der bekannten PıaPsa + PaaPıa + Psı Pa = 0 hervor. 

S. 201, 2. 6. S.195, Z. 17—22. 

S. 201, 2. 8—15. Die Gleichung F(X, Y,Z)= 0 stellt einen Kugelkomplex 
dar, dessen zugehörige D,, (S. 159, 164) alle Flächen definiert, für die F —= 0 der eine 
Mantel der Zentrafläche ist. Zwei konfokale Flächen des Raumes.X, Y, Z bestimmen 
daher zwei D,, die oo! gemeinsame Integralflächen haben. 


S. 201, 2.16—19. Zu einem Tetraeder gehören oo! tetraedrale Komplexe 
(Abh. V, S. 68) und somit oo! D,, , die alle bei der projektiven Gruppe des Tetraeders 
invariant bleiben. Jedem Komplexe gehören o0® W-Kurven an, die charakteristische 
Kurven der dem Komplexe entsprechenden D,, sind. Der Inbegriff der oo? Flächen- 
elemente, die zwei verschiedene solche D,, gemein haben, bleibt auch bei der Gruppe 
invariant. Wir legen nun durch den Punkt eines solchen gemeinsamen Flächenele- 
mentes die hindurchgehende charakteristische Kurve der ersten D,,. Dann werden 
die zu der Kurve gehörigen Flächenelemente der ersten D,, alle auch der zweiten 
D,, angehören. Legen wir daher durch jeden Punkt der Kurve die hindurchgehende 
charakteristische Kurve der zweiten D,,, so erhalten wir eine Fläche, die auch von 
charakteristischen Kurven der ersten D,, erzeugt ist. Diese Fläche bleibt bei einer 
zweigliedrigen Untergruppe der Gruppe des Tetraeders invariant, demnach sind 
alle ihre Flächenelemente beiden D,, gemeinsam. Mit andern Worten, sie ist eine 
gemeinsame Integralfläche beider D,,. Solcher Integralflächen erhalten wir aber 
gerade oo!. Vgl. S. 658 f. 


F 
4 
i 
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Für das Folgende ist zu beachten, daß auch diese oo! tetraedralen Komplexe 
als konfokal zu betrachten sind. In den sechs Kleinschen homogenen Linienkoordi- 
naten werden sie, wie aus $. 637, Gl. (2’) leicht hervorgeht, durch eine Gleichung 


von der Form: 
Ka +2) +uli + d)=0 


dargestellt, zu der noch die Gleichung: 27 ++ =0 hinzukommt. 

Führt man nun statt z,, x, zwei neue Koordinaten p,gq ein, so daß a +2 
— 2 pq wird, und setzt man p = 1, so kann man z,,..., 2, als nichthomogene Ko- 
ordinaten der Geraden des R, betrachten. Diese Geraden werden durch die Punkte 
der Mannigfaltigkeit zweiten Grades: #2 +23+25;+2j+2q9=0 eines R, 
mit den nichthomogenen Koordinaten z,,....2,,q abgebildet, Und: 247 08,0 
sind nichthomogene Koordinaten der Punkte eines ebenen R,, auf den diese Mannig- 
faltigkeit zweiten Grades durch stereographische Projektion bezogen ist (Klein, 
Gött. Nachr. 1871, $. 77f. Ann. V, S. 264f. (Ges. Abh. I, S.100 und 113f.). Als Bild 
der oo! Linienkomplexe erhält man in diesem R, ein Büschel von oo! dreifach 
ausgedehnten Kegeln zweiten Grades. 

S. 201, Z.10—5 v. u. In der Tat, sind f = 0 und @ = 0 die beiden Gleichungen, 
so ziehen sie nach $. 155, vgl. S. 696, die Gleichungen: 


9a tr9) + ha tar) fett) t rt dd) 0 


nach sich, also auch die Gleichung [fg] = 0, was eben bedeutet, daß es oo! gemein- 
same Integrale gibt. Die von Lie angegebene Bedingung ist also für das Vorhanden- 
sein solcher Integrale hinreichend, aber sie ist offenbar nicht notwendig. 

S. 201, Z.4—1 v. u. Wir denken uns oo! beliebige Kugelkomplexe gegeben und 
betrachten die oo! zugehörigen D,,. Jede von diesen enthält oo? Flächenelemente, 
und alle zusammen umfassen die sämtlichen 00° Flächenelemente des Raumes. 
Die Flächenelemente einer Kugel, die einer beliebigen unserer D,, angehören, be- 
stimmen die zur Kugel gehörige Trajektorienkurve der D,,. Diese Trajektorien- 
kurve kann in mehrere Kurven zerfallen, aber für jedes Flächenelement der Kugel, 
das der Trajektorienkurve angehört, steht die Tangente der Kurve, die Trajektorien- 
richtung des Flächenelementes, senkrecht auf der zu diesem gehörigen charakteri- 
stischen Richtung ($. 170, Z.5 v.u. — 8.171, Z. 9). Da jedes Flächenelement einer 
D,, zwar oo! Kugeln angehört, aber nur eine diskrete Anzahl charakteristischer Rich- 
tungen enthält, ordnet die D,, jedem ihrer Flächenelemente eine diskrete Anzahl 
von Trajektorienrichtungen zu. 

Um von vornherein alle Bedenken zu vermeiden, betrachten wir unter den D,. 
eine von allgemeiner Lage und ein dieser angehöriges Flächenelement von allgemeiner 
Lage. Wir beschränken uns überdies auf die Flächenelemente, die in einer gewissen 
Umgebung des ausgewählten liegen, und auf die D,, in einer gewissen Umgebung 
der ausgewählten. Wenn wir von den Flächenelementen einer D,, oder einer Kugel 
reden, sind dann selbstverständlich nur solche gemeint, die jener Umgebung des 
ausgewählten Flächenelementes angehören. 

Dabei ist noch zu bemerken, daß das ausgewählte Flächenelement mehreren 
Kugeln des Linienkomplexes der ausgewählten D,, angehören kann. Unter diesen 
Kugeln wählen wir eine bestimmte aus und betrachten nur solche Kugeln, die in 
einer gewissen Umgebung der ausgewählten liegen. Jede solche Kugel gehört dann 
dem Komplexe einer ganz bestimmten D,, an, die in der Umgebung der ausgewählten 
D,, liegt. 

_ Wählen wir die besprochene Umgebung genügend klein, so wird jede D,, jedem 
ihrer Flächenelemente nur eine charakteristische und also auch nur eine Trajek- 
torienrichtung zuordnen und jeder Kugel in der von uns betrachteten Umgebung 
eine in dieser Umgebung liegende Trajektorienkurve. Die oo! D, bestimmen 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Ba. I. 46 
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daher auf jeder Kugel eine Schar von oo! Trajektorienkurven. Da jedes Flächen- 
element einer bestimmten D,, angehört, überdeckt diese Kurvenschar die ganze _ 
Kugel. 

Nun aber gehören unsre oo! D,, zu oo! konfokalen Komplexen zweiten Grades. 
Zwei solche Komplexe haben immer 00? Kugeln gemein, drei haben gerade oo! 
Kugeln gemein und vier nur eine diskrete Anzahl. Die 00° Kugeln jedes Komplexes 
werden daher durch die oo! Komplexe in oo! Scharen von je 00? Kugeln zer- 
legt, derart, daß jede allgemein gelegene Kugel nur einer diskreten Anzahl der 
oo! Komplexe angehört. Andrerseits verteilen sich die Flächenelemente der zu 
einem beliebig ausgewählten Kugelkomplexe gehörigen D,, auf die oo? Trajektorien- 
kreise der Kugeln des Komplexes (S. 169). 

Das von uns ausgewählte Flächenelement gehört mindestens noch einer D,, an, 
die nicht in der von uns betrachteten Umgebung der zuerst ausgewählten D,, liegt. 
Eine derartige D,, bestimmt dann zusammen mit den D,, ihrer Umgebung auf jeder 
der früher besprochenen Kugeln eine zweite Schar von oo! Trajektorienkurven. 

Dieser Schluß kann immer gezogen werden, wenn die oo! Komplexe, zu denen 
die D,, gehören, die Eigenschaft haben, daß drei Komplexe im allgemeinen nur oo! 
Kugeln gemein haben und vier nur eine diskrete Zahl. Er ist aber dann selbstver- 
ständlich an die vorhin gemachte Voraussetzung gebunden, daß wir uns auf eine 
gewisse Umgebung eines Flächenelementes von allgemeiner Lage beschränken. In 
dem besonderen Falle der konfokalen Komplexe zweiten Grades gilt er für jedes 
Flächenelement und jede Kugel von allgemeiner Lage. 

Sollen endlich je zwei unsrer D,, 00! Integralflächen gemein haben, so ist nach 
dem ersten Absatze von Nr. 65 notwendig und hinreichend, daß auf jeder Kugel 
die beiden in ihr enthaltenen Kurvenscharen aus Kurven bestehen, die einander paar- 
weise orthogonal schneiden. 

Da wir vorausgesetzt haben, daß die D,, allgemeine Lage hat, haben wir die 
in unsrer Komplexschar etwa enthaltenen linearen Kugelkomplexe vorläufig aus- 
geschlossen. Die linearen Kugelkomplexe nehmen ja insofern eine Ausnahmestellung 
ein, als zu einem solchen eigentlich keine D,, gehört. Er bestimmt nämlich nicht o0® 
Flächenelemente, sondern bloß 00°, und diese verteilen sich auf 00° Umdrehungs- 
kegel, deren Spitzen auf seiner Fundamentalsphäre liegen (S. 181). Ganz besonders 
ausgezeichnet ist der lineare Komplex H = 0 aller Punktkugeln. Faßt man diesen 
auf als den Inbegriff aller Minimalkegel, so gehört zu ihm die D.:1+ P°+ ee ir 
Hier fällt jede charakteristische Richtung mit der Trajektorienrichtung zusammen, 
und die charakteristischen Kurven, die Minimalgeraden, sind zugleich die Trajek- 
torienkreise, deren jede Kugel des Komplexes oo! enthält. Faßt man den Komplex 
auf als den Inbegriff aller Punkte, diese als Vereine von je oo® Flächenelementen 
betrachtet, so verschwindet die zugehörige D,, identisch. 

Ganz anders ist es jedoch bei den linearen Kugelkomplexen, die einer Schar 
von oo! konfokalen Kugelkomplexen zweiten Grades angehören. Ist A der Parameter 
der Schar, so erhält man eine D,,, die von dem Parameter A abhängt. Liefert der 
Wert A = 7, einen linearen Kugelkomplex, so muß die zugehörige D,, identisch ver- 
schwinden. Man kann aber durch einen Grenzübergang, indem man mit A—% 
dividiert und dann A —= A, setzt, auch für den Komplex A = 7, eine zugeordnete D;, 
gewinnen. Um darüber ins klare zu kommen, betrachten wir die entsprechenden 
konfokalen Linienkomplexe: 


10.6 AR 
ur | 

(1) De 
ı 


und die zugehörigen D,- 
In der Schar (I) sind die sechs linearen Linienkomplexe: ©, — 0, lt 
enthalten, entsprechend den Werten: — kı,..., — k, von ), und zwar jeder doppelt 


- 
i 
\ 
1 
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zählend. Wir können es-dabei immer so einrichten, daß etwa der lineare Komplex 
2, — 0 gerade der Komplex H = 0 ist. Erreicht wird das durch eine geeignete pro- 
jektive Transformation des Raumes r, also durch eine lineare homogene Trans- 
formation der Kleinschen Linienkoordinaten &,,...,2s, bei der die Gleichung 
£x2}—=0 invariant bleibt. Im Kugelraume R entspricht dieser Transformation 
eine Berührungstransformation, bei der die Kugeln in Kugeln übergehen (Abh. XI, 
$. 146-151). Wir wollen uns das von jetzt ab von vornherein gemacht denken. 

Betrachten wir nun einen von H = 0 verschiedenen linearen Komplex unsrer 
Schar, zum Beispiel &,; — 0. Dieser ist als Ausartung eines Linienkomplexes vom 
zweiten Grade zu betrachten. Die Figur, die aus einem Punkte von r und der zu- 
gehörigen Komplexebene von 2, — 0 besteht, erscheint daher als die Ausartung 
eines Kegels von zweitem Grade und zweiter Klasse, das heißt als die Figur zweier 
Ebenenbüschel, deren Achsen in der doppelt zählenden Komplexebene liegen 
(s. 8. 202, Z.4—1 v. u., S. 203, Z. 16—15 v. u.). Dabei können diese Ebenenbüschel 
auch in ein doppelt zählendes zusammenfallen. Die Achsen aller Ebenenbüschel 
bilden eine Kongruenz zweiten Grades, die eine lineare D,, bestimmt (8. 157). 
Die Flächenelemente der D,, sind die Flächenelemente aller Kongruenzgeraden. 
Die D,,, welche in R der D,, entspricht, enthält die Flächenelemente aller Kugeln, 
die Bilder von Kongruenzgeraden sind. 

Die erwähnte Kongruenz wird offenbar durch die Gleichungen: 


ae s 1,4 
Fo A u a pe en 
(1) Du Fr zarn=0), »=0 
[7 ı 
dargestellt. Insbesondere erhält man die Geraden, welche die Kongruenz (II) mit 
dem linearen Linienkomplexe H = 0 oder z, — 0 gemein hat, aus den Gleichungen: 


14.24 P 1 
dm) So Na=0, „=0, n=0. 
‚ 


T 


Ihnen entsprechen in R die Punkte einer Kurve, und für jeden Punkt der Kurve 
gehören alle seine Flächenelemente der D,, an. Augenscheinlich liegt diese Kurve 
auf der Fläche, die aus den Punktkugeln des linearen Kugelkomplexes 2, — 0 be- 
steht, also auf der Fundamentalsphäre dieses Kugelkomplexes. Es ist das die Fläche, 
deren Punkte den Geraden der Kongruenz: 


Je .24 
(IV) Sen 0.020 
i 


entsprechen, welche die beiden linearen Linienkomplexe 2, — 0 und H=0 oder 
7, = 0 gemein haben. 
Da der lineare Linienkomplex x; = 0 durch die Gleichungen: 


(V) +... +23=0, z=0 
bestimmt wird, erkennt man leicht, daß die Gleichungen: 
(vi) en, 


zu jeder Geraden &,,...,%2s ihre reziproke Polare in bezug auf den Komplex 
liefern. Die Geraden eines jeden Linienkomplexes (I) sind infolgedessen paarweise 
reziprok polar in bezug auf den linearen Linienkomplex x, = 0. Da zwei unendlich 
benaehbarte einander schneidende Gerade eines nicht linearen Linienkomplexes 
stets ein Flächenelement der zugehörigen D,, bestimmen, da ferner alle Flächen- 
elemente der D,, auf diese Weise erhalten werden, und da überdies die Polarfigur von 


46* 
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zwei solchen Geraden in bezug auf z, = 0 aus zwei ebensolchen Geraden besteht, 
so sind auch die Flächenelemente jeder D,, paarweise reziprok polar in bezug auf 
x, = 0. Diese Bemerkungen werden uns nachher nützlich sein. | 

S. 202, Z.2—7. Wir wollen verabreden!), daß unter dem Elementarkegel 
einer partiellen Differentialgleichung 1. ©. der Inbegriff der Flächenelemente zu 
verstehen ist, welche die Gleichung einem Punkte zuordnet, also ein Kegel von 
bestimmter Klasse. Der zu dem Punkte gehörige Mongesche Kegel ist der ent- 
sprechende Ordnungskegel. Handelt es sich um eine D,,, so ist der Normalenkegel 
des Punktes der Kegel aller Normalen der Flächenelemente des Elementarkegels. 

Wir setzen, wie schon gesagt, voraus, daß der lineare Linienkomplex 2; = 0 
eben der Komplex H = 0 ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, daß der Kugel- 
komplex x; = 0 der Komplex aller Punktkugeln ist. Wir wählen in R irgendeinen 
Punkt A und wollen die Elementarkegel untersuchen, welche die D,, unserer 
Kugelkomplexe diesem Punkte zuordnen. 

In r entspricht dem Punkte A eine Gerade g, die dem linearen Linienkomplexe 


H=0 oder £;,= 0 angehört, deren Linienkoordinaten &,,...,&s also die Glei- 
chungen: 

10 
(vID) N8=0, &=0 


befriedigen. Den Flächenelementen von A entsprechen die Flächenelemente von g. 
Den Punkten von g entsprechen in R eindeutig umkehrbar die durch A gehenden 
Minimalgeraden. Andrerseits ist jedem Punkte von g eindeutig umkehrbar eine 
durch g gehende Ebene zugeordnet, nämlich seine Polarebene in bezug au H=0, 
und dieser Ebene entspricht in R dieselbe Minimalgerade wie dem Punkte (vgl. die 
Anm. zu $. 136, Z.13—6 v. u., S.686). Demnach sind jedem Flächenelemente von 
g zwei eindeutig bestimmte Minimalgerade durch A zugeordnet, und infolgedessen 
ein eindeutig bestimmtes Flächenelement von A, nämlich das diesen beiden Minimal- 
geraden gemeinsame. Umgekehrt entsprechen jedem Flächenelemente von A zwei 
Flächenelemente von g. Man erhält jedes dieser beiden Flächenelemente, indem 
man einer unter den beiden Minimalgeraden des Flächenelementes durch A den 
entsprechenden Punkt auf g zuordnet, der andern Minimalgeraden die entsprechende 
Ebene. Nur zwischen den Flächenelementen von g, die dem linearen Linienkomplexe 
H = 0 angehören, und den Flächenelementen von A, die Minimalebenen zu Ebenen 
haben, ist das Entsprechen eindeutig umkehrbar. 

Wir betrachten einen von H — (0) verschiedenen Kugelkomplex A = 7, unsrer 
Schar und setzen zunächst voraus, daß A diesem Komplexe nieht als Punktkugel 


angehört. Hat 7, keinen der Werte —kı,...,—k;, so ist der Linienkomplex: 
1.6 29 a2 
NS u) :— (0 


nicht linear und enthält die Gerade g nicht, es sind also zwar die Gleichungen (VII) 
erfüllt, nicht aber die Gleichung: 


un, 
IX —-—=(. 
me anR 


Der Linienkomplex ordnet jedem Punkte von allgemeiner Lage auf g einen wirk- 
lichen Kegel zweiter Ordnung zu, an den durch g zwei verschiedene Tangential- 
ebenen gelegt werden können. Also ordnet die D,, des Komplexes jedem solchen 
1) Bei Lie sind die folgenden Bezeichnungen nicht festgelegt, vgl. z. B. S. 202, 
7. 6f., wo offenbar die Mongeschen Kegel gemeint sind. 


” 


i 
E 
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! 


Die Elementarkegel der D,, konfokaler Kugelkomplexe 123 


Punkte von g zwei verschiedene Flächenelemente von g zu. Die Flächenelemente 
von g sind paarweise reziprok polar in bezug auf den Linienkomplex H = 0, ebenso 
die Flächenelemente der D,;, folglich gilt dasselbe auch von den Flächenelementen 
von g, die der D,, angehören. Hierin liegt, daß auch jede Ebene von allgemeiner 
Lage, die durch g geht, zwei Flächenelemente der D,, enthält, die g angehören. 
Zu jeder durch A gehenden Minimalgeraden von allgemeiner Lage gibt es daher in 
g genau vier Flächenelemente der D,,, denen in R solche Flächenelemente von A ent- 
sprechen, die durch die Minimalgerade gehen. Aber diese vier Flächenelemente von g 
sind paarweise reziprok polar in bezug auf H — 0, also ordnet die entsprechende D,, 
jeder Minimalgeraden von allgemeiner Lage durch A genau zwei hindurchgehende 
Flächenelemente zu. Der Elementarkegel dieser D, in A umhüllt daher entweder 
einen wirklichen Kegel zweiter Ordnung, oder er zerfällt in zwei verschiedene 
Ebenenbüschel. 

Die Geraden des Komplexes (VIII), die g schneiden, werden durch die 
Gleichung: 


(X) DE = 0 

i 
ausgeschieden. Soll eine solche schneidende Gerade x, mit g zusammen ein Flächen- 
element der D,, bestimmen, so ist notwendig und hinreichend, daß die beiden Ge- 
raden ein Büschel bestimmen, in dem die zu z, unendlich benachbarte Gerade 2, +dx, 
auch dem Komplexe (VIII) angehört. Es müssen also die Gleichungen: 


un 1226 
re, 
% ı 


erfüllt sein, ferner, weil die Gerade 2; dz, die Gerade x, schneiden muß, auch 
diese: da? +---+da?=0, und endlich müssen, weil die drei Geraden ein 
Büschel bilden, Gleichungen von der Form: 


de, — &;da+ 2,dß PS re 


bestehen, wo da nicht verschwinden darf. Hieraus ergibt sich noch die Gleichung: 


rt 
2. So, 
Zum 
die zusammen mit (VIII), (X) alle Geraden des Komplexes (VIII) bestimmt, welche 
g angehörige Flächenelemente unsrer D,, liefern. 

Die Komplexgeraden (VIII), (X), (XI) sind paarweise reziprok polar in bezug 
auf den Komplex H = 0, was auch dadurch bestätigt wird, daß ihr Inbegriff bei 
der Transformation (VI) invariant bleibt. Sie genügen den drei von z, freien 
Gleichungen: 


RL“ 122.5 1720 


> 5%, k;—ke 
XI 2. —0; I —(, a 0, 
ie Zaane Iurm 
in denen &,...,& an (VII) gebunden sind, aber (IX) nicht befriedigen. Diese 
Gleichungen aber stellen in dem R, mit den homogenen Koordinaten z,,..., 


%e 
einen Kegelschnitt dar, der dann und nur dann zerfällt, wenn die £,, die ja an (VII) 
gebunden sind, außerdem noch die folgende Bedingung erfüllen: 
it 8 on. Ss ee, 
kö—ke : - N ea ke) (+ k,) rE ki—ke y k,—ke Bert 


i 


D 
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Die aber läßt sich zunächst so schreiben: 


1...8 RR 
= Creme Sy mem Ay menu 2 5 I Sud 


oder: 
0 
a ale a 
SHE) Et 
oder: 


1.2.0 1 Sn 2 
Sa un u nn De 
= unrk, kath) | at: 


v D) 
Durch Benutzung von (VII) erhält man schließlich die Bedingung: 


1.5 2 
(XII) > —.=0. 
el Ne 

Die Gleichung (XIII) stellt zusammen mit (VII) die Kongruenz zweiter Ord- 
nung dar, die in dem linearen Komplexe 2, = 0 oder H — 0 auftritt, wenn man diesen, 
ähnlich wie auf S. 721 den Komplex 2,—0, als Ausartung eines Linienkomplexes 
vom zweiten Grade unsrer Schar betrachtet. Sie sagt aus, daß die Gerade g zwei 
Komplexen unsrer Schar angehört, die in den linearen Komplex H —= 0 zusammen- 
fallen. Wir drücken das kürzer so aus: Die Gerade g gehört dem linearen Komplexe 
H = 0 doppelt zählend an. In dem Raume R wird die Kongruenz (VII), (XIII) 
durch eine Fläche 4. Ordnung ® abgebildet, die den Kugelkreis doppelt zählend 
enthält (S. 134, Nr. 21a). 

Hiermit sind wir zu dem folgenden Ergebnisse gelangt: Ist A ein Punkt, 
der nicht auf der Fläche ® liegt, so bestimmt jeder nicht lineare Kugelkomplex 
). = ), unsrer Schar, dem A nicht als Punktkugel angehört, eine D,,, deren zu A 
gehöriger Elementarkegel ein nicht ausgearteter Kegel zweiter Klasse ist. Liegt da- 
gegen der Punkt A auf der Fläche 2, so bestimmt jeder nichtlineare Kugelkomplex, 
dem A nicht als Punktkugel angehört, eine D,,, deren zu A gehöriger Elementar- 
kegel ein ausgearteter Kegel zweiter Klasse ist und also in zwei Büschel von Flächen- 
elementen zerfällt. Selbstverständlich ist dann auch für jeden linearen Kugel- 
komplex unsrer Schar der Elementarkegel ausgeartet, den die zugehörige D, in 
dem Punkte A bestimmt. 3 

Der Kugelkomplex 7 — 7, sei jetzt linear, aber von H = 0 verschieden, es 


sei also etwa }), = — k,, so daß der entsprechende Linienkomplex die Gleichungen: 
An 20% 
(XIV) s=0, Drrg—0 


% 
hat. Da ihm die Gerade g nicht angehören soll, sind zwar die Gleichungen (VII) 
erfüllt, es ist aber £&, == 0. Für die Kongruenz zweiter Ordnung, durch welche die 
dem Linienkomplexe 4 = — k, zugeordnete D,, bestimmt wird, erhalten wir nach 
S. 721 die Gleichungen (II). Die Geraden dieser Kongruenz, die g schneiden, werden 


durch die Gleichung: 
1...4 


ı 


ausgeschieden. Sie bestimmen zusammen mit g die Flächenelemente der D,,, die 
g angehören. 


ch A ih A A En in a Aa uni ia dh he et 9 
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Aus (II) und (XV) folgen nun die beiden von z, und z, freien Gleichungen: 


PR 
ehe a —0 
k;—k; 4 5 


L...4 
(XVD Daun =0, 


i 


In einem Raume mit den homogenen Koordinaten z,,..., 2, stellt (XVI) einen 
Kegelschnitt dar, der dann und nur dann zerfällt, wenn die Gleichung: 


wen 
u 


g=0 
ı 
erfüllt ist, die wegen £&, -= 0 durch (XIII) ersetzt werden kann. 

Hiermit ist bewiesen, daß jeder von H —= 0 verschiedene lineare Kugelkomplex 
einem Punkte A, der ihm nicht als Punktkugel angehört und der nicht auf der Fläche 
® liegt, einen nicht ausgearteten Elementarkegel zweiter Klasse zuordnet. Für einen 
Punkt A auf der Fläche © ist der Elementarkegel ausgeartet. 

Es sei nunmehr A — A, ein nichtlinearer Kugelkomplex unsrer Schar, dem der 


Punkt A als Punktkugel angehört. Dann hat 7, keinen der Werte — kı,...,—ks 
und die A entsprechende Gerade g mit den Koordinaten &,...,&, & — 0 erfüllt 
die Gleichungen: 
Due 1:8 
2 sr = z, Bo 
(XVII) >> Fee 0, Za=0 


Jetzt ordnet der Linienkomplex } = 7, jedem Punkte von g einen Kegel 
zweiten Grades zu, der die Gerade g enthält. Die g schneidenden, zu g unendlich 
benachbarten Geraden &; + dr, des Komplexes werden durch die Gleichungen: 


1..:0 &,dz; 1 Er 126 { 

(XVII) a ir, a 

bestimmt. Jede solche Gerade liefert mit g ein Flächenelement der zu dem Linien- 

komplexe gehörigen D,,. Da sie alle paarweise reziprok polar sind in bezug auf 

den linearen Komplex H — 0, gilt dasselbe auch von den g zugeordneten Flächen- 

elementen. Demnach erhält man jeder durch A gehenden Minimalgeraden ein durch 

sie gehendes doppelt zählendes Flächenelement von A zugeordnet. Der Elementar- 

kegel der entsprechenden D,, in A ist daher ein doppelt zählendes Ebenenbüschel. 
Um dieses Ebenenbüschel näher zu bestimmen, bemerken wir, daß der Linien- 

komplex A—= 7, mit dem linearen H=0 oder 2z,— 0 die Kongruenz zweiten 


Grades: 

1.5 28 1,5 
‘ Kein BER 2? — — 
(XIX) Sohn 0, > 0, n=0 


gemein hat, deren Gerade in R durch die Punkte einer Fläche F abgebildet werden, 
nämlich durch den Ort aller Punktkugeln des Kugelkomplexes } = ,. Die zu g 
unendlich benachbarten Geraden dieser Kongruenz entsprechen den A unendlich 
benachbarten Punkten von F. Die g schneidenden unter ihnen werden durch die 
Gleichungen: 


1... &.de, 12.5 1.8 
(XX) —Zi=0, Yedz=0, Dar=0, du=0 
i i i 


Fi „tk 


definiert. Deutet man dz,,...,dx, als homogene Punktkoordinaten in einem R,, 
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so stellen diese Gleichungen zwei verschiedene oder zwei zusammenfallende Gerade 
dar, die durch den Punkt dz, = £, gehen, und zwar je nachdem die Gleichung: 


1..:B & 
(XXJ) SZ ang! 


nicht besteht oder besteht, das heißt, je nachdem die Gerade g dem Linienkomplexe 
) = }, einfach oder zweifach zählend angehört. Wir können auch sagen: je nachdem 
die Gerade g in dem Komplexe A = 4, nicht singulär oder singulär ist (Klein, 
Ann. V, S. 286; Ges. Abh. I, S.135f.). Es gibt daher im ersten Falle zwei ver- 
schiedene, im zweiten zwei zusammenfallende unendlich benachbarte Gerade’von 
der verlangten Beschaffenheit. 

Nun bestimmt jede zu g unendlich benachbarte, g schneidende Gerade des 
Komplexes 7 — 7,, die der Kongruenz (XIX) angehört, ein Flächenelement der D,, 
des Komplexes, das dem linearen Linienkomplexe H = 0 angehört und das infolge- 
dessen in bezug auf diesen Komplex zu sich selbst polar reziprok ist. Das ent- 
sprechende Flächenelement in A hat daher eine Minimalebene zur Ebene. Andrer- 
seits entspricht dieser g schneidenden Geraden, die mit g das Flächenelement 
der D,, bestimmt, ein zu A unendlich benachbarter Punkt von F, der auf einer durch 
A gehenden Minimalgeraden liegt. 

Gehört daher g dem Linienkomplexe A — 7, einfach zählend an, so gibt es auf 
der Fläche F in A zwei verschiedene Minimalrichtungen, und das Büschel von Flächen- 
elementen, das die D,, dem Punkte A zuordnet, hat die Schnittgerade der hindurch- 
gehenden Minimalebenen zur Achse, mit andern Worten: die Flächennormale. 

Gehört andrerseits 9 dem Komplexe } = 2, doppelt zählend an, so geht durch 
A nur eine F berührende Minimalgerade; das Flächenelementbüschel hat diese 


Minimalgerade zur Achse, und die in ihm enthaltene Minimalebene ist die Tangential- 


ebene der Fläche. 

Zu bemerken ist noch, daß in dem zweiten dieser beiden Fälle die Schar der 
zu g unendlich benachbarten, g schneidenden Geraden des Linienkomplexes in 
zwei Scharen zerfällt. Da nämlich g eine singuläre Gerade des Komplexes A — 2, 
ist, geht durch g eine Ebene, in der jede durch einen Punkt von g gehende, zu g 
unendlich benachbarte Gerade dem Komplexe angehört, und es liegt auf g ein 
Punkt, für den jede durch ihn gehende, zu g unendlich benachbarte Gerade Komplex- 
gerade ist. Diese beiden Scharen von unendlich benachbarten Geraden sind polar 
reziprok in bezug auf H —= 0 und liefern in R beide dasselbe Büschel von Flächen- 
elementen. Die Achse dieses Büschels ist die Minimalgerade, die dem ausgezeich- 
neten Punkte auf g und gleichzeitig der ausgezeichneten Ebene durch g entspricht. 

Es sei endlich A = 7, ein von H —0 verschiedener linearer Kugelkomplex, 
dem A als Punktkugel angehört. Wir nehmen wieder an, daß ), = — k, ist. Die 
A entsprechende Gerade g hat dann die Koordinaten &,...,&, 5=& =. 

Der Linienkomplex z; — 0 hat auch jetzt mit H = 0 oder 2, = 0 eine Kon- 
gruenz zweiten Grades: 

12.8 
(XXI) Sz=-0, 3-0, 5-6 
ı 

gemein, deren Gerade in R durch die Punkte einer Fläche F abgebildet werden, 
und zwar ist F die Fundamentalsphäre des linearen Kugelkomplexes x; — 0. 
Andrerseits hat die Kongruenz zweiter Ordnung, durch welche die zu dem Linien- 
komplexe 2; — 0 gehörige D,, bestimmt ist, die Gleichungen (IT), und die g schneiden- 
den Geraden dieser Kongruenz werden durch die Gleichung: 45 + + &,,=0 
ausgeschieden, wo +. + 2 —=0 ist. 


a ee de 


ee ee 
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. Wenn nun g, das dem Linienkomplexe 2; = 0 angehört, der Kongruenz (II) 
nicht angehört, gehen durch jeden Punkt von g zwei Gerade der Kongruenz, die 
aber beide in der zu dem Punkte gehörigen Komplexebene von 2; — 0 liegen. 
Die D,, ordnet daher jedem Punkte von g ein doppelt zählendes Flächenelement zu, 
das dem linearen Linienkomplexe 2; = 0 angehört. Die entsprechende D,, ordnet 
dem Punkte A die Flächenelemente zu, die dem linearen Kugelkomplexe 2; — 0 
angehören. Diese aber umhüllen, wie wir wissen (S. 184) einen Umdrehungskegel, 
dessen Achse die Normale der durch A gehenden Fundamentalsphäre ist. 

Gehört g der Kongruenz (II) an, oder, was auf dasselbe hinauskommt, gehört g 
dem linearen Linienkomplexe A — — k, doppelt zählend an, so sind alle Flächen- 
elemente von g Flächenelemente der D,,, also stehen alle Flächenelemente von A 
in derselben Beziehung zu der entsprechenden D,,. Der Elementarkegel der D,, 
verschwindet daher für den Punkt A identisch. 

Hierbei ist aber zu beachten, daß die zu einem linearen Kugelkomplexe ge- 
hörige D,, durch einen Grenzübergang gewonnen wird. Denken wir uns zu allen 
unseren Kugelkomplexen die zugehörigen D,, gebildet, so erhalten wir jedem nicht 
auf der Fläche ® liegenden Punkte A oo! Elementarkegel zweiter Klasse zugeordnet, 
die im allgemeinen nicht ausgeartet sind. Insbesondere liefert die dem linearen 
Kugelkomplexe A—= — k, durch Grenzübergang zugeordnete D, in A scheinbar 
den eben bestimmten Elementarkegel, der nur dann unbestimmt wird, wenn A 
dem linearen Kugelkomplexe A —= — k, doppelt zählend als Punktkugel angehört. 

Betrachten wir nun einen A benachbarten Punkt A’ und beschränken wir 
uns auf den Fall, daß A dem linearen Kugelkomplexe A = — k, bloß einfach zählend 
als Punktkugel angehört, so wird A’ einem in der Nachbarschaft von = — k, 
liegenden nicht linearen Kugelkomplexe 4—= #4’ einfach zählend angehören. Die 
oo! Kugelkomplexe ordnen dem Punkte A’ oo! Elementarkegel zu, und zwar er- 
halten wir, dem Komplexe } — 4’ entsprechend, eine D,,, deren Elementarkegel in 
A’ ein doppelt zählendes Ebenenbüschel ist, das zur Achse die zu A’ gehörige Nor- 
male einer gewissen durch A’ gehenden Fläche F’ hat. Lassen wir jetzt A’ stetig 
nach A rücken, so geht die Fläche F’ stetig in die durch A gehende Fundamental- 
sphäre des linearen Kugelkomplexes A — — k, über, während der Komplex / = 7’ 
in diesen linearen übergeht. In der Grenzlage wird daher das dem Punkte A’ zu- 
geordnete doppelt zählende Büschel von Flächenelementen in ein A angehöriges 


. Büschel von derselben Art übergehen, in das nämlich, dessen Achse die Normale 


der Fundamentalsphäre des linearen Kugelkomplexes im Punkte A ist. Der Schar 
der Elementarkegel, welche die oo! Kugelkomplexe dem Punkte A zuordnen, gehört 
also auch dieses Büschel an, wenigstens als Grenzgebilde. Der innere Grund dafür ist, 


daß dem linearen Kugelkomplexe A—= — k, an sich gar keine D,, zugeordnet ist, 
was sich darin zeigt, daß der Elementarkegel jedes Punktes A der Fundamental- 
sphäre für A—= — k, in der Form 0 = 0 erscheint.!) 


Nunmehr können wir Genaueres über die oo! Elementarkegel sagen, die unsre 
oo! Kugelkomplexe einem beliebigem Punkte A zuordnen. 

Es liege A zunächst nicht auf der Fläche ®, gehöre also dem linearen Kugel- 
komplexe H = Obloß einfach zählend an. Ist &,,..., &4, &, & = 0 die entsprechende 
Gerade g, so bestimmt die Gleichung dritten Grades: 


ET 


1) Bequemer sieht man das an der Gleichung auf S. 205, 2. 7f. Es macht 
offenbar einen Unterschied, ob man zuerst }, = c wählt und dann, nach Division 
mit c —+ k,, zur Grenze für c—= —k, übergeht, oder ob man von vornhereinc—= —k, 
wählt und dann zur Grenze für /, = — k, übergeht. 


1.5 5 
(XXI) N =0 
i 
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alle die Kugelkomplexe unsrer Schar, denen A sonst noch angehört. Es sind das die 


einzigen, deren D,, dem Punkte A ausgeartete Elementarkegel zweiter Klasse zu- 


ordnen. Da H —= 0 nicht unter ihnen enthalten ist, hat die Gleichung (XXIII) 
sicher nicht die Wurzel A= —k;. 

Wir beschränken uns auf den Fall, daß unsre Gleichung dritten Grades 
lauter endliche Wurzeln hat. Sind diese Wurzeln von einander verschieden, so gehört 
A drei unter einander und von H= 0 verschiedenen Kugelkomplexen an und zwar 
jedem bloß einfach. Nach dem früheren ordnen die oo! Di der oo! Kugelkomplexe 
dem Punkte A eine Schar von Elementarkegeln zweiter Klasse zu. In dieser Schar 
treten bloß drei ausgeartete auf, nämlich drei doppelt zählende Büschel von Flächen- 
elementen, entsprechend den drei Kugelkomplexen, denen A als Punktkugel an- 
gehört. Jeder solche Kugelkomplex bestimmt eine durch A gehende Fläche, und die 
Normale dieser Fläche im Punkte A ist der Träger des betreffenden Büschels von 
Flächenelementen. 

Die Mongeschen Kegel, die durch diese Elementarkegel bestimmt werden, 
sind bis auf drei sämtlich wirkliche Kegel zweiten Grades. Sie haben, wie S. 203, 
7.827 bewiesen wird, vier Minimalgerade durch A gemein, und es gibt unter 
ihnen drei Ebenenpaare, deren Achsen paarweise auf einander senkrecht stehen. 
Diese Achsen sind nun offenbar die Träger der drei doppelt zählenden Büschel. 
Wir sehen demnach: durch jeden Punkt A von allgemeiner Lage gehen drei Flächen, 
die Örter der Punktkugeln der drei erwähnten Kugelkomplexe, und diese Flächen 
schneiden einander paarweise senkrecht. Die Örter der Punktkugeln unsrer oo! 
Kugelkomplexe bilden somit ein Orthogonalsystem. Damit ist bewiesen, was Lie 
auf S. 203, Nr. 66, Z. 7—21 behauptet. 

Besitzt die Gleichung (XXIII) eine Doppelwurzel A — 4, die keinen der 


Werte — kı...,— k, hat, so sind die Gleichungen: 

Er 2, 1.25 
XXIV TE a &—0 
rt Site Zt > 


erfüllt. Der Punkt A gehört dem nicht linearen Kugelkomplexe } = ), doppelt 
zählend als Punktkugel an. Die zu dem Komplexe gehörige Di. bestimmt nach 
S.725f. in A ein doppelt zählendes Büschel von Flächenelementen, das zur Achse 
eine Minimalgerade durch A hat. Die durch die Achse gehende Minimalebene ist 
die Tangentialebene einer durch A gehenden Fläche, des Ortes der Punktkugeln 
des Komplexes A — 7,. Der Punkt A liegt demnach auf der Developpabeln, die um 
die Flächen unseres Orthogonalsystems und um den Kugelkreis beschrieben ist. 
Die Gleichung (XXIII) hat noch eine dritte Wurzel 4 — A, , von der wir voraus- 
setzen wollen, daß sie von A, und von — kı,...,— k, verschieden ist. Der Wert 


’ 


), = — k, ist ja von vornherein ausgeschlossen. Die dritte Wurzel ist dann einfach. 
Die Gerade g ist in dem Linienkomplexe A = }, enthalten, aber nicht als singuläre 
Gerade. Der Kugelkomplex A — A) bestimmt das einzige noch in A vorhandene 
Büschel von oo! Flächenelementen. Die Achse dieses Büschels ist die Normale des 
Ortes der Punktkugeln des Komplexes. Von den vier Minimalgeraden, welche die 
zu A gehörigen Mongeschen Kegel gemein haben, fallen daher zwei zusammen und 
zwar in die Achse des ersten Büschels. 

Hat die Gleichung (XXIII) eine Doppelwurzel, die einen linearen Kugel- 


komplex liefert, etwa A —= — k,, so sind die Koordinaten &,, &, von g gleich Null, 
während &,..., &, die Gleichungen: 
10,4 P 14 7) 1.04 


y _#t_ 0, Y-——-=0, er) 
— k—ks — (kk—k)? 2 ; 


befriedigen. Die Verhältnisse SE RRETE Fi sind also eindeutig bestimmt, so daß 


ee 
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dieser Fall nur für höchstens acht Punkte des Raumes R eintreten kann. Wir wollen 
uns daher nicht mit ihm aufhalten. 


Zu untersuchen bleibt noch, was eintritt, wenn der Punkt A auf der Fläche ® 
liegt, wenn also die Gleichung (XXIII) die Wurzel —= — k, besitzt. Sie hat dann 
im allgemeinen noch zwei von einander und von —k,,. — k, verschiedene 
Wurzeln, so daß der Punkt A, der dem linearen Kugelkomplexe ),—= — k, doppelt 
zählend als Punktkugel angehört, außerdem noch in zwei verschiedenen nicht 
linearen Kugelkomplexen unsrer Schar als Punktkugel erscheint. Die oo! Elementar- 
kegel zerfallen dann für den Punkt A alle in Paare von Flächenelementbüscheln. 
Der Komplex H = 0 liefert durch Grenzübergang eine D,,, deren Elementarkegel 
für den Punkt A identisch verschwindet. Erst ein zweiter Grenzübergang liefert 
ein doppelt zählendes Büschel von Flächenelementen, das die Normale der Fläche ® 
im Punkte A zur Achse hat. Die beiden nicht linearen Komplexe liefern zwei durch 
A gehende Flächen und zwei doppelt zählende Büschel von Flächenelementen, 
deren Achsen die zugehörigen Flächennormalen sind. Zusammen mit diesen beiden 
Flächen gehört ® dem Orthogonalsysteme an. Die Mongeschen Kegel im Punkte A 
sind die doppelt zählenden Ebenen, die durch die Achsen jener Büschelpaare be- 
stimmt sind. Da sie vier Minimalgerade gemein haben, fallen sie alle in eine doppelt 
zählende Ebene zusammen, nämlich in die Tangentialebene der Fläche ®. Die Stelle 
des Kegels aller Minimalgeraden durch 4 vertreten hier die beiden in dieser Tan- 
gentialebene liegenden Minimalgeraden. 


S. 202, Z.13—17. Jede durch P gehende Komplexkugel, deren Trajektorien- 
kreis auch durch P geht, wird in P von einer unendlich benachbarten Komplex- 
kugel berührt (S. 168f.). Diese beiden unendlich benachbarten Kugeln werden in r 
durch zwei unendlich benachbarte Gerade abgebildet, die beide Z und überdies 
einander schneiden, die also in einer Ebene durch ! liegen und Tangenten des in der 
Ebene enthaltenen Komplexkegelschnitts sind. 


S. 202, 2.6,5 v. u. Jede Gerade hat in bezug auf einen Linienkomplex zweiten 
Grades oo! lineare Polarkomplexe, die eine Kongruenz gemein haben, die Polar- 
kongruenz von ! in bezug auf den Komplex zweiten Grades (Plücker, a.a.O., 
Nr. 294, 298). Dieser Polarkongruenz gehören alle Geraden an, die man erhält, wenn 
man in jeder Ebene durch ! die Schnittpunkte von ! mit der zugehörigen Komplex- 
kurve sucht und in diesen Schnittpunkten die Tangenten an die Komplexkurve 
zieht. 

S. 202, 2.4—1 v.u., 8.203, 2.16—5 v.u. Vgl. S. 721. 

Auf S.203, Z.16 v.u. müßte es heißen: ‚welche von Doppeltangenten‘“. 
Ann. V, S. 247, 2.10 v.u. (Nr. 78, Anmerkung zum vorletzten Absatze) ist es be- 
richtigt. 

Daß die Hyperboloidscharen auf S. 203, Z. 6,5 v. u. in zwei Gruppen zerfallen, 
liegt daran, daß die Kongruenzen von zweiter Ordnung sind. Durch jede Gerade 
der einen Kongruenz gehen daher zwei Hyperboloide, die von Geraden beider 
Kongruenzen erzeugt sind. 


S. 203, Z.1—6. Das System der Koordinaten X, Y,Z,H hängt von 4.5—6 
Konstanten ab, und die Gleichung auf Z.4 von drei solchen. Diese Gleichung 
gestattet die eingliedrige Gruppe aller Ähnlichkeitstransformationen. 


S. 203, Z. 4—2 v. u. Besteht ein Kugelkomplex aus allen Kugeln, deren Mittel- 
punkte auf einer F, liegen, so wird eine durch den Punkt P gehende Komplexkugel 
dann und nur dann von einer unendlich benachbarten, durch P gehenden Kom- 
plexkugel berührt, wenn ihr Mittelpunkt M auf einer durch P gehenden Tangential- 
ebene der F, liegt. Die Tangentialebene der Kugel in P enthält dann die durch P 
gehende Tangente des Trajektorienkreises der Kugel und bestimmt daher zu- 
sammen mit P ein Flächenelement der zu dem Komplexe gehörigen D,.. Der von P 
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aus an die F, gelegte Tangentenkegel ist daher der Normalenkegel des zu P gehörigen 
elementaren Komplexkegels (S. 171, Z. 10—15). 2 

S. 208, Z. 7—21. Vgl. 8. 727. 

S. 203, Z. 11—17. Hinter „unsrer‘ hätte hinzugefügt werden sollen: ‚drei‘. — 
Vgl. S.134, Z.8—5 v. u. Die Flächen sind von vierter Ordnung, weil sie von jeder 
Minimalgeraden in je vier Punkten geschnitten werden. Der Minimalgeraden ent- 
sprechen nämlich im Raume r ein Punkt und dessen Polarebene in bezug auf H = 0. 
Der Punkt und seine Polarebene aber enthalten je zwei Gerade der Linienkongruenz 
zweiter Ordnung und Klasse, die einer solchen Fläche entspricht. 

S. 203, Z. 21. Siehe die Anm. zu Abh. VIII, 8. 91, Z.2 v.u., 8. 665. 

S. 204, 2.3. Es müssen ja jedem Punkte A,, A,, A, 00! Kegel zweiter Klasse 
zugeordnet sein, und die Gleichung dieser Kegel muß bei zyklischer Vertauschung von 
1, ?g, 43, ungeändert bleiben. 

S. 204, 2.7. „bekanntlich“ heißt hier, wie so oft bei Lie: „wie wir wissen“, 
nämlich nach S. 202, Z. 2—7. 

S. 204, 2. 6—205, Z.8. Um die Koordinaten A,, },, 2, einzuführen, muß man 
aus den Gleichungen: 


12.6 15 5 

Sa=0, N. =0 u=1,2,3) 

u er u 
die Verhältnisse von &) ..., £ bestimmen; dann kann man die rechtwinkligen 


Koordinaten des Punktes A, der der Geraden &,..., &, & = 0 entspricht, durch 
1, 22, 4, ausdrücken. Die hierdurch bestimmte Transformation hat man auf die 
D,, des Kugelkomplexes } — c auszuführen. Die Funktion f(},, A,, A,, c) wird daher 
algebraisch und enthält keine andern Irrationalitäten als Quadratwurzeln aus ratio- 
nalen Funktionen von 2}, #3, 23. 

Die auf 5. 722—729 gewonnenen Ergebnisse über die elementaren Komplex- 
kegel eines Punktes A beziehen sich nun auf die Darstellung dieser Komplexkegel 
in rechtwinkligen Koordinaten. Die auszuführende Transformation ist regulär 
und eindeutig umkehrbar in der Umgebung eines jeden Punktes A, der drei ver- 
schiedenen nicht linearen Kugelkomplexen als Punktkugel angehört. Sie hört auf, 
regulär zu sein, sobald A Punktkugel eines von H = 0 verschiedenen linearen Kugel- 
komplexes ist, sobald also eine der Größen },, 25, A, einen der Werte — ky,...,— iz 
besitzt. Dasselbe tritt ein, wenn A einem nicht linearen Kugelkomplexe doppelt 
zählend angehört, wenn also zwei der Größen ,, },, /, einander gleich sind. Gehört 
der Punkt A dem linearen Kugelkomplexe A = — k, doppelt zählend als Punkt- 
kugel an, liegt er also auf der Fläche 2, so ist er im allgemeineh noch in zwei ver- 
schiedenen, nicht linearen Kugelkomplexen unsrer Schar als Punktkugel enthalten. 
Die Transformation verhält sich deshalb im allgemeinen in der Umgebung eines 
Punktes A der Fläche ® regulär und ist eindeutig umkehrbar. 

Offenbar kommen bloß endliche Werte von },,4,, 4, und c in Betracht. Es 
habe nun keine der Größen /,, /,, 4, den Wert c; der Punkt },, ,, }, gehöre also 
nicht dem Kugelkomplexe } = can. Es habe außerdem keine der Größen 2, , Ag, A3, € 
einen der Werte: —kı,...,—ks; es gehöre somit der Punkt A,,4,, 4, keinem 
anderen linearen Kugelkomplexe als Punktkugel an, als dem Komplexe H—=0 oder 
2%; = 0, dem er bloß einfach zählend angehört. Dann ist die von uns benutzte 
Transformation in der Umgebung des Punktes },, ,, A, regulär und eindeutig um- 
kehrbar. Die Elementarkegel des Punktes sind daher genau wie in den rechtwink- 
ligen Koordinaten im allgemeinen nicht ausgeartete Kegel zweiter Klasse, das heißt, 
die Funktion f(},, 5, /,,c) wird für die betrachteten Werte von A,, 4,, 4, und c 
weder Null, noch unendlich noch unbestimmt. Wir können infolgedessen f als einen 
Quotienten darstellen, wo sowohl der Zähler als der Nenner nur verschwinden 
kann, wenn eine der Größen ,, A, /,, c einen der Werte — k,,...,— k, besitzt. 
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Bringen wir dann in (1) alles auf gemeinsamen Nenner und lassen wir den Nenner 
weg, so hat (1) die Eigenschaft, daß f(7,, ,, 2,, c) für endliche Werte von A; Ah, 
' und c stets endlich bleibt. Wir können überdies offenbar erreichen, daß f für keinen 
konstanten Wert von c bei beliebigen },, 7,, }, verschwindet. 

Für }, = ce muß nun (1) ein doppelt zählendes Büschel von Flächenelementen 
sein, dessen Achse die Normale der Fläche }, = cin dem Punkte }15 Aa, 4, ist. Dem- 


nach müssen: 
(2, Ar, Ah; c), (A, Ah; Is; c) 


beide für ce = 4, bei beliebigen 2,, },, }, verschwinden und dürfen das auch nur für 
€ = 4. Daraus aber folgt: 


(A, )a, I2; c) Tg II(),, da, }3) (€ Zn 32)" (c FREE 23, 


wo m positiv ist. Daß m=1 sein muß, ergibt sich daraus, daß die zugehörigen 
Mongeschen Kegel ein Büschel bilden. Durch Division mit (e — A)(e — A,)(c — %) 
erhält man die Form, die Lie, S. 204, Z.15 v. u. benutzt. 

Wir können also setzen: 


(dı, As, 73,0) = (e — 4,)(c — },) IC}, Pa, 7a). 


Wählen wir c= —k,, wo i eine der Zahlen 1,.. .,5 ist, so erhalten wir die D,, 
die dem linearen Kugelkomplexe ce = — k, entspricht. Sie ist, wie wir auf $. 720 
gesehen haben, durch einen Grenzübergang definiert. Die Fundamentalsphäre 
dieses linearen Komplexes ist eine der fünf in unserem Orthogonalsysteme enthal- 
tenen Sphären (S. 204, Z.11—9 v.u.) Setzen wir }, — — k,, so erhalten wir einen 
Punkt auf dieser Sphäre, und wir wissen, daß die D,, des Komplexes ce — —k, 
jedem solchen Punkte ein Flächenelementbüschel zuordnet, daß aber der Elementar- 
kegel des Punktes für diese D,, identisch verschwindet. Das ist bewiesen für die 
Darstellung der D,, in rechtwinkligen Koordinaten, gilt aber offenbar auch für die 
Darstellung in den Koordinaten 3,,7,,,. Hieraus folgt, daß II (A, 7,, ),) für 
A = —.k, bei beliebigen 7,, 7, verschwindet. In den Koordinaten /1, 3a, }, ordnen 
daher unsre D,, jedem Punkte A, = — k;, /a2, 73 der Sphäre A, = — k, lauter Paare 
von Flächenelementbüscheln zu, und die Achsen dieser Paare liegen alle in einer 
Ebene, nämlich in der zu dem Punkte gehörigen Tangentialebene der Sphäre. 
Wählen wir 4, = — k,, so erhalten wir einen Punkt der Fläche ®, dem alle 
D,. Elementarkegel zuordnen, die in zwei Büschel zerfallen. Da die von uns benutzte 
Transformation in der Umgebung des Punktes regulär und eindeutig umkehr- 
bar ist, haben die Elementarkegel diese Beschaffenheit auch in der Darstellung 
der D,, durch die Koordinaten 7,, A,, },. Wir erinnern uns ferner, daß die dem Kom- 


plexe A=c—=—.k, zugeordnete D,, jedem Punkte der Fläche )ı = —k, einen 
identisch verschwindenden Elementarkegel zuordnet, und erkennen so, daß 
II(},, }2, /,) auch für , = — k, bei beliebigen 2,, 7, verschwindet. 


Die Punkte, die einem linearey, von H —0 verschiedenen Kugelkomplexe 
als Punktkugeln angehören, und die Punkte der Fläche ® sind die einzigen, für 
die der Elementarkegel einer zu einem linearen Kugelkomplexe gehörigen D,, 
identisch verschwindet. Demnach sind Ah=—ky,...,—kg die einzigen Werte, 
für die IT(},, 7,, 4,) bei beliebigen },, /, verschwindet. Zu den Punkten der fünf 
Sphären, welche Lie auf $. 204, Z. 14—9 v. u. erwähnt, sind also noch die Punkte 
der Fläche ® hinzuzufügen. 

Die Funktion I7(3,, },, 7,) erscheint jetzt in der Gestalt: 


I (1,7%, %)=F(h).2(h, Rs, %), 


wo F(4,) nur für = —kı,..., — k, verschwindet, und x für keinen konstanten 
Wert von 3, identisch Null wird. 
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Es ist nunmehr klar, daß die Punkte, die Lie, S. 203, Z.8—5 v. u., $. 204, 


Z.1,2 bespricht, diejenigen sind, die einem nichtlinearen Kugelkomplexe doppelt ° 
zählend angehören, also solche, für die zwei der Größen A,, A,, 4, einander gleich 


sind. 

Ist), = — kı,...,— kg,soist A), A, = },, A, ein Punkt, der dem nicht linearen 
Kugelkomplexe } — 7, doppelt zählend angehört. Die oo! D,, unsrer Kugelkomplexe 
ordnen diesem Punkte Elementarkegel zu, die in den / durch die Gleichung: 


0=(c—A)(c—A,)F(A)r(A,,A,,A,) + 


Tone Verla (1) + (e— A,)?F(A,)n(A,, A, A,) (5) 


dargestellt werden. Für den Komplex c = /, verschwindet dieser Elementarkegel 
identisch, und da der Komplex in dem Punkte 2,, ,, 4, doppelt zählt, muß das. 
auch für den unendlich benachbarten Komplex gelten. Es ist also: 


(4,4, 4,)=0, 24, A, A)=d0. 
Hieraus hat Lie offenbar geschlossen, daß z die Gestalt hat: 
a0) tPplh) PA) IPA) — PA) Ad, Ar, 2y); 


wo Q eine zyklische Funktion bezeichnet, die weggelassen werden kann. 


Man vergleiche hiermit die Art, wie F. Klein das entsprechende Problem für 


die konfokalen Linienkomplexe behandelt: Ann. V, S. 298—301, Ges. Abh. Bd. I, 
S. 148—150. Dort ist allerdings alles wesentlich kürzer, und vor allen Dingen werden 
ausgerechnete Formeln aufgestellt. 

S. 205, Z. 9—24. Man findet zur Bestimmung der oo! Integralflächen von (2) 
die integrable totale an 


N (hı— ce) (A - — 2) (As — As) Br 
SV Fee at 


also, wenn man /, konstant nimmt, eine Differentialgleichung zwischen 2, und 7,, 
in der die Veränderlichen sofort getrennt werden können: 


(A, — 6) ( (Ar — 6) 
Veteran tt | 


ü (ds — 6) (As — 65) TEEN Eu 
+YV > ij Yu u 


Setzen wir daher: 


(u — cı) (U — 65) BR 
ee du=w(u, vd, Cı, C,), 


so werden die Schnittkurven mit den Flächen 4, = const.: 
o(), )ı; G, C5) A O()z, 31, Cı5 2) const. 
Wir legen nun durch den Punkt 4%, 7%, 7% die hindurchgehende Kurve, die 


2778 
auf der Fläche 2, = A} liegt, und stellen diese so dar: 


kai, 0, 1,0,0)+ © (Hy, Ay, ,6)= 
= o(A}, e, GC, C.) + o(A}, A, Gy, 68). 


a en a 


Die partielle Differentialgleichung 1. Ordnung erfordert eine Quadratur 733 


Dann legen wir durch jeden Punkt 7, = 2}, 7, = 1, 4, = u, dieser Kurve die hin- 
durchgehende Kurve, die auf der Fläche 7, = u, liegt: 


= Ya; © (},, Ha» G, 2) + o(h, Ur; GG; Cz) = 
au o(t;, Ha; 1; 2) + o(A}, Ha; €; 62). 


Die durch den Punkt 2, 7}, 3 gehende Integralfläche ergibt sich dann, wenn man 
4, aus den beiden Gleichungen: 
@(},, A G,6%)+ @(i, a, G,G)= o(),, 2: G,%)+ o(}}, AS: C1, Ce), 
(2, 2,C1,6)+ ®(A1, 72, C1,@) = Dt, Aa, C1,%) + @(A}, Ar, Cı, 65) 
eliminiert. 
Wählt man 4%, 7% fest, während man A? und c, als willkürliche Konstanten be- 
trachtet, so hat man eine vollständige Lösung von: U (c,) = 0. 

S. 205, Z.8—1 v. u. Ann. V, S. 250, $ 24, Nr. 80 gibt Lie einen einfachen Be- 
weis, den ihm Klein in einem Briefe vom 29. 3. 1871 mitgeteilt hat. 

S.206—208, $ 24, Nr. 67,68 entsprechen Ann. V, S. 250—253, $25, Nr. 81—83. 
Dabei hat Nr. 67 in Nr. 81 eine wesentlich veränderte Fassung erhalten; Nr. 68 ist 
in die Nrn. 82, 83 zerlegt. 

S. 206, Z. 3. Auch hier ist ‚bekanntlich‘ so viel wie: ‚‚wie wir gesehen haben‘ ; 
s. S. 144, 2.8—5 v. u. 

S. 206, Z. 10—13. Die Kurve n-ter O. schneidet ja die unendlich ferne Ebene 
in n Punkten, und diese liegen alle auf dem Kugelkreise. Andrerseits wird die Linien- 
fläche von n-ter Ordnung, schneidet also die f, in einer Kurve 4n-ter Ordnung und 
berührt sie in jedem Schnittpunkte; es fallen also je zwei Schnittpunkte zusammen, 
so daß die Berührungskurve von 2n-ter Ordnung ist. 

S. 206, Z. 13—16. Diese 16 Geraden sind als Kurven erster Ordnung Minimal- 
gerade. 

S. 206, Z. 16—18. Vgl. S. 140, 2.10—5 v. u. 

S. 206, Z.4—1 v.u. Vgl. auch Abh. IV, S. 63, Z.16—18 und die Anm. dazu, 
S. 632. 

S. 206, Z. 24—27. In den Ann. V, S. 252, letzter Absatz von Nr. 81, verweist 
Lie auf F. Klein, Gött. Nachr. 1871, Nr. 1. 

S. 206, Z. 11—9 v.u., S.207, 2.1—3. Vgl. die Anm. zu S.91, 2.2v.u., S. 665. 

S. 207, 2.6,5v.u.,208,2.1—3.F. Klein, Ann. II, S. 213, Ges. Abh. I, S. 68. 

S. 207, 2.4—1v.u. Vgl. Ann. V, S. 252, Anm. zu Nr. 83. 

S. 208, 2.10,9 v.w. Korndörfer, Die Abbildung einer Fläche 4. O. mit einer 
Doppelkurve 2. Grades und einem oder mehreren Knotenpunkten. Ann. I (1869), 
S. 592—626; II (1870), S. 41—64. 

S. 208, Z. 7—11. Vgl. die Anm. zu S. 91, 2.2 v.u., S. 665. 

S. 208, Z.6—1 v. u. Den orientierten Kugeln des Raumes R, die durch einen 
Kreis gehen, entsprechen in r die Erzeugenden der einen Schar auf einer Fläche 2. O., 
deren zweite Schar von Erzeugenden die Punkte des Kreises abbildet und daher 
aus lauter Geraden des Komplexes H —= 0 besteht. Zwei entgegengesetzt orientierten 
unter diesen Kugeln entsprechen dabei zwei Erzeugende, die reziproke Polaren 
sind in bezug auf H = 0. Den beiden durch den Kreis gehenden Minimalkegeln, 
die von den den Kreis berührenden Minimalebenen umhüllt werden, entsprechen 
die beiden einzigen in der ersten Schar enthaltenen Erzeugenden, die dem Komplexe 
H = 0 angehören. Nun wird der Winkel zwischen zwei durch den Kreis gehenden 
orientierten Kugeln bestimmt durch das Doppelverhältnis der vier Ebenen, die man 
erhält, wenn man in irgend einem Punkte des Kreises die Tangentialebenen an die 
Kugeln mit den den Kreis berührenden Minimalebenen zusammennimmt. Ebenso 
kann man im Raume r von dem Winkel sprechen, den zwei beliebige Erzeugende 
der ersten Schar auf der Fläche 2. O. mit einander bilden. Dieser ist bestimmt 
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durch das Doppelverhältnis, das diese Erzeugenden mit den derselben Schar an- 


gehörigen Geraden von H = 0 bilden. Da aber zwei Gerade von r, die nicht rezi- » 


proke Polaren in bezug auf H = 0 sind, einer und nur einer Fläche 2. O. angehören, 
‚deren zweite Schar von Erzeugenden aus Geraden von H = 0 besteht, so ist hier- 
durch in r der Winkel zweier beliebiger Geraden definiert, und diese Definition hängt 
in der Tat nur von dem linearen Linienkomplexe H = 0 ab. 

Zwei nicht orientierte Kugeln, die durch einen Kreis gehen, schneiden einander 
unter vier verschiedenen Winkeln, die dann und nur dann bloß zwei verschiedene 
Werte haben, wenn die Kugeln einander senkrecht schneiden. Ihnen entsprechend 
erhalten wir auf der erwähnten Fläche 2. O. zwei Paare g,,g, und y,,y, von Er- 
zeugenden der ersten Schar, wo die Erzeugenden jedes Paares reziproke Polaren 
in bezug auf H = 0 sind. Wählen wir auf alle möglichen Arten aus jedem Paare eine 
Erzeugende, so erhalten wir ebenfalls vier verschiedene Doppelverhältnisse; ist 
eines unter diesen 2, so sind —4,1:7, —1:7 die drei andern. Da die Werte 
)=0,%)= oo von vornherein ausgeschlossen sind, und da auch 4 = — 1 nicht in 
Frage kommt, gibt es unter diesen vier Doppelverhältnissen dann und nur dann 
bloß zwei verschiedene, wenn A = —+ i ist. Dieser Wert entspricht also zwei Geraden, 
die in R durch Kugeln abgebildet werden, die einander senkrecht schneiden. Nun 
aber ist das Doppelverhältnis, das die beiden Geradenpaare g,,g, und Y,,yY, mit 
einander bilden, durch jedes der vier eben betrachteten Doppelverhältnisse aus- 
drückbar und umgekehrt, und man überzeugt sich leicht, daß dieses Doppelverhält- 
nis für A — — i den Wert — 1 annimmt. Danach können wir den Satz aussprechen: 

Zwei nicht orientierten Kugeln von R entsprechen in r zwei Ge- 
radenpaare, wo die Geraden jedes Paars reziproke Polaren in bezug 
auf den linearen Komplex H —=0 sind. Diese beiden Paare bestimmen 
eine Fläche 2. O., deren zweite Schar von Erzeugenden dem Komplexe 
H = 0 angehört. Sie liegen auf dieser Fläche dann und nur dann har- 
monisch, wenn die beiden Kugeln einander senkrecht schneiden. 

S. 208, Z.4,3 v. u. müßte es eigentlich heißen: ‚einer jeden linearen (d. h. pro- 
jektiven) Transformation.‘ 

S. 208—210, $ 25, Nr. 69, 70 entsprechen Ann. V, S. 254—256, $ 26, Nr. 84, 85. 

S. 208, Z. 14—12 v.u., S. 209, Z.1. Das ist die erste Stelle, wo Lie den all- 
gemeinen Begriff einer Gruppe von Transformationen aufstellt. Vgl. Bd. V d. Ausg., 
S. 615, Z. 7—12. 

S. 209, Z. 1f. Vgl. Bd. V d. Ausg., S. 616, 2.6—8. 

S. 209, Z.3—9. Da. die Bewegungen den Halbmesser jeder Kugel ungeändert 
lassen, so bleiben im Raume r die oo! linearen Linienkomplexe: H = const. alle 
einzeln invariant. f 

S. 209, Z. 11—13. Vgl. S. 158f., Nr. 38. 

S. 209, Z.4 v.u. Siehe die Anm. zu Abh. XIII, S. 228, Z. 11—14. 

S. 209, Z.18—16 v.u. F. Klein, Ges. Abh. Bd. I (1921), S. 143. 

S. 210, Z.4—1 v u. Siehe $. 139, Z. 10—19 und die Anm. dazu, S. 690. 


Zu Abhandlung XIII, S. 215—228. 


3.215, 2.2,1 v.u. Abgedruckt in Kleins Ges. Abh. Bd. I (1921) als Nr. VII, 
S. 98—105. 

In einem Briefe aus Düsseldorf vom 17. Dezember 1870 schreibt KleinanLie, 
daß er folgenden Satz vermute: „Die drei unter den zu einer selben Kummerschen 
Fläche gehörigen Komplexen angehörige Linienfläche berührt die Brennfläche jeder 
Kongruenz je zweier dieser drei nach einer Haupttangentenkurve.‘“ Er macht sich 
den Satz durch die Abbildung wahrscheinlich, indem er ausgeht von der einfach 
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unendlichen Schar der F, mit imaginärem Doppelkreis, die sich gegenseitig nach 
Krümmungskurven schneiden. Am 30. Dezember (ebenfalls von Düsseldorf aus) 
teilt er mit, daß der Satz wirklich richtig sei. Beim Beweise verwendet er ellip- 
tische Koordinaten für die Gerade, die vier zu derselben Kummerschen Fläche 
gehörige Komplexe gemein haben (vgl. hier S. 200, Nr. 64, a). Er fügt hinzu, „daß 
der Satz nicht nur für die Komplexe zweiten Grades, sondern allgemein für in 
Involution liegende Komplexe gilt und also eine Verallgemeinerung des Dupin- 
schen Theorems auf eine Variable mehr bildet.“ 

Am 15. Januar 71 berichtet er aus Göttingen, Clebsch habe ihn darauf auf- 
merksam gemacht, daß die Differentialgleichung des Komplexes: 


Segen a 


wegen der Identitäten: 


“> 1 x 2 
Pre er 


sofort integrierbar sei, wenn man setze: 
Role ar, —a-tB2,... 


Man erhalte nämlich das vollständige Integral: 


>31 V +ßx ©] 
2 FI Be 
das wegen der Natur von p auf Abelsche Integrale führe, bei deren Umkehr- 
problem man drei Integrale brauche. Unterm 28. Januar 71, ebenfalls aus Göttingen, 
liest man: „.... halte ich Deine Vermutung, daß Orthogonalsysteme von Roberts 
hier ihre Analoga finden, für sehr wahrscheinlich.‘ „Die Übertragung des Dupin- 
schen Theorems will ich zum Gegenstande einer Mitteilung an die hiesige Sozietät 
machen, deren Ausarbeitung ich indes noch vertage.‘“ Endlich noch in einem un- 
datierten Briefe: „Ich habe gerade das verallgemeinerte Dupinsche Theorem 
etwas zusammengeschrieben und will es demnächst bei der Societät einreichen.‘ 

Aus Göttingen schreibt Klein am 22. April 1871: ‚In der Einleitung sagst 
Du: Die nachstehenden Betrachtungen können gewissermaßen als Verallgemeinerung 
auf n Dimensionen vom Inhalte der besprochenen Note aufgefaßt werden. Das ist 
doch nicht ganz korrekt. Meine Note zerfiel, was in der Redaktion nicht recht geson- 
dert ist, in zwei Teile: in dem ersten zeige ich, daß die Liniengeometrie eine metrische 
Geometrie ist, in dem zweiten, wie für eine metrische Geometrie mit vier Veränder- 
lichen das Dupinsche Theorem aussieht. In Deiner jetzigen Arbeit verallgemeinerst 
Du den zweiten Teil und knüpfst daran weitergehende Betrachtungen (...), für die 
in meiner Note kein Analogon ist.‘ Und am 15. Mai 1871: ‚Deine Note habe ich 
noch frühzeitig genug erhalten, daß sie am vorigen Samstag (7. Mai) der Akademie 
vorgelegt werden konnte. Ich habe am Texte einige ganz unbedeutende stylistische 
Änderungen gemacht und die gewünschten Zitate auf Kronecker und Darboux 
hinzugefügt. Die einzige bedeutende Veränderung, die ich nach Anraten vonClebsch 
gemacht habe, ist, daß ich die Begründung der Formeln für Berührung von zwei 
Kugeln weggelassen habe, da in ihnen ein großes Wurzelzeichen steckte, das sich 
in unserem kleinen Formate nur schlecht drucken läßt.‘ 

S. 215, 2. 7f. Vgl. Abh. XV, 5.268, 2. 3—6 und die Anm. dazu, S. 748. 

S. 216, 2.3 v.u. — 8.217, 2.2. Es müßte eigentlich die Voraussetzung hinzu- 


‚gefügt werden, daß A und u für die gemeinsamen Elemente endlich bleiben. 
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S. 219, Z. 17—21. Eigentlich muß man die M,„_, so schreiben: 


+ ya a +0. 
ik 


Die Orthogonalitätsbedingungen erhalten dann die Gestalt: 
De, +2 I%:i, +: )(, +2 Di, 2,+..)=0, 
v i r 


wo j=+k und wo &,, verschwindet für ?=F k und gleich 1 ist für v— k. Daraus 
aber folgt: 


at) ud 
ı 
also: 
Airt Ai; 0 G+k). 


Sindi,k,j von einander verschieden, so folgt hieraus, weil immer au» — Qunv Ist! 


a Air = Ari = — Irzo 
mithin: 
i et ae 3 
und somit: 
Ne BE 
Az t ri > 2 ir; = Use Ar: 


Es bleiben daher nur die Koeffizienten a,,, und a,,, übrig. 

$.219f., Nr. 10. Alles das läßt sich viel bequemer und übersichtlicher aus- 
drücken, wenn man nicht wie hier unbeschränkt integrable Systeme von totalen 
Differentialgleichungen betrachtet, sondern die entsprechenden vollständigen 
Systeme. 

Irgend n — 1 unter den F,, etwa ne U er F, sind nämlich 
die Lösungen einer linearen partiellen Differentialgleichung 1:0; 


RE 7T 


= ei %) 
BEN E Er, (0 e,,, et, 
ge 2 


v 


Die Integralkurven des zu dieser gehörigen simultanen Systems bilden die Kurven- 
schar, die durch die Gleichungen: 


f 
I Re Boa A, Pati Ar 44, eh 


dargestellt wird. Sie sind zugleich die Bahnkurven der infinitesimalen Transforma- 
tion X,f und überhaupt jeder infinitesimalen Transformation: 0(21,: +, Zn) Xxl- 
Wir haben also n infinitesimale Transformationen X,f,.. ., X„f, und es ist klar, 
daß die Bahnkurven zweier verschiedener infinitesimaler Transformationen Xıf 
und X,f zu einander orthogonal sind, daß also: 


Ian 
Dtmin = 0 (k,jeh..un;kH)). 
n 


Man sieht ferner sofort, daß die beiden Gleichungen X,f= 0, X,f= 0 vonn — 2 
unter den Funktionen F,,.. ., F,„ befriedigt werden, was geometrisch so ausgedrückt 
werden kann: 

Legt man durch irgend eine Bahnkurve von X,f alle hindurchgehenden Bahn- 
kurven von X,f, so erhält man eine zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, die 
auch von Bahnkurven von X,f erzeugt ist. Hieraus folgt, daß je zwei Gleichungen 


| 
| 
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X,f=0,X,f=0 ein zweigliedriges vollständiges System bilden, daß also Glei- 
chungen von der Form: 


KK, — X, X, f= (KX,) = Asrl2)Xıt + ist Ki=l..,n;k+j) 


bestehen. Dann aber ist klar, daß überhaupt m < n unter den Gleichungen: 
Kıf=0,...,X,f= 0 stets ein m-gliedriges vollständiges System bilden. 


Man habe nun eine beliebige Mannigfaltigkeit M„-ı des Orthogonalsystems in 
Gaußischer Parameterdarstellung: 


EA AR ( PORERERRE "FEED Wei... 
Diese gehöre etwa der Schar F, = 7, an, dann gestattet sie dien — 1 infinitesimalen 
Transformationen X,f,..., X,„_ıf, bei denen ihre Punkte durch n — 1 infinitesi- 
male Transformationen: 
1..n—1' of 
Vf uru lan. Una) zu. Ein 
[m Un 


unter einander vertauscht werden. Die Bahnkurven dieser infinitesimalen Transfor- 


mationen sind die Hauptkonfigurationen der Mannigfaltigkeit. Ist auf der Mannig- 
faltigkeit: 


1...n—1 


In 
San Yd,,(u)du.du,, 
v AT 


so bestehen die Gleichungen: 
1...n—1 

dur wu Wr 0 kKi=l..,n—-1;k+)), 

uv 
die aussagen, daß zwei verschiedene Scharen von Hauptkonfigurationen einander 
orthogonal schneiden. Außerdem bilden je zwei unter den n—1 Gleichungen 
U,f=0 stets ein zweigliedriges vollständiges System. 

Bei Lie (S. 220, Z. 7—17) wird statt dessen verlangt, daß je n — 2 unter den 

Gleichungen U,f=0 ein (n — 2)-gliedriges vollständiges System bilden sollen. 


Das aber kommt offenbar auf dasselbe hinaus. Diese Liesche Forderung kann auch 
so ausgedrückt werden: 


Eine M„_, des R„(n> 2) kann nur dann einem Orthogonalsysteme 
dieses Raumes angehören, wenn sie n—1 verschiedene Scharen von 
Je o0*”® Hauptkonfigurationen besitzt, von denen sich n— 2 beliebig 
ausgewählte immer auf &o! (n— 2)-fach ausgedehnte Mannigfaltig- 
keiten verteilen lassen. 

Es ist das die „eigentümliche Gruppierung‘ der Hauptkonfigurationen, von 
der nachher und auch in Abh. XVI öfter die Rede ist. Sie hat zur Folge, daß die 
M,„_-ı n—1 Scharen von je oo! M„_., enthält, die ein Orthogonalsystem auf ihr 
bilden. Wenn diese Forderung erfüllt ist, denke man sich die eingliedrige Gruppe 
der Paralleltransformationen auf die M,„_ı ausgeführt. Man erhält dadurch eine Schar 
von oo! M,„_,, gleichzeitig aber liefert jede auf der M,„-ı liegende M,„_, eine (n — 1)- 
fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, die von diesen 00! M,„_ı senkrecht geschnitten 
wird. Da wir nun auf der M„_, n—1 Scharen von je oo! M„_s haben, die ein 
Orthogonalsystem auf der M,„-ı bilden, so erhalten wir ein Orthogonalsystem 
des R,. j 

Die besprochene Gruppierung der Hauptkonfigurationen einer M,„_, ist dem- 
nach nicht bloß notwendig, damit die M„_, einem Orthogonalsysteme des R, ange- 
hört, sondern auch hinreichend (8. 220, Z. 13—10 v.u.). 
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S. 221, Z. 1—5. Damit Berührung stattfindet, muß sein: 


y— Y=acd, U-U=Qe” Gd=el,....n), 
wo 0’ und o” von i unabhängig sind. Daraus folgt: 


LEN Re ) 
Ne. +y=0 De. rt yhıml. 
i i 


Wie nun die Gleichungen auf Z. 5 zeigen, setzt Lie: 


} Ba ’ [23 BEE 
Yarı = nr 9» Yarı = Mmrı 0"; 
wo, wegen 2. 4: 
1...n+1 


De=0, 


was im Grunde darauf hinauskommt, daß er die Vorzeichen von y,„,, und RR 
berücksichtigt, also die Kugeln orientiert (vgl. S. 686, Z. 3—1v. u.): 

8. 221, 2. 6—10. Es hätte hinzugefügt werden sollen: „Umgekehrt sagen diese 
Gleichungen aus, daß die drei Kugeln einander in einem gemeinsamen Elemente 
E>.. +, %, berühren.‘ 

In der Tat, aus den auf Z.8 u. 10 angegebenen Gleichungen folgt: 


(224 


r (73 ’ 
Ye Yı = U,0, Y,—Y, =Uu,T V=1, non) 
(23 ’ pEEaN| [273 ’ FUER 
Yarı Un = Un+ıT Yarı Yn+ı = Un+ı?o 
wo: u +... +W,=0. Bestimmen wir daher o’ aus der Gleichung: 
‚ Er (A 
Yn+ı Un+ıT » 


und wählen wir z,,.. ., 2, 50, daß: 
‚ 14 . 
= Uu0o (i=1,...,n 


wird, so erhalten wir: 
nn yY=w(0+o, u Y =Ww(e +?) eh.) 
Yarı =Unrlo’ + 0), Yarı Unsı (0’ +7), 


was eben aussagt, daß die drei Kugeln einander in dem gemeinsamen Elemente 
(Punkte) z,... ., 7, berühren. 
S. 222, Z. 10-6 v. u. Wir betrachten eine Kugel: 


1...n 
I 2 3. 2m 
(1) De, — 4.) + amd, 
er 
fassen x, als Funktion von 2,,. . .. Zn-ı auf und setzen 0x,: 0x, = p,. Die Größen 
Zser 2, Ins Pıs = =» Pnı Sind die Koordinaten eines Elementes des Raumes 7ı,..., %, 


im Sinne von 8.650. Jedem Punkte &,,..., x, der Kugel ist ein solches Element 
zugeordnet, das durch die Gleichungen: 


(2) 2, —y-+ (In — Yn)P, = 0 W=1..,n—1) 
bestimmt ist. Mit Hilfe von (2) kann man dann die Gleichung (1) durch: 
(19 Yn+ı = iyl+2p (2n — Yn) 


ersetzen. Die Gleichungen (1’) und (2) zusammen stellen die Kugel dar, aufgefaßt 
als Elementverein (S. 650). 


NENNEN 
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An sich betrachtet, gehört jedes Element x, p im ganzen oo! Kugeln an, die 


durch die Gleichungen: 
(| = %, + (&n — Yn) Pr 0=-1,..47#-D 


(3) un 

Imn=ivi + Zp2 (2n — Yn) 
mit willkürlichem y, bestimmt sind. Es gehört daher auch jedesmal der unendlich 
benachbarten Kugel an, die durch die Gleichungen: . 


(4) Me W=1,..,n—1) 
dyns =—iyl+2p-dyn 
dargestellt wird. Es versteht sich dabei von selbst, daß diese beiden unendlich be- 


nachbarten Kugeln einander berühren. Das wird dadurch bestätigt, daß aus (4) 


die Berührungsbedingung: 
1...n+1 


(5) Day=0 
k 


folgt. 

Zwei beliebige unendlich benachbarte Kugeln, die einander berühren, die also 
(5) erfüllen, haben stets ein ganz bestimmtes Element gemein, für dessen Koordi- 
naten man die Werte: 


6 2,=y—ı dk. 1 BE nn: 
( ) v v YnHt gyası Pk dyn 
0, Nnek Le... nl) 


findet. Dagegen gehört jedes Element z,p den oo! Paaren von unendlich benach- 
barten, einander berührenden Kugeln an, die durch (3), (4) mit willkürlichem 4, 
bestimmt werden. 

Für das Folgende ist es nützlich, zu bemerken, daß nicht bloß alle Quotienten 
dy,:dy, durch die x, p allein, hier sogar durch die p allein, ausdrückbar sind, 
daß das vielmehr auch von allen Ausdrücken: 


dys dyg 
PT 2 A Ye (k,j=1,...,n+1) 
| N dm Ay 
gilt. Es wird nämlich: 
Yu d Y,—Y, d Ye en (P, Zu — Pu z,) d Yns 
m Ya AYn — YnAYya= (Lu + InPu)dYn: 
YadYnıı — Ynsıd Yu = —izu YlL+ pr. dyn, 
Ynd Yn+ı — Yn+ı9Yn= —iEnVl4+ LP -dym 
wo u, v beliebige Zahlen aus der Reihe l,...,n —1 bezeichnen. 


Wir führen jetzt eine beliebige orthogonale Transformation: y;, —= 2%,;n; aus 
und bezeichnen das Element z,p, das zwei unendlich benachbarte einander be- 
rührende Kugeln n, und n,+ dn, gemein haben, mit &,..., $n Ts +++, Tn-ı: 
Dann bleiben alle bisher aufgestellten Gleichungen bestehen, wenn man die latei- 
nischen Buchstaben durch die griechischen ersetzt. 


Nun wird: 
%R=— d yı. DT d N; 
dYn Zan,dn; 
was sich sofort durch .,,...,7,_, allein ausdrücken läßt. Andrerseits ergibt sich: 
R,;% —& Er .d 
z een Bent a N Nr 


v 


4 Ynzı n Dantı,zdN: 
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wo der Zähler die n,, dn, offenbar nur in den Verbindungen: nd; — n;dn, enthält. 
Demnach sind die z, durch &,..., EV ausdrückbar, und wir » 
erhalten somit eine Transformation zwischen den z,p und den &,x, die angibt, 
wie die Elemente x, p transformiert werden, wenn die Kugeln durch unsre orthogo- 
nale Transformation unter einander vertauscht werden. Dabei gehen insbesondere 
die Nullkugeln, das heißt, die Punkte, in eine Schar von oo” Kugeln über; unsre 
Elementtransformation ist daher keine andre als die Berührungstransformation, 
bei der die Punkte in diese Schar von oo® Kugeln übergeführt werden. 


S. 223f., Nr. 18. Diesen Betrachtungen liegt eine Verallgemeinerung des Be- 
griffes Orthogonalsystem zugrunde, die ausdrücklich hätte ausgesprochen werden 


sollen. Hat man nämlich einen R,, in dem eine Mongesche Gleichung zweiten 
Grades: 


In 
Dana, a) 
u,v 


mit nicht verschwindender Determinante gegeben ist, so kann man festsetzen, daß 
zwei Richtungen dx, und öz, auf einander senkrecht stehen sollen, wenn 
= Xuvdzuör, = 0 ist. Dadurch ist zugleich festgelegt, was es heißt, daß zwei Ele- 
mente des R, (vgl. S. 650) auf einander senkrecht stehen, und hieraus folgt sofort 
eine Verallgemeinerung des Begriffs eines Orthogonalsystems in dem R,. Jede 
(n —1)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit dieses Orthogonalsystemes ist dabei 
(n —1)-fach von Konfigurationen erzeugt, die man als ihre Hauptkonfigurationen 
bezeichnen kann. 

Der so gewonnene Begriff der Hauptkonfiguration ist allerdings im allgemeinen 
nicht durch die Mongesche Gleichung Zauydz.dz, — 0 allein bestimmt, sondern 
erst, wenn ein zu dieser gehöriges Orthogonalsystem vorliegt, und es bleibt die Frage 
offen, ob er von dem Orthogonalsysteme losgelöst und auf die Mongesche Gleichung 
allein gegründet werden kann. Anders ist es, wenn die Gleichung Fa. ,da„dz, = 0 
aus der Gleichung dx} — 0 durch eine Punkttransformation hervorgeht. Diese 
Punkttransformation führt nämlich, wie aus $. 226f., Nr. 24 hervorgeht, die Kugeln 
des R, in eine Schar von oo**+! Mannigfaltigkeiten über, die zu der Mongeschen 
Gleichung kovariant ist, und ermöglicht somit eine unmittelbare Definition der 
Hauptkonfigurationen oder, genauer gesagt, der zugehörigen Elementstreifen. 

Ein solcher Fall liegt nun vor bei der Abbildung der Punkte y,..., Yazı 
eines R,;, auf die Kugeln eines R,. In diesem Kugelraume hat man die Mongesche 
Gleichung X dy,? = 0, welche die Berührung zweier unendlich benachbarter Kugeln 
des Raumes definiert. Somit kann man bei jeder Mannigfaltigkeit von 00% Kugeln 
des R, von ihren Hauptkonfigurationen sprechen. Diese Mannigfaltigkeit ist näm- 
lich das Bild einer Punktmannigfaltigkeit des R„;ı, und ihre Hauptkonfigurationen 
sind die in ihr enthaltenen einfach unendlichen Kugelscharen, welche die Haupt- 
konfigurationen dieser Punktmannigfaltigkeit abbilden. 


3.224, 2.6—1l. Man muß annehmen, daß ,=0,...,n,ı=0 für das 
Orthogonalsystem ein Punkt von allgemeiner Lage ist; dann kann man das Ver- 
langte durch eine Orthogonaltransformation wie $. 222, Z. 4f. erreichen. Um aber 
Jetzt Yı,.- -, Yn.,1 als Koordinaten der Kugeln des R, deuten zu können, muß man 
die Gleichung der Kugel in der Gestalt: 


1...0 
>, — Y,? + (Ynrı rn = 0 
5 


annehmen, wo y) ,, =# 0 ist. Sonst wäre nämlich y,ı = 0,..., Yn+ı = 0 keine Kugel 


[} 


von allgemeiner Lage. 
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S. 224, Z. 17f. Die weggelassenen Glieder enthalten auch nur %,..- , 4, und 
sind von dritter und höherer Ordnung. 
$.224, Z.12—5 v.u. Das Enveloppengebilde ist bestimmt durch die Glei- 


chungen: 


0) 
z,—y,+ (a1 — Yı) a ya Y+)-— en ou (= 2, ..., n), 


die zu der der Kugel hinzukommen. Indem wir En +, 2, eliminieren, erhalten wir 
für x, die quadratische Gleichung: 


2...n F) p) 
mar (142 5) 2a mn Sauren + 


Human + I(Ger)) =0, 


aus der sich ergibt: 


(2 — Yı) 1 A I(% )) Ya Ya) Sy yatı — = 


(un) [IE Bra)? 14 + Ze} (14 eo 
Demnach wird: 
u u in Baer 


wo die weggelassenen Glieder von zweiter und höherer Ordnung in %,. +, Yn 
sind, und ferner: 


x, — y,=2 (rn Ya) aa [be 137 Pk a ee JR 


wo dasselbe gilt. Drückt man also y, und y„,ı durch Ya, ..., Y, aus, SO kommt: 

= —iypates = 112 Yun! —ayP)})y te 0=2..0Mı 
wo wieder die weggelassenen Glieder von zweiter und höherer Ordnung in %, . » -, Yn 
sind. 

Das Enveloppengebilde liegt jetzt in Gaußischer Parameterdarstellung vor, und 
zwar sind %,...,Y, die Parameter. Seine Normale in dem Punkte %,..-, Yn 
fällt in die Normale, welche die durch %,..., 4, bestimmte Kugel des R,„ in 
demselben Punkte hat. Die Gleichungen dieser Normalen sind daher: 

x, — Yı 
3, —=%,0- : ; GeLssum: 
j ° Yun — Yorı) 
In dem Punkte: „=0,...,,=0 ode: =—iy, , »=0,..,%= 0 des 


Enveloppengebildes wird aber: 
dy=0, dyn—0, dy—=0, du= A A yarn (Vahllı — ar) } A Yu 
(=23...,N). 


Demnach erhalten wir zur Bestimmung der Tangentenrichtungen der hindurch- 
gehenden Hauptkonfigurationen des Enveloppengebildes die Gleichungen: 


(1— 2(yı + io)(@all — aed)} dyu= 0 (u=2,...,N), 


die mit einander verträglich sein müssen. Die n — 1 gesuchten De 
werden daher durch je n— 2 unter den Gleichungen: dy = 0, ‚a, — 0. 
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stimmt. Dieselben Gleichungen liefern jedoch für die Kugelmannigfaltigkeit 
S. 224, Z.17f. des R, auf ihren durch die Kugel: , —=0,..., Yn+ı = 0 gehenden 
Hauptkonfigurationen die dieser Kugel unendlich benachbarten Kugeln. Da diese 
Kugeln das Enveloppengebilde in den unendlich benachbarten Punkten seiner durch 
den Punkt: , = — iy +, %&=0,...,2,.=0 gehenden Hauptkonfigurationen 
berühren, so ergibt sich in der Tat, daß die Hauptkonfigurationen der Kugelmannig- 
faltigkeit das Enveloppengebilde längs dessen Hauptkonfigurationen berühren. 

Zu beachten ist, daß hierbei nicht das ganze Orthogonalsystem des R,„+ı be- 
nutzt worden ist, sondern nur die (n — 1)-fach ausgedehnte Schnittmannigfaltig- 
keit M,„_, zweier n-fach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten des Orthogonalsystems. 
Die Hauptkonfigurationen dieser M,„_, haben die auf $. 218—220 besprochene 
Gruppierung, woraus folgt, daß von den Hauptkonfigurationen des Umhüllungs- 
gebildes, das wir im R,, gefunden haben, dasselbe gilt. Da diese Hauptkonfigurationen 
ohne weiteres angebbar sind, kann man auf dem Umhüllungsgebilde im R, eine 
M,„_, auswählen, die sich in derselben Weise behandeln läßt, wie vorhin die Mi... 
und kann dieses Verfahren fortsetzen. Hierauf beruht das $. 225, Z.12—15 Ge- 
sagte. 

S. 224, 2.6,5 v.u. Vgl. S. 219, Nr. 9 und die Anm. dazu, S. 736. 

5.224, 7.4—1 v.u. Die (n — 1)-fach ausgedehnte Enveloppenmannigfaltig- 
keit ist innerhalb eines gewissen Bereiches eindeutig umkehrbar bezogen auf die 
(n —1)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit des R„;ı, die F, und F„,ı gemein 
haben, und zwar so, daß Hauptkonfigurationen ebensolchen Konfigurationen ent- 
sprechen. 

5.225, Z.4—6, also vorausgesetzt, daß die M„_, einem Orthogonalsysteme 
angehören kann. 

S. 225, 2.9,8 v.u. Vgl. Abh.XI, $.138, Z.2. In der Gleichung werden 
Yır“--, 4% als Parameter und &,,..., x, als laufende Koordinaten betrachtet, es 
sind das die Größen, die auf S. 138 mit X, Y,Z, H bezeichnet waren. Die Punkte 
des R, werden also durch die linearen Kugelkomplexe des R, repräsentiert, eine Vor- 
stellung, die Lie in Abh. XVI, S. 274f., Nr. 7 weiter verfolgt. 

5.226, 2.2,1 v.u. Math. Ann. II, S. 366—370 (1870). Ges. Abh. Bd. I (1921), 
S. 81—86. Das „‚Ueber‘ hat Lie hinzugefügt. Die Verweisung auf Plücker ist un- 
verständlich, denn in Nr. 19 steht nichts, was hierher gehört. 

5.226, 2.6—3 v. u., 8. 227, Z.1-—4. Lie verweist auf diesen Satz in den 
Ann. V,S. 186 in einer Anmerkung zum Schlusse des ersten Teiles. Er bemerkt dort 
auch, daß alle konformen Punkttransformationen des R, aus Bewegungen, Ähnlich- 
keitstransformationen und Transformationen durch reziproke Radien zusammen- 
gesetzt werden können, daß also dieser Satz, den Liouville für n — 3 bewiesen 
hatte, für jedes n > 2 gilt. 

Daß eine Punkttransformation des R, (n> 2), wenn sie Krümmungslinien 
in Krümmungslinien überführt, zugleich konform ist, also die Gleichung F da? = 0 
invariant läßt, das folgt ohne weiteres daraus, daß sie jedes Paar von auf einander 
senkrechten Fortschreitungsrichtungen dx, und ör, in ein eben solches überführen 
muß. Wie aber Lie damals eingesehen hat, daß auch umgekehrt jede konforme 
Punkttransformation Krümmungslinien in Krümmungslinien überführt, das wissen 
wir nicht. Eine Bestimmung aller konformen Transformationen des R„ (n> 2) 
hat er erst 1884 veröffentlicht (d. Ausg. Bd. V, Abh. XXII, $. 533—541). Er be- 
nutzt dabei Hilfsmittel, die er 1870 noch nicht besaß, deutet allerdings auf $. 541 
eine direkte Methode an, die auf der Bestimmung der infinitesimalen konformen 
Transformationen beruht. Es ist sehr gut denkbar, daß er diesen Weg schon 1870 
eingeschlagen hat. 

S. 227, 2.5—12. Lie erwähnt nicht, daß nicht bloß jede Punkttransformation 
sondern auch jede Berührungstransformation des R, (n> 2), die Krümmungslinien 


- 
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in Krümmungslinien überführt, zugleich Kugeln in Kugeln verwandeln muß, und 
daß die betreffenden Transformationen durch die Eigenschaft, Kugeln in Kugeln 
überzuführen, charakterisiert werden können. Die Kugeln sind nämlich die einzigen 
(n — 1)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten, auf denen jede Kurve Krümmungs- 
linie ist. Bei einer solchen Mannigfaltigkeit müssen ja die Normalen in je zwei 
unendlich benachbarten Punkten durch einen Punkt gehen, also gilt das auch für 
die Normalen von drei beliebigen Punkten, die paarweise unendlich benachbart 
sind, also überhaupt für alle Punkte der Mannigfaltigkeit, was offenbar nur bei der 
Kugel eintritt. 

Wenn Lie auf 2. 5—12 die Berührungstransformationen des R,„_,, die Krüm- 
mungslinien in Krümmungslinien überführen, auf die Punkttransformationen des R,, 
zurückführt, die dieselbe Eigenschaft haben, so stützt er sich offenbar auf den eben 
bewiesenen Satz. Er hält es aber nicht für nötig, diesen Satz auszusprechen, weil der 
ihm selbstverständlich erscheint. Die Abbildung der Punkte des R,, 4 auf die Kugeln 
des R, ergibt aus jeder Punkttransformation des R,,,, die Kugeln in Kugeln über- 
führt, eine ebenso beschaffene Berührungstransformation des R, und umgekehrt. 
Die auf S.739 entwickelten Formeln erlauben es, von den Punkttransformationen zu 
den Berührungstransformationen überzugehen und umgekehrt. Daß dieser Übergang 
möglich ist, beruht darauf, daß die betreffenden Berührungstransformationen des 
R,„_ı jede Schar von oo! Kugeln, die einander in einem Punkte berühren, in eine 
ebensolche Schar überführen. Bei der Abbildung der Kugeln des R,, auf die Punkte 
des R, verwandeln sich nämlich diese Kugelscharen in die Minimalgeraden des R,, 
und der Inbegriff der Minimalgeraden des R, bleibt bei den betreffenden Punkt- 
transformationen des R, invariant. 

Eine direkte Bestimmung aller Berührungstransformationen des R,, bei denen 
Krümmungslinien in Krümmungslinien übergehen, gibt Lie in Bd. VI d. Ausg. 
Abh. VI (1889), S. 240 bis 244. 

S. 227, Z2.12—10 v. u. Vgl. Abh. XII, S. 207. 

S. 227, 2.2,1 v.u. Klein, Ges. Abh. Bd. I, Abh. II, S. 53ff. 
S. 228, 2. 25. Man ersetze $. 227, 2.4 v.U. 2,41, Zn+z> Any. durch 


2. .,Vo.., 8 A An+2Q@y,ı und lasse dann a„,, und a„,, unendlich 
werden. 

S.228, Z.11—14. „Sur une nouvelle serie de systemes orthogonaux alge- 
briques.‘ ©. R. Bd. 69 (1869), S. 392—394. Darboux nimmt eine M,„_,, die einem 
Orthogonalsysteme eines R,„ angehört. Die sphärische Abbildung der M,_, liefert 
auf der Kugel des R, ein Orthogonalsystem, aus dem man durch stereographische 
Projektion der Kugel ein Orthogonalsystem eines ebenen R,„_, erhält. 


Zu Abhandlung XIV, S. 229 — 266. 


Im November 1870 war Lie auf der Rückreise nach Norwegen in Düsseldorf 
mit Klein zusammen gewesen. Kurz nachher, am 27. November 1870 schreibt 
Klein: ‚Mit der Redaktion der W-Kurven stehe ich noch auf dem Standpunkte, 
daß ich sie als etwas recht Wünschenswertes betrachte.‘‘ Am 30. Dez. 1870 erwähnt er, 
daß er in den Göttinger Nachrichten einen kurzen Aufsatz über die elliptischen 
Koordinaten der geraden Linie erscheinen lassen wolle. „Dann nehme ich auch die 
W-Kurven wieder auf, die augenblicklich vor interessanteren Überlegungen haben 
zurücktreten müssen.‘‘ In einem Göttinger Briefe vom 28. Jan. 1871 heißt es: „Ich 
bin nämlich seit meinem Hiersein noch nicht zu vernünftiger eigener Forschung ge- 
kommen, nicht, als hätte ich nicht hinlänglich freie Zeit gehabt, sondern weil ich 
durchaus die W-Kurven fertigstellen will, was jetzt, wo einem der Gegenstand so 
alltäglich ist, eine recht langweilige Arbeit ist... . Ich bin jetzt so weit, daß ich un- 
gefähr weiß, wie sich die Sachen in der Ebene stellen, dagegen im Raume sieht es 


u 
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noch konfus genug aus. Vielleicht, daß ich Dir mit Anfang März eine erste Redak- 
tion zuschicke.“ . 

Und am 4. Februar 1871: „‚In nicht zu langer Zeit hoffe ich, Dir die W-Kurven 
zuschicken zu können. Aber allerdings in ganz anderer Weise, als ich das selbst noch 
vor wenigen Tagen gedacht hätte. Es sind nämlich nur die ebenen W-Kurven, von 
räumlichen Gebilden ist darin gar keine Rede. In dieser Gestalt möchte ich Dir 
vorschlagen, den Aufsatz zu veröffentlichen.‘ ... „Ich habe immer dahin gestrebt, 
mit der Veröffentlichung so lange zu warten, bis der Gegenstand völlig durchge- 
arbeitet sei. Das will ich in dem Maße nie wieder tun. Denn es gibt eine gewisse 
Grenze, über die hinaus einem ein Gegenstand zum Überdruß wird: wie das mir die 
W-Kurven lange sind.‘ 

„Kürzlich bin ich einen Abend bei Clebsch gewesen und habe ihm vorgelesen, 
was ich über die ebenen W-Kurven zusammengestellt hatte. Clebsch hatte 
sichtlich Gefallen an dem Stoffe; er leugnete aber durchaus nicht, unseren Aufsatz 
in den Comptes Rendus nicht verstanden zu haben. Das ist offenbar allgemein (bis 
auf Noether) der Fall gewesen. Neulich schenkte ich einen Separatabzug einem 
meiner Zuhörer, und der hatte nichts Eiligeres zu tun, als denselben durchzustudieren: 
aber er hat es nicht verstehen können. Das erzählte er mir; worauf ich ihm ant- 
wortete: das sei auch gar nicht geschrieben, um verstanden zu werden. — Übrigens 
glaubt man in Berlin, dieselben verstanden zu haben. Es hat nämlich jemand dort 
gesagt: Solche Untersuchungen seien doch eigentlich zu leicht. Um allen solchen 
Ansichten entgegen zu treten, habe ich in der Einleitung ziemlich klar gesagt: daß 
wir die Arbeit für ‚etwas‘ halten.‘ 

Ferner am 8. Februar 1871: „Anbei schicke ich Dir die Redaktion der ebenen 
W-Kurven. mit der Bitte, mir Deine Ansicht darüber möglichst auch detailliert mit- 
zuteilen. Mir ist im Momente die ganze Sache so fürchterlich zuwider, daß ich gar 
nicht mehr an dieselbe denken mag; ich halte deshalb auch den ganzen Aufsatz 
für verfehlt. Hoffentlich hast Du ein besseres Urteil darüber.‘ ... „Besonders 
schlecht scheint mir die Bearbeitung der ‚Verwandtschaften‘. Zunächst erscheinen 
sie nur als Hilfsmittel, nicht als Selbstzweck. Dann ist auch der Styl oder vielmehr 
die Detailausführung mangelhaft — indem ich nämlich heute, wo ich diesen Teil 
abschrieb, nicht die nötige Frische hatte, um das nur leicht hingeworfene Konzept 
vernünftig zu ergänzen.“ 

„So nimm denn die Arbeit hin und urteile darüber! Es ist seltsamerweise mor- 
gen genau ein Jahr, daß wir damals bei Voelker auf die W-Kurven gerieten.“ 

Endlich am 11. März 1871. ‚Soeben habe ich Clebsch die Redaktion der 
ebenen W-Kurven eingereicht; ich eile, Dir dies frohe Ereignis, nach welchem ich 
so lange gestrebt habe, mitzuteilen. Ich habe nur noch sehr wenig daran geändert. 
Die Zusätze, die Du gewünscht hast, habe ich ausgeführt ; namentlich habe ich einen 
Schlußparagraphen ‚Über die Integration gewisser Differentialgleichungen“ hinzu- 
gefügt, in welchem ich die Haupttangentenkurvenbestimmung auf den Flächen, die 
0! W-Kurven eines Systems enthalten, auseinandersetze. Mit Clebsch habe ich 
noch einmal das Ganze ausführlich durchgesprochen, er war sichtlich erfreut über 
die Anwendung auf Differentialgleichungen, von der ich ihm noch nie etwas erzählt 
hatte.“ 

Bereits am 30. Mai 1871 konnte Klein Sonderabdrucke der W-Kurven an 
Lie schicken. 

S. 230, Z. 11—9 v. u. Das ist nicht geschehen. 

S. 231, Z.2 v.u., 8. 232, Z. 1—4. Diese Absicht ist nicht ausgeführt worden. 
Ein erster Entwurf Kleins zu einem Aufsatze über die W-Kurven im Raume ist 
nicht weiter geführt worden und liegengeblieben. 

$.234, 7.46. Es hätte bemerkt werden sollen, daß b + 0 vorausgesetzt 
wird. 


Mh A A Ah un U A) LAD ln) LE u 2 dl 2 2 1 1 Ann 1 a ee 
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S. 234, Z. 11f. Hier soll a # 0 sein. Eigentlich erhält man die Form: 


"=s34+a, Y=y+bate, 


wo ab == 0 sein muß; ersetzt man aber x durch «x und also x’ durch x’, so kann 
man a:x = bx machen. 

S. 238, 2.2 v.u. Es sollte stehen: ‚‚bei den hier betrachteten linearen‘. 

S. 241, 2. 3—1 v. u. Gemeint ist die Subtangente auf der Ordinatenachse. 

S. 243, Nr. 11. Eine vollständige Aufzählung aller zweigliedrigen projektiven 
Gruppen der Ebene findet man Bd. V d. Ausg., Abh. XIX (1884), S.482. Es ist leicht, 
darunter die auszusuchen, deren Transformationen vertauschbar sind. Man findet 
nur die schon hier aufgezählten fünf Typen. 

S. 244, 2. 9—14. Man hat die symbolische Gleichung: 


9) 4B-- (6) BA, 
die wegen: 
Mrd 0. Ben 
liefert: 
0)B=p=(p)A. 


S.245, I.Man muß (vgl. die Anm. zu S.234, Z.11f.) von der allgemeineren Form: 
e —=c+a, yY=y+bro+ec 


ausgehen. Soll diese Transformation mit einer Transformation: 


"=2+4, Y-y+bzc+ta 


vertauschbar sein, so muß ab, = a,b werden. Ersetzt man nun z durch xx und 
wählt a = ba?, so wird zugleich: a, = b,a?, also erhalten beide Transformationen 
die Gestalt IT". 

8.247, 2.18 v.u. — S.248, 2.9. Es entziehen sich also in Punktkoordinaten ge- 
wisse W-Kurven der hier gegebenen Darstellung, und in Linienkoordinaten gilt 
dasselbe von gewissen andern. Dieser Übelstand wird vermieden, wenn man als Ele- 
mente nicht den Punkt oder die Gerade benutzt, sondern das Linienelement, also 
die Figur, die aus einem Punkte und einer hindurchgehenden Geraden besteht. An 
Stelle der W-Kurven treten dann die W-Vereine, d.h. die Vereine von Linienele- 
menten, die bei einfach unendlich vielen Transformationen des Systems unverändert 
bleiben (vgl. S. 650—656). 

S. 248ff., $4. Diese Verwandtschaften, die hier aufgestellt werden, sind 
sämtlich Berührungstransformationen. Eine jede ist mit allen Transformationen: 
© = ar, y' = by vertauschbar, sie gehört also der unendlichen Gruppe aller Be- 
rührungstransformationen an, bei der die zweigliedrige Gruppe: " =az, y —=by 
invariant bleibt (vgl. S. 653). 

8.250, 2.9—11. Ein Beispiel dafür sind die Entwickelungen von Abh. V, bei 
denen die projektive Gruppe eines Tetraeders zugrundegelegt wird. In Abh. VI 
wird dieselbe Gruppe benutzt, die aber zum Teil der Einfachheit wegen durch die 
Gruppe der Translationen ersetzt ist. 

S. 252, 2. 14—16. Hiernach muß man den Ausdruck: ‚Die Transformation: 
2% =az, y = Py wird auf die Kurve p(z, y) = 0 ausgeführt‘ so verstehen, daß 
in der Gleichung: @(z,, yı) = 0 die Substitution: 2, = &z, yı = ßy gemacht wird. 
Es sind also x,, y, die Koordinaten des ursprünglichen Punktes, x, y die Koordinaten 
des Punktes, in den dieser bei der Transformation übergeht. Leider hat Klein 
daran nicht durchweg festgehalten, und dadurch sind später an einigen Stellen Irr- 
tümer in den Formeln entstanden. Bei dem Wiederabdrucke in seinen Ges. Abh. 
sind an diesen Stellen die Formeln geändert worden, aber nicht wirklich berichtigt. 
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In dem vorliegenden Abdrucke sind die betreffenden Formeln so geändert, daß die 
vorhin angegebene Auffassung der Transformation überall folgerichtig durchgeführt 
ist. Man vgl. das Verzeichnis der Abweichungen auf S. 516. 

S. 252, Z. 15—6 v. u. Die Verwandtschaft ist hiermit noch nicht vollständig 
beschrieben. Es hätte noch hinzugefügt werden sollen: ‚Beschreibt der Punkt 
x, y' eine Kurve, so ist diese der Kurve zugeordnet, die von den sämtlichen Kurven 
p umhüllt wird, welchen seine verschiedenen Lagen entsprechen.‘ Auf S. 253, 
7. 7—11 wird das stillschweigend vorausgesetzt, indem der besondere Fall betrachtet 
wird, daß der Punkt x’, y’ eine W-Kurve eines bestimmten Systems beschreibt. 

Bezeichnet man die Transformation: 2, =az, y=fßy mit S, den ‚Punkt 
%, , % mit P, die Kurve (x, y)=0, die dem Punkte P zugeordnet ist, mit F und 
die neue Verwandtschaft mit T, so ist (F)T = (P). Dann wird T durch die Glei- 
chung: 


(F)JS.T= (P)Sm = (F) TSm 


insoweit definiert, als festgestellt wird, welchem Punkte jede Kurve (F) S, das heißt: 
p(ax,ßy) = 0, entspricht. Hieraus folgt: ST= TS” oder: 


. a Se Be ne 


führt man also die Transformation T auf S aus, so erhält man S”. 

S. 253, 2. 4, 6—11. Die Gleichungen (17) sagen aus, daß jeder Kurve p(az, ßy) 
—: 0 der Punkt: x” — x, y” = ß zugeordnet wird; also dem Punkte x”, y” die Kurve 
plz’, yy)—0. 

S. 257, 2.14—12 v. u. Vgl. Abh. VI, S. 81, Nr. 2. 

S. 257, 2. 8f. Vgl. S. 250, 2.12—9 v.u. 

S. 257,2.1v.u.W. Roberts, „Extrait d’une lettre adressee AM. Liouville.“ 
Liouvilles Journal, I. Serie, Bd. XIII (1848), S. 209—220. Auf die Polarkoordi- 
naten r,w wird die Transformation: r=r’trn, w—= nw’ angewendet. 

S. 263, Z.15—19. Hier wird ohne weiteres vorausgesetzt, daß oo! Punkt- 
transformationen der Ebene, welche die oo! Integralkurven einer Differential- 
gleichung 1. O. unter einander vertauschen, stets eine Schar von oo! Kurven einzeln 
invariant lassen. Das braucht jedoch keineswegs der Fall zu sein, und man ist dessen 
nur dann sicher, wenn die oo! Transformationen eine eingliedrige Gruppe bilden. 

S. 264, 2. 9-4 v. u. Das ist nicht richtig. Lassen nämlich oo! Punkttransfor- 
mationen der Ebene oo! Kurven einzeln invariant, so kann man diese Kurven 
stets ohne Integration angeben. Man braucht ja bloß die Transformationen 
auf irgend einen Punkt auszuführen, um die durch den Punkt, gehende invarıante 
Kurve zu erhalten. Dabei macht es gar keinen Unterschied, ob die Transformationen, 
eine eingliedrige Gruppen bilden oder nicht. Anders ist es, wenn man bloß eine 
infinitesimale Transformation kennt, bei der die oo! Integralkurven einer Differen- 
tialgleichung 1. O. unter einander vertauscht werden. Die infinitesimale Transfor- 
mation läßt immer oo! Kurven einzeln invariant, aber die Bestimmung dieser 
Kurven erfordert die Integration einer andern Differentialgleichung 1.0. Klein 
hat also hier das nicht zum Ausdruck gebracht, was eigentlich gesagt werden sollte. 

Nach Kleins Briefe vom 11. 3. 1871 scheint Lie den $7 vor dem Drucke gar 
nicht gelesen zu haben, so daß die hier und in der vorhergehenden Anmerkung 
gemachten Ausstellungen in erster Linie auf Kleins Rechnung kommen. Lie 
trifft bloß der Vorwurf, daß er bei der Korrektur nicht darauf geachtet hat. 

S. 264, Z.3—1 v.u. Später erkannte Lie, daß die Integration dieser Hilfs- 
gleichung unnötig ist. Schon die Kenntnis einer infinitesimalen Transformation, 
bei der eine vorgelegte gewöhnliche Differentialgleichung 1. O. invariant bleibt, reicht 
aus, um die Integration dieser Differentialgleichung auf eine Quadratur zurückzu- 
führen. S. Bd. III d. Ausg., Abh. XIII (1874). 


Die orthog. Trajektorien einer Kugelschar 747 


8.266, Z.4—1 v.u. Über Clebsch s. die Anm. zu $.91, 2.5—11 (S. 665) 
Ferner Cremona, „Rappresentazione di una classse di superficie gobbe sopra un 
piano, e determinazione delle loro curve assintotiche.‘‘ Annali, II. Serie, Bd. I 
(1867—68), S. 248—258. 


Zu Abhandlung XV. 8. 267—270. 


Auf diese im Archive der Gesellschaft der Wissenschaften niedergelegte Arbeit 
hat Lie zweimal verwiesen, s. Bd. III d. Ausg. Abh. II, S.6 und Abh. III, S. 15 


(1872). 
S. 267, 2. 17—19. Es sei: 
1...n 
(1) BI None a,)® FR 
Wo @ı,...,a, und r von einem Parameter u abhängen, die Gleichung der Kugel- 


schar. Die senkrechten Trajektorien dieser Kugelschar werden dann durch ein 
simultanes System von der Gestalt: 


dr, 
(2) a ei) =1l,...,n), 
bestimmt, wo: 
(3) ro—-rr 24 0) a), 


und wo die Akzente Ableitungen bedeuten. 
Auf der Kugel u = u, denken wir uns irgend eine (n — 2)-fach ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit: 
2,—=P,(tr 4.3 ine) =1,...,n) 


gegeben und legen durch deren Punkte die hindurchgehenden Trajektorien. Wir inte- 
grieren zu diesem Zwecke (2) mit den Anfangsbedingungen: 


(4) (2), Prltis +2 in-2) =1...,n 
und erhalten: 
(5) Dale) (W=l,...,n). 


Das ist eine (n—1)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, die von unsern 
Trajektorien erzeugt ist. Wir werden zeigen, daß sie diese zu Krümmungslinien 
hat. 

Aus (1) folgt: 


(6) Se (k=1,...,0—2) 
ne 1° 
und aus (2): 
(7) 23 31, el a) +5: (k=1,...,20—2) 
Es sei ferner p,, - . -, P„ ein Wertsystem, das die Gleichungen: 
u u or, 
(8) 2 1 n,= 0 Se, — 0,)Pp,=0, dt =1,...,n— 2) 


y 


und somit auch diese: 


Ox,d 
(9) D@,—4,) 0. Dan 2 a, 


nn 3 rn a 
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befriedigt. Dann ist: &,—= 2,—+ op, die Normale von (5), und die Krümmungs- 
linien dieser Mannigfaltigkeit ergeben sich durch die Forderung, daß die Gleichungen: 


(10) de, +odp,+p,do=0 H=1,...,n) 
mit einander verträglich sein sollen. Aber es ist: 


d2,=e(,—a,)du+ San, 
k k 


wir können daher wegen (8), (9) die Gleichungen (10) durch die folgenden ersetzen: 


ap 
2 La ER 
Ir oe+o >(z, a) ldu=0, 


öx, , _2p,\ dx, 
> v re iz GR e 
Sem 5 2u) ot; DE G=h..un-D, 


oe Dp,dp,+ Ip!.do=0. 


v 


Hieraus geht hervor, daß die Krümmungslinien, auf denen « nicht konstant ist, 
eben die Trajektorien unsrer Kugeln sind, während sich alle andern Krümmungs- 
linien auf die Kugeln u — const. verteilen. Durch Paralleltransformation kann man 
überdies aus der Mannigfaltigkeit (5) ein Orthogonalsystem herleiten, dem sie 
angehört. Man braucht zu diesem Zwecke nur auf einer der Kugeln ein Orthogonal- 
system von (n — 2)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten auszuwählen. 

S. 267, 2.12 v.u. Über die Darbouxsche Methode vgl. Abh. XIII, $. 228, 
Z.11—14 und die Anm. dazu, S. 743. 

S. 267, Z2.11—7 v. u. Wie das zugeht, setzt Lie in Abh. XVI auseinander, s. 
S. 279£., Nr. 16, 17. 

S. 267, 2.6—2 v. u. In Abh. XIII ist das nicht erwähnt; in Abh. XVI, $. 278, 
Anm. spricht Lie sogar einen noch allgemeineren Satz aus, dessen Fassung er aller- 
dings selbst als etwas unbestimmt bezeichnet. Der Beweis für Lies Behauptung 
liegt in den Formeln auf S. 224, denn diese behalten ihre Gestalt, wenn man das 
dort benutzte Orthogonalsystem durch ein anderes ersetzt, dessen Mannigfaltig- 
keiten dieselben sphärischen Abbildungen haben. 

S. 268, 2. 3—8. Jetzt kann man deutlich sehen, auf welche Weise Lie zu den 
Betrachtungen von Abh. XIII geführt worden ist (S. 215, Z. 7f.). Klein hatte in 
der dort angeführten Note gewisse Sätze über eine Schar von oo! Linienkomplexen 
ausgesprochen. Er hatte nämlich vorausgesetzt, daß die vier Komplexe der Schar, 
die eine beliebig gewählte Gerade gemein haben, stets „in bezug auf diese Gerade 
in Involution liegen‘. Er hatte bemerkt, daß bei den von ihm benutzten Koordinaten 
die Bedingung für die involutorische Lage zweier Linienkomplexe in bezug auf eine 
Gerade genau so aussieht, wie die Bedingung dafür, daß zwei Flächen des R, einander 
in jedem gemeinsamen Punkte senkrecht schneiden. 

Lie ersetzte nun vermöge seiner Berührungstransformation die Linienkom- 
plexe durch Kugelkomplexe. Indem er dann noch die Kugeln des R, auf die Punkte 
des R, abbildete, erhielt er als Bild der Kleinschen Schar von oo! Linienkomplexen 
ein Orthogonalsystem des R,, und nunmehr bot sich die Verallgemeinerung auf den 
It, von selbst dar. 

Wie die Kleinschen Sätze auf den Kugelraum übertragen lauten, das gibt 
Lie in Abh. XVI, S. 274, Z. 1—15 genauer an. Hiernach ist auch klar, warum Lie 
auf 9.268, 2.4 und 5 von oo? und oo? Flächen spricht.!) Man kann ja oo? Paare 
und 00? Dreiheiten von Komplexen aus der Schar auswählen. 


1) Auf Z. 4 von S. 268 steht durch ein Versehen 00% statt o0?. Der erste Druck 
hat o0®, wie es sein muß. 
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S. 268, Z. 9—14. Das ist näher ausgeführt in Abh. XVI, S. 275f. 

8.268, 7.16 „gleichberechtigt“, nämlich insofern, als sie ebenfalls Mannig- 
faltigkeiten liefert, deren Krümmungslinien im allgemeinen nicht „kreisförmig‘“ 
sind im Sinne von Abh. XVI, S. 275, Anm. 2. 

S. 268, Nr. IV. Hier wird die Theorie von Abh. XII, S. 157—160, $14 auf 
jeden Raum R, ausgedehnt, dessen Dimensionenzahl n > 2 ist. Für n = 3 konnte 
alles durch Berührungstransformation auf die Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen 1. O. zurückgeführt werden, deren charakteristische Kurven Haupt- 
tangentenkurven auf den Integralflächen sind. Für n > 3 ist aber etwas Ähnliches 
schon dadurch ausgeschlossen, daß dann die Zahl der Geraden stets größer ist als 
die der Kugeln. Die Theorie muß daher für n> 3 auf einem anderen Wege ent- 
wickelt werden. Dieser Weg ist aber auch für n> 2 anwendbar und liefert daher 
zugleich eine neue Begründung der Theorie fürn = 3. 


Es sei: 
(1) 1 EEE REEL NL. 
eine partielle Differentialgleichung 1. O. des Raumes z,,..., 2,. Wir haben dabei: 
On ___Pi Gasl,..,n- 
0%, Pn 
gesetzt, so daß F homogen in Pı,...,P, wird und also EZ p,F,, vermöge F= 0 


verschwindet. Die charakteristischen Streifen von F= 0 werden dann durch das 
simultane System 


42,05 dp, _ ww 
(2) re rc Garn) 


bestimmt (Bd. III d. Ausg. Abh. XII, S. 160). 

Sollen nun die charakteristischen Kurven Krümmungslinien auf den Integral- 
mannigfaltigkeiten sein, so müssen die charakteristischen Streifen die Eigenschaft 
haben, daß für je zwei unendlich benachbarte Elemente eines solchen Streifens die 
Normalen, die auf den Ebenen der Elemente in deren Punkten errichtet sind, ein- 
ander schneiden. Schließen wir den Fall aus, daß die Gleichung (1) die besondere 
Form £p? = 0 besitzt, und ist z,, p, ein Element von allgemeiner Lage, das der 
Gleichung F= 0 genügt, so hat die zu diesem Elemente gehörige Normale die 
Gleichungen: 


. P, 
(3) eo — (Es Een)e 
i 237 
Die zu zwei unendlich benachbarten Elementen eines charakteristischen Streifens 
gehörigen Normalen werden daher einander schneiden, wenn die Gleichungen: 
F, Zp2—p,2p,F 
(4) I7.—e- ei 4 iö Slate an-0 W=1,...,n) 
(2p})? v2P 


vermöge (1) bestehen, ohne daß dt verschwindet. Hieraus folgt do = 0; es bleiben 
also n Gleichungen übrig, die wir mit Hilfe der Abkürzungen: 


= = 120 of of | 
= 2 EU ERS iM 
(5) 4.j= (3 Pr) dr, 0 | > Prdn, pP, > Pı 32, F=1,...,n 


so schreiben können: 
(6) AH —0O HF =1,...,n). 
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Diese müssen vermöge F—= 0 bestehen. Damit sie mit einander verträglich sind, 
müssen die Gleichungen: 


(7) (F zuF 0», Fu F,,) Dr haar? (Pu F,, Ex pP, F,.) Be.” F,, ag 0 
T T 


v„rel..,M 


für jedes Wertsystem x, p erfüllt sein, das F = 0 befriedigt.!) Da wir die Gleichung 
2p; = 0 ausgeschlossen haben, so ergibt sich insbesondere, daß die Gleichung 
F = O0 nicht von allen z,,..., z, frei sein kann. 

Damit haben wir die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür ge- 
funden, daß die charakteristischen Kurven von F = 0 auf jeder (n — 1)-fach aus- 
gedehnten Integralmannigfaltigkeit von F —= 0 Krümmungslinien sind. Wir können 
auch sagen: Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, daß die charak- 
teristischen Streifen von F = 0 Krümmungsstreifen sind auf jedem Integralvereine 
von oo*-1 Elementen. 

Hat die Gleichung F = 0 die eben angegebene Beschaffenheit, so ordnet sie 
jedem ihrer Elemente x, p von allgemeiner Lage eine ganz bestimmte Kugel: 


Lasun 
(8) I, =0' 
m 

zu. Der Halbmesser o ist eine Funktion der 2,p, die wir uns aus einer der Gleichungen 
(6) berechnet denken, und die offenbar, wie es sein muß, homogen von nullter Ord- 
nung in den p ist. Der Mittelpunkt & ergibt sich aus (3). Jeder Integralverein von 
oo”-1 Elementen, dem das Element z,p angehört, enthält auch den durch z,p 
gehenden charakteristischen Streifen als Krümmungsstreifen, und die Kugel (8) ist 
die Hauptkrümmungskugel des Integralvereins, die in dem Elemente x, p zu diesem 
Krümmungsstreifen gehört. Sie enthält infolgedessen, wie ausdrücklich erwähnt 
sei, das unendlich benachbarte Element 2+ dx, p-+ dp des durch das Element 
xz,p gehenden charakteristischen Streifens. 

Gehen wir von dem Elemente z, p zu einem beliebigen unendlich benachbarten 
Elemente von F = 0 über, so erhalten wir eine unendlich benachbarte Kugel, für 
deren Mittelpunkt: 


an Pr _.de 
VEp: 

wird, wo für o die früher gewählte Funktion der x, p einzusetzen ist, und wo dF 
verschwindet. Liegt das unendlich benachbarte Element mit dem E lemente a ı) 
vereinigt, ist also Zp,dx, = 0, so wird: 

3% ’ 

Vzpi.d : = 5; pP, ds Sy* 

N 
Soll insbesondere zu dem unendlich benachbarten mit x, p vereinigt liegenden 
Elemente dieselbe Kugel gehören wie zu x, p, so müssen die Gleichungen: 


Be dF=0, de=0, 
(9) 
4» +0dr_—0 en 
ze; 


1) Wendet man eine später von Lie eingeführte Ausdrucksweise an (Th. d. 
Trfsgr. Bd. I, Kap. 7), so kann man auch sagen: „Die Gleichung F = 0 muß die 
infinitesimalen Transformationen: A,f,. . ., A„f gestatten.‘ Dabei bedeutet g eine 
Funktion der z, p, die eine der Gleichungen (6) befriedigt. 


a a A Aa 1 u 220 U Du u ZU | 220 220 du 2225 


ROTEN ER 
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erfüllt sein. Von diesen ist aber die erste eine Folge der n letzten. Es ist ferner iden- 
tisch für jedes F: 


1 
1 dF= IF, (@ a ag. IA,F.dp,, 
em Zr. (date Yen) (Zp3)t > 


so daß wegen (6) auch dF = 0 aus den n letzten Gleichungen folgt. Übrig bleiben 
daher nur die Gleichungen: 


(Ipt)'as,te(Ipt.dr,—p, Np,dp,)=0 (el...) 
1..:8 i 


SA,o.ap, 0: 
u 


11) 


diese müssen also befriedigt werden. 
Nun findet man aus (5): 


1 
AuA,)=AuA,f— A, Auf=(Zp9? (pa A,f—3Pp,AuND+ 


E + [1,1 Eat) ee (41 — rat). 


Andrerseits ist unter den gemachten Voraussetzungen: 
IE ou (el...,n), 


wo die o, für die Elemente von F = 0 endlich bleiben, und, da A A A A,R 
offenbar auch vermöge F —= 0 verschwindet., können wir schließen, daß auch alle 
Ausdrücke: A,u0o.F, — Ayo. F,,, das tun.!) Setzen wir daher zunächst voraus, 
daß nicht alle A,o vermöge F— 0 verschwinden, und außerdem, daß F'nicht von allen 
p frei ist, so erhält die letzte Gleichung (11) die Gestalt: 


IN 
SF, dp, —0. 


Wegen der ersten n kann diese Gleichung auch durch & F,, dx, = 0 ersetzt werden. 
An Stelle des Systems (11) erhalten wir daher das folgende: 


1...n 
(11°) dz,+o.d 2 BEER, wermee,n), orig, 0: 
7 


Die Gleichungen (11’) bestimmen alle dem Elemente x, p unendlich benach- 
barten und damit vereinigt liegenden Elemente von F — 0, zu denen dieselbe Kugel 
gehört, wie zu dem Elemente x, p. Nun aber stellen die folgenden Gleichungen: 


0P, 
(13) a Geh...,m 
Vz» 
offenbar alle 00"! Elemente r, p dar, die der Kugel (8) angehören. Demnach be- 
stimmen die ersten n Gleichungen (11’) alle oo%-2 dem Elemente x, p unendlich 
benachbarten Elemente der Kugel (8). Unter diesen scheidet die letzte Gleichung die 


1) Anders ausgesprochen: Die Gleichung F = 0 gestattet die infinitesimale 
Transformation: A„A,f— A,A,„f und infolgedessen auch diese: 


0 0) 
ao . 
op, OPu 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 48 


(,r=1l,...,9. 
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00"=® Elemente aus, die der Gleichung F=0 genügen und zu denen dieselbe Kugel 
gehört wie zu x, p. Es sind das offenbar alle dem Elemente x, p unendlich benach- 
barten Elemente der Kugel (8), die so beschaffen sind, daß die Fortschreitungsrich- 
tung von dem Punkte x des Elementes x, p nach dem Punkte £ + dx des unend- 
lich benachbarten Elementes senkrecht steht auf der zum Elemente x, p gehörigen 
charakteristischen Richtung. Für n = 3 ist diese Richtung gerade die zu dem Punkte 
x gehörige Trajektorienrichtung, von der in Abh. XII, S. 169 die Rede ist. 
Aus (3) folgt: 


de dor u) a 
er Bu yor. E " 
Andrerseits erkennt man aus (10) und (6), daß für die Elemente von F—=0 die 
Gleichung gilt: 
a I ER 
dAF= IF, (« od 75) en, 
Demnach wird: 


I. 17.22 p 
(14) BI Di dp 


und das ist offenbar die einzige lineare homogene Relation, durch die d&,,..., dE, 
und do für die Elemente von F—=0 verknüpft sind. Also ergibt sich auch, wenn 
man die z,p der Bedingung F —= 0 unterwirft, eine und nur eine Gleichung in 
&s+ ++, &, und o allein. Wir ersehen hieraus, daß in dem von uns betrachteten Falle 
den 00?” "2 Elementen von F—= 0 gerade oo" verschiedene Kugeln zugeordnet sind. 
Setzen wir, entsprechend der in Abh. XIII, S.220 eingeführten Bezeichnung: 


3 


&n41 10, so erhalten wir die Kugeln des R,: &,...,z, auf die Punkte des 
Rnz1:&1s +++, &n.,1 abgebildet. Der Komplex der o0* Kugeln, die zu den Elementen 
der Gleichung F— 0 gehören, wird dann im R,,, durch eine n-fach ausgedehnte 
Punktmannigfaltigkeit D(&,..., &,.1)>= 0 abgebildet. Die Gleichung (14) be- 
stimmt für jeden Punkt dieser Mannigfaltigkeit die Richtungskoeffizienten der zu- 


gehörigen Tangentialebene. Es wird nämlich: 


D i 
(14’) EM Au 2 — ee, add ER 
oE, 0 0&,.,; 1 n R VEp: v 
Da den 00°"? Elementen von F — 0 gerade oo” verschiedene Kugeln zugeord- 


net sind, so gehört immer zu je 00”? Elementen dieselbe Komplexkugel. Die Ele- 
mente von F = 0 verteilen sich also auf die 00" Komplexkugeln derart, daß jede 
Komplexkugel deren 00"? enthält. Für n = 3 bestimmen die Punkte dieser oo! 
Elemente auf jeder Komplexkugel den zu dieser gehörigen Trajektorienkreis (Abh. 
XL, S. 169). 

Es sei x, p ein Element von F = O0 und e + drz,p + dp das unendlich benach- 
barte Element auf dem durch x, p gehenden charakteristischen Streifen. Dann liegt 
das Element 2 + dz,p + dp auch auf der zu x, p gehörigen Kugel, und es erfüllen 
daher überhaupt alle dem Elemente z, p unendlich benachbarten Elemente dieser 
Kugel die Gleichung F = 0. Aber unter diesen 00”? unendlich benachbarten Ele- 
menten der Kugel sind die vorhin bestimmten 00"? die einzigen, denen dieselbe 
Kugel zugeordnet ist, wie dem Elemente z,p. Insbesondere gehört daher zu dem 
unendlich benachbarten Elemente des charakteristischen Streifens nicht dieselbe 
Kugel wie zu x, p. Es wird in der Tat für dieses Element: 


n 


R 2 
(Epytde=— NA,0.Fa,.dt, 
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was im allgemeinen nicht verschwindet. Die zu dem Elemente z, p gehörige Komplex- 
kugel wird deshalb in dem Punkte z von der benachbarten Komplexkugel berührt, 
die zu dem Elemente 2 + dx, p-+ dp gehört. Betrachtet man daher auf einer Kom- 
plexkugel den Ort der Punkte aller Elemente der Kugel, denen gerade diese Kugel 
zugeordnet ist, so ist das zugleich der Ort aller Punkte, in denen diese Komplex- 
kugel von unendlich benachbarten Komplexkugeln berührt wird (vgl. Abh. XII, 
S. 168). 

Diese Bemerkung ermöglicht es zugleich, nachzuweisen, daß auch umgekehrt 
zu jedem Komplexe von oo" Kugeln, der nicht aus allen Punktkugeln besteht, eine 
Differentialgleichung von der hier betrachteten Art gehört. Wir denken uns nämlich 
einen solchen Komplex gegeben, indem wir in der Gleichung (8) einer Kugel die 
Größen &,,..., &, und oals Funktionen von n Parametern u,,..., U, betrachten. 
Zwei unendlich benachbarte Komplexkugeln u, und u,—+ du,, die einander be- 
rühren, haben dann das Element: 1, . - -, In; Pı:* +»: p„ gemein (vgl. S. 739), das 
durch die Gleichungen: 


dE, 
(15) L,=8,—0 z pud&,—p,d&u—=0 (wv=l,...,n) 


Ss 


bestimmt ist, und dabei besteht die Gleichung: Fd&? = do?. Wir erhalten daher: 


p,do=+YVEpi.de, EN: 


Da unter den gemachten Voraussetzungen eine und nur eine Relation von der Form: 


(16) w(u)de+Lw,(u)di,—0 

besteht, kommt ferner: 

(17) w (u) VER + Zw,(u)p, =0. 

Eliminieren wir mit Hilfe dieser Gleichung u,,..., u, aus: 

(18) t,= &,—0 Be (ev=1, ., n), 
237 


so bekommen wir die gewünschte Differentialgleichung.') 
In der Tat, aus (18) folgt wegen (16) und (17): 


= ; a 
(Dp2)’ Du,dr, to I [vw Ip —p, Nu, p,})dr,=0. 
v v 
Ist daher F = 0 die gefundene Differentialgleichung, so wird vermöge F= 0: 


oF N R 
5, (I'm, = oo [w, N v2—p, Nur.) , 
das heißt, vermöge F — 0 bestehen gerade die Gleichungen (6), die für die hier be- 
trachteten Differentialgleichungen charakteristisch sind. 

Hier müssen wir noch eine äußerst wichtige Bemerkung hinzufügen, die Lie 
zwar nicht ausdrücklich erwähnt, die aber ganz zweifellos bei diesen seinen Unter- 
suchungen eine große Rolle gespielt hat (vgl. S. 161). 

Die Gleichung (8) kann nämlich, wenn &,,..., £,, o Funktionen von u, ..., Un 
sind, als Leitgleichung (aequatio directrix) einer Berührungstransformation auf- 
gefaßt werden, die von dem Raume r,,...,I, zu dem Raume u,,...,u, führt. 


1) Vgl. Abh. XII, S. 170, wo dasselbe für n = 3 gemacht wird. 
48* 


ER 
ER KARTE 
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Als Elementkoordinaten des letzteren benutzen wir u,,...,Un, Ay:**+-!7%,, WO 
Er,du, = 0 die Bedingung der vereinigten Lage ist. Wir erhalten dann für diese Be- 
rührungstransformation die Gleichungen: p, = o(r, — £,), aus denen: 0?0? = Z’p? 
und: 


Fl Fi u San (va 1.35, 8) 


folgt. Die übrigen Gleichungen brauchen wir nicht aufzustellen. IstnunF(r, p)=0 
die partielle Differentialgleichung, die zu unserem Kugelkomplexe gehört, so zeigen 
die vorhin gefundenen Ausdrücke für Fy, und F,,, daß die Differentialgleichungen 
der charakteristischen Streifen von F—=0, die folgenden Gleichungen nach sich 
ziehen: 


3 
zur @rL, o{Zp 2 dp, —Pp, Zp,dp,) —0 Vel...®. 


Aus (18) aber ergibt sich, daß die letzten Gleichungen bei unsrer Berührungstrans- 
formation die Form erhalten: 
dE 


sy 


ne, Be 
237 


Die charakteristischen Streifen der Differentialgleichung in den u, in die F=0 
übergeht, erfüllen also diese Gleichungen und somit auch die von den z, freie: 


nn. a: 2 ah, 2 
7 Sr Ro Su 20, i 
Per (3 San) = | > ze an.) 


1L T 


Mit anderen Worten: In den u erhalten wir die partielle Differentialgleichung 1. O., 
die zu der eben gefundenen Mongeschen Gleichung gehört. 

Jetzt bleiben noch die beiden vorhin ausgeschlossenen Fälle zu besprechen. 

Es mögen erstens vermöge F = 0 nicht bloß alle A, F verschwinden, sondern | 
auch alle A, o. Dagegen sei wieder F — 0 nicht von allen p frei, so daß also o nicht | 
verschwindet. Dann geht aus (11) hervor, daß jedes dem Elemente 2, p unendlich 
benachbarte Element der Kugel (8) nicht bloß der Gleichung F = 0 genügt, sondern 
daß ihm auch dieselbe Kugel zugeordnet ist wie dem Elemente x, p. Demnach be- 
friedigen überhaupt alle 00”! Elemente der zu 2, p gehörigen Kugel die Gleichung 
F — 0, und ihnen allen ist eben diese Kugel zugeordnet. Darin liegt, daß sich die 
002% -2 Elemente von F — 0 zu je oo®-! auf oo®=! Kugeln verteilen. Diese oo"! 
Kugeln, die sicher nicht sämtlich Punktkugeln sind, bilden eine vollständige Lösung 
von F — 0. Sie werden bestimmt durch die zwei Gleichungen zwischen &,.. -, &n 
und o, die man erhält, wenn die z, p die Gleichung F = 0 erfüllen. 

Ist endlich die Gleichung F — 0 von allen p frei, so folgt aus (6), daß o ver- 
schwindet, und die Bedingungen (7) fallen ganz weg. Die Elemente von F = 0 ver- 
teilen sich dann auf die 00”! Punktkugeln, die auf der Männigfaltigkeit 
F(&21,...,2,) = 0 liegen. Diese Punktkugeln bilden eine vollständige Lösung von 
F — 0. Wir finden also nur einen besonderen Fall des eben betrachteten. 

Umgekehrt liefert offenbar jede beliebige Schar von oo"! Kugeln eine Diffe- 
rentialgleichung, die einem dieser beiden Fälle entspricht. Man braucht bloß die Glei- 
chung zwischen den x, p aufzustellen, der alle Elemente dieser Kugeln genügen. 

Damit sind die Behauptungen auf $. 268, Z. 14—11 v. u. bewiesen und also, 
wie schon erwähnt, die Theorie von Abh. XII, $ 14, S. 157—160 auf den FalnZ 3 
ausgedehnt. Zugleich haben aber auch die Entwickelungen über den Trajektorienkreis, 
ebd. $ 17, $. 167—169 eine neue Begründung erhalten und sind auf den Fall n > 3 
übertragen. Lie selbst ist durch ähnliche Betrachtungen zu seinen Ergebnissen ge- 
langt. Nur benutzte er dabei noch nicht die Verhältnisgrößen p,, - - -, P„, mit denen 


cn DEE Bu 
“ * 
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alles viel einfacher und durchsichtiger wird. Man ersieht das aus einer ungedruckten 
Abhandlung: „Zur Theorie eines Raumes von n Dimensionen II“, die in Bd. VII 
der Ges. Abh. aufgenommen werden wird. Lie hatte sie an Klein geschickt, damit 
Clebsch sie der Göttinger Akademie vorlege. Klein jedoch hatte sie ihm als zu 
schwer verständlich zurückgesandt, aber zum Glück eine Abschrift genommen, 
wodurch sie erhalten geblieben ist. 

S. 268, Z. 10-7 v. u. Daß Lie auf Z.8 v. u. das Zeichen (F,F,) benutzt, statt 
des andern [F,F,], wie er der Gleichungsform auf Z. 13 v. u. entsprechend eigentlich 
hätte tun müssen, ist nur eine Flüchtigkeit, die sich schon in Abh. I von Bd. III d. 
Ausg. auf $.1 findet. Wir ziehen es vor, wie bisher, die Elementkoordinaten z,, p, 
zu benutzen, wo die p, Verhältnisgrößen bezeichnen. 

Sind F,(2,p)=0 und F,(z,p)= 0 zwei in den p homogene Gleichungen, 
für deren gemeinsame Elemente auch die Gleichung: 


1.2 
= oF, OF, OF, or, 
Br or, dr, a 


besteht, so bilden sie ein zweigliedriges Involutionssystem, das eine vollständige 
Lösung mit n — 2 willkürlichen Konstanten besitzt (Bd. III d. Ausg. Abh. XII 
(1874), S.172 Satz 9; Bd. IV, Abh. IV (1888), S. 270, Satz 3; Bd. III, Abh. XII, 
S. 168—170). Gehören nun beide Gleichungen zu der hier betrachteten Art, so be- 
stehen nach S. 749 für jedes ihnen gemeinsame Element x, p Gleichungen von der 


Form: 
oF or. oF. 
(ri) za Irt- gr Dre} 


Pr, ie 
(ae a 
Demnach wird einerseits: 


oF, oP, a) oF or, 
a) (Im) ara) (Ir I 9 Ir Ire3n). 


andrerseits ergibt sich, wenn man: 


‚OP, 


bildet: 0,0,. 2 p?, multipliziert mit demselben Ausdrucke wie eben 0, — 0,. Somit 
erhalten wir: 


OF, OF, 
op, dp, 


Verschwindet daher (F,F,) für alle gemeinsamen Elemente von F,=0,F,=0, 
so gilt dasselbe auch von der rechten Seite von (20) und infolgedessen zugleich von 
dem Ausdrucke: 
oF, oF 
21 a Ze 
En = op, dp, 


jedenfalls für alle Elemente x, p, denen die beiden Gleichungen F, =0, F,=0 
verschiedene Kugeln zuordnen. Sind insbesondere die Funktionen F, und F, ana- 
lytisch, so können wir schließen, daß (21) überhaupt für alle gemeinsamen Elemente 
von F}, = 0 und F, = 0 verschwindet. Anders ausgedrückt: 

Die Forderung, daß (F,F,) vermöge F, = 0, F, = 0 verschwindet, ist damit 
gleichbedeutend, daß für jedes gemeinsame Element z,p von F,=0 und, =0 
die beiden charakteristischen Richtungen auf einander senkrecht stehen, die F,=0 
und F,—= 0 dem Elemente zuordnen. Für den Fall n=3 hat Lie diese geome- 


(20) 01% (FF) = (0, — 0). VEPp%. S 
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trische Deutung der Bedingung (F,F,) = 0 bereits in Abh. XII, S. 201, Nr. 65 an- 
gegeben, und offenbar ist es diese Stelle, die er hier, S. 268 auf Z.8,7 v. u. meint. 

Andrerseits verweist Lie in Bd. III d. Ausg. Abh. II (1872), S. 6 und Abh. III 
(1872), S. 15 auf die vorliegende, damals noch ungedruckte Mitteilung und gibt an, 
daß er darin seine Erweiterung des Mongeschen Begriffes Charakteristiken an- 
gedeutet habe. Diese Erweiterung bestand zunächst darin, daß er statt der charak- 
teristischen Kurven die charakteristischen Streifen betrachtete. Das tut er hier in 
der Tat. Er spricht ja von partiellen Differentialgleichungen 1. O., deren Charakte- 
ristiken Hauptkonfigurationen sind. Die Eigenschaft einer Kurve, auf einer Mannig- 
faltigkeit Hauptkonfiguration zu sein, drückt Lie aber in der Weise aus, daß er nicht 
die Kurve an sich betrachtet, sondern den Elementstreifen, der von den Punkten 
der Kurve zusammen mit den zugehörigen Tangentialebenen der Mannigfaltigkeit 
gebildet wird (vgl. S. 691f.). Den zweiten Schritt zu jener Erweiterung machte Lie 
bei der Behandlung der Systeme von partiellen Differentialgleichungen 1.O. 
Darüber vgl. die Anm. zu S. 269, Z. 7—9. 

S. 268, 2.6—2v. u., S. 269, Z. 1—7. Es seien F, = 0, F, = 0 zwei Differential- 
gleichungen von der in Nr. IV betrachteten Art, also solche, die zu zwei Kugel- 
komplexen: 

Dl(ds.- + &n+1) =0, DB, (&, Ro, &n+1) =0 


gehören. Wir setzen weiter voraus, daß für alle gemeinsamen Elemente von F} = 0, 
F,—=0 auch (F,F,) verschwindet. Dann ist für alle diese gemeinsamen Elemente 
z,p zugleich der Ausdruck (21) gleich Null und nach (19) auch: 

ar, OR, ar, OR, 
= 07,00% 0, i 
Ist daher insbesondere x, p ein solches gemeinsames Element, dem die beiden Glei- 
chungen F, = 0 und F, — 0 dieselbe Kugel zuordnen, so ist nach (14’): 


BR 1 
00, 08, _ 


(22) Dr. — Dr, 
T v 


— er 
er 
Das aber bedeutet, daß die beiden Mannigfaltigkeiten d, = 0 und d, =0 des R,4ı 
einander in jedem gemeinsamen Punkte &,..., &,.;ı senkrecht schneiden. 


Sollen daher zwei Gleichungen F, = 0, F, — 0 von der hier betrachteten Art 
eine vollständige Lösung mit n — 2 willkürlichen Konstanten gemein haben, so ist 
jedenfalls notwendig, daß die ihnen entsprechenden n-fach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeiten des R,,, einander senkrecht schneiden. Doch ist diese notwendige Be- 
dingung sicher nicht hinreichend, da offenbar einem gemeinsamen Elemente z,p 
von F, = 0, F, = 0 keineswegs immer ein Schnittpunkt von d&, = 0,®,=0 ent- 
spricht. 

Anders wird die Sache, wenn die beiden Gleichungen F} = 0, F,—=0 einer 
Schar von oo! Differentialgleichungen 1. O.: 


Pin,26,0,09, et 


von der hier betrachteten Art angehören, und wenn überdies die oo! entsprechenden 
Mannigfaltigkeiten: 


D(},, a. En+1 7) Se 0 
des R„., ein Orthogonalsystem bilden. Dann können wir nämlich &,..., &nz+ı 
so als Funktionen von A,,...,A„.1 bestimmen, daß d&E? + +++ d£&},,, nur die 
Quadrate d}?,...,dA2,, enthält. Ferner wird: 
1...n+1 
Air Düru (Ay: Ansı)däu (k=1,...,n+1l) 


u 
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und, weil zwei beliebige Mannigfaltigkeiten: A, = const. und A, = const. einander 
‚senkrecht schneiden, ist hier: 
1..n+1 


(23) Duru wu —0 (kj=eh..,n+lb;k#j)). 
7 


Aber jeder Mannigfaltigkeit A, = const. entspricht eine partielle Differentialglei- 
chung 1.0. F„— 0 von der hier betrachteten Art, die nach S. 753 erhalten wird, 


wenn man Ay,» ., Ag_ı» Agzıs = +» Anyzı aus den Gleichungen: 
. pP, 
Hin Beheum 
van 
(24) 


1...n 
Dwr,(A) 9, — 1 %,n+1 (A) VPE = 0 
v 
eliminiert und 7, als konstant betrachtet. Dabei wird vermöge F, — 0: 


F i 
a = — ip ar (ur, pp, werde} 


Ist nun F,— 0 die Differentialgleichung, die zu der Mannigfaltigkeit A, = const. 
gehört, so wird für die gemeinsamen Elemente x,p von F,—=0 und F,—=0: 


or, or, _ Di 2 | Ip — NW 
= op, op» — 05.055441 Sn: Dwr,ws,‘ Pr — rd, Zurdr), 
B5 v v v 2 “ 


wo die große Klammer rechts wegen (24) und (23) identisch verschwindet. 

Demnach haben die Gleichungen F,— 0, F,—= 0 für beliebige Werte von 7, 

und A, stets eine vollständige Lösung gemein, die n — 2 willkürliche Konstanten 

- enthält. Zugleich ist klar, daß jen — 1 unter den Gleichungen , —=0,...,F,41= 0 
eine Lösung mit einer willkürlichen Konstanten besitzen. Diese wird durch Integra- 
tion einer unbeschränkt integrablen totalen Differentialgleichung in n von den Ver- 
änderlichen x7,. . ., Ins Pr: Ps = >» Pn_ı: P„ gefunden. Ihre Bestimmung erfordert 
daher nur eine Quadratur. 

Die Liesche Behauptung gilt daher nicht nur für die in Nr. V angegebenen, 
sondern überhaupt für jedes Orthogonalsystem des R,„,ı- Die „private Mitteilung‘ 
von Klein (vgl. Abh. XII, S. 200) war in dem Briefe vom 7. April 1871 enthalten, 
aus dem auf $. 717f. die hierher gehörigen Stellen mitgeteilt sind. 

Klein betrachtet den besonderen Fall, daß Zd£? die Form $. 269, 7. 2,3 
erhalten kann, und integriert die partielle Differentialgleichung 1.0. „1 = 0 in 
Asser, 2m, die der Mongeschen Gleichung entspricht, welche aus Zd? —0 
hervorgeht, wenn man 4, .ı durch eine Konstante ersetzt. Von dieser Gleichung kann 
man nach dem Vorbilde Jacobis durch Quadraturen eine vollständige Lösung an- 
geben. Nach S. 753f. kann die Differentialgleichung, die wir vorhin mit F„,, = 0 
bezeichnet haben, durch eine Berührungstransformation, welche den Parameter 
}„;ı enthält, in die Gleichung x, ;ı — 0 übergeführt werden. Also ergibt sich auch 
auf diesem Wege, daß F,, ,ı = 0 integriert werden kann. 

S. 269, Z. 7—9. Die gemeinsamen Integralmannigfaltigkeiten zweier Gleichun- 
gen: F,, = 0 und F,—= O0 sind von zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten erzeugt, 
deren jede von oo! Charakteristiken von F„—= 0 und von oo! Charakteristiken 
von F, — 0 erzeugt ist (Bd. III d. Ausg., Abh. II und III). Da nun diese Charakteri- 
stiken hier Krümmungslinien sind, so haben die Krümmungslinien der oo! gemein- 
samen Integralmannigfaltigkeiten von je n—1 Gleichungen F, = 0 die in Abh. 
XIII, S. 218—220 besprochene eigentümliche Gruppierung, die notwendig und hin- 
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reichend ist, damit jede von ihnen einem Orthogonalsysteme angehört, und also die 
Darbouxsche Operation auf sie anwendbar ist. 

Hierin steckt die zweite Erweiterung des Begriffes Charakteristik. Haben 
nämlich m partielle Differentialgleichungen 1. O. die größte mögliche Zahl von ge- 
meinsamen Integralmannigfaltigkeiten, so sind diese Integralmannigfaltigkeiten 
von m-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten, den charakteristischen Mannig- 
faltigkeiten erzeugt. Jede solche charakteristische Mannigfaltigkeit aber ist von 
charakteristischen Streifen jeder der m Gleichungen erzeugt, und die auf ihr liegen- 
den charakteristischen Streifen haben jene eigentümliche Gruppierung. 

S. 269, Z. 14—16. Es läßt sich wohl kaum mit Sicherheit feststellen, was für 
ein Orthogonalsystem hier gemeint ist. 

5.269, 2.19f. Darboux, C. R. 67 (1868), S.1101—1103,!) gibt ein Verfahren 
an, um aus einem bekannten Orthogonalsysteme ein neues abzuleiten, das drei will- 
kürliche Funktionen je einer Veränderlichen enthält und dieselbe sphärische Ab- 
bildung besitzt. Aus einem von Kugeln gebildeten Orthogonalsysteme erhält er das 


folgende: a en 
Er en a a2 y’ 
Bi = rn -aye: +f en, 


Dabei sind R, R,, R, willkürliche Funktionen je von o, 0,, 0,, und es liefert z. B. 
0, = const. eine Flächenschar, bei der beide Scharen von Krümmungslinien: 
o = const. und 0, = const. eben sind. 

5.270, Z.5f. Wählt man auf einer der Kugeln von Nr. I, S. 267 eine be- 
liebige M„_, und auf dieser ein Orthogonalsystem, so erzeugen die o0*"2 Kurven 
c, die durch die Punkte von M„_, gehen, stets eine solche M,„_, des R„, wie sie 
dort benutzt wird. 


Zu Abhandlung XVI, 8. 271—285. 


S. 271, Z.11 v.u. Vgl. 8.743, Z. 19—15 v. u. F 

S. 271,2.9,8v.u. Der Kleinsche Satz (Gött. Nachr. 1871, 8.75; Ges. Abh. I, 
S. 99) ist eine Verallgemeinerung des liniengeometrischen Satzes, der sich ergibt, 
wenn man das Dupinsche Theorem vermöge Lies berühmter Berührungstransfor- 
mation aus dem metrischen Raume (dem Kugelraume) auf den Linienraum über- 
trägt, in dem ein linearer Komplex ausgezeichnet ist. Dieser spezielle Satz wird 
nachher, S. 273, 2. 19—6 v. u. von Lie ausgesprochen. Bei Klein findet man ihn 
a.a.0. S.76 und S. 100. 

S. 272, Z. 2—7. Abh. XIII, S. 226f., Nr. 24. 

S. 272, 2. 10—12. Eine zweite hat Lie wirklich niedergeschrieben, sie ist aber 
noch ungedruckt. Vgl. S. 755. 

S. 272, Z.15f. Über diese Gruppierung s. Abh. XIII, $. 219f., Nr. 10. 

S. 272, Z.4—1v.u. Vgl. S. 281, 2.7—4v.u. 

S. 273, 2. 17—22. Alles wird deutlicher, wenn man schreibt: F (X, Y,Z,))=0 
und sich erinnert, daß die Punktkoordinaten X, Y,Z des Kugelraumes R als Ko- 


1) Der Titel der Arbeit ist: «Sur les systömes de surfaces orthogonales». 


ei Bi ee 


a Dia Ze te ee 
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ordinaten der Geraden eines linearen Komplexes in dem Raume r aufgefaßt werden 
können (Abh. XI, S. 131). In R stellt F = 0 ein Orthogonalsystem dar, von dem 
durch jeden Punkt X, Y,Z drei Flächen gehen. Dem Punkte X, Y,Z entspricht 
in r eine Gerade des Komplexes H —= 0. Den drei paarweise auf einander senkrechten 
Tangentialebenen der durch X, Y,Z gehenden Flächen entsprechen in r drei Ge- 
radenpaare, die nach S. 734 diese Komplexgerade in drei Punktepaaren schneiden, 
die paarweise zu einander harmonisch liegen. Die drei Flächen selber werden in r 
durch drei Flächen abgebildet, die von der Komplexgeraden in diesen drei Punkten 
berührt werden. Diese Bildflächen aber sind eben die Brennflächen der drei die 
Komplexgerade enthaltenden Kongruenzen. 

S. 273, Z.13—10 v. u. Das folgt aus dem Dupinschen Satze auf Grund von 
Abh. XI, S. 143, Nr. 28. 


S. 273, 2.8 v. u. Es hätte nicht: „[nämlich]“ hinzugefügt werden sollen, son- 
dern: „[dagegen]‘‘. 


8. 275, 2.18—15 v. u. J. A. Serret, M&moire sur les surfaces dont toutes les 
lignes de courbure sont planes ou sphöriques. Liouvilles Journal Serie I, Bd. 18 


(1853), S. 113—162. Auf S. 129 und 152 werden die Kugeln durch vier Koordinaten 
bestimmt. 


S. 275, Z. 1f. Gemeint ist der lineare Kugelkomplex des R,. Schreibt man näm- 
lich die Kugel des R, folgendermaßen: 


1...N 
Die, — Er + en =(, 


so erhält man für den allgemeinen linearen Kugelkomplex des R„ eine Gleichung 
von der Form: 
1...n+1 1...n+1 


(1) 25 Au Eut Anya Data =0. 
m u 


Das aber ist die allgemeine Gleichung einer Kugel des R, +ı, und diese Kugeln kann 
man wieder auf die Punkte des R, ,, abbilden. Die Punkte des R, +2 sind also gleich- 
zeitig Bilder der Kugeln des R,,, und Bilder der linearen Kugelkomplexe des R,. 


Für später wollen wir gleich noch einige Bemerkungen hinzufügen. Ista, ,. #0, 
so kann der lineare Kugelkomplex (I) auch so geschrieben werden: ö 


1...n+1 
(ID > — BP +21 — cock). nn, 
u 


wo k und die £}, aus den Gleichungen: 


Gnlsass = 0, Velen) 
1... 
2 0 0 Er 2 
an+2&n+ı dr = An43ln43— Da}, 
T 


(III) 


0 a 
An +2 +1 C08k = — Ayyı 


zu entnehmen sind. Der Komplex besteht mithin aus allen Kugeln, die die Kugel: 


In 
D>E—EP+ 8 n+1=0 
a 


unter dem konstanten Winkel k schneiden. 
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Ist a, ;» = 0, so schneidet jede Kugel &,..., &„..1 des Komplexes (I) eine ge- 
wisse Kugel, nämlich die Ebene: 


1... 
2 Dautut+ An+3 = 0 
17 


unter dem konstanten Winkel k, der durch: 


— An+ı 


1...n 
ar BI (Eu — Eu) B +4 4n+3 4 au Eu e 
(Yai)* | I (eu ES Eu)? } (Ya) D ee; i (Ia})} 


bestimmt ist. Nachträglich bemerkt man, daß der aus (III) folgende Ausdruck für 
cos k im Falle a, .. = 0 denselben Wert liefert. 

Insbesondere sind daher durch die Bedingung a„.,ı = 0 die linearen Kugel- 
komplexe gekennzeichnet, die aus allen Kugeln bestehen, welche eine bestimmte 
Kugel senkrecht schneiden. 


S. 275, Z.4—8. 276, Z.1 v. u. In Abh. XIII werden die Punkte des R, durch 
die Kugeln des R, abgebildet, so daß jeder Mannigfaltigkeit des Orthogonalsystems 
eine Schar von oo* Kugeln, also ein Kugelkomplex des R, entspricht. Jetzt stellt 
Lie eine zweite Abbildung in den Vordergrund, die erin Abh. XIII, S. 225, Z. 14—6 
v.u. auch schon erwähnt hat. Da nämlich jede Kugel des R, als Bild eines linearen 
Kugelkomplexes des R, aufgefaßt werden kann, lassen sich die Punkte des R, 
auch durch die linearen Kugelkomplexe des R, abbilden, so daß jeder Mannigfaltig- 
keit des Orthogonalsystems eine Schar von oo* solchen linearen Kugelkomplexen 
entspricht. 

Es ist aber vielleicht doch das Beste, sich nicht auf den R, zu beschränken, 
sondern wie in Abh. XIII ein Orthogonalsystem des R,,, zu betrachten (nS 4). 
Dabei denken wir uns die Punkte dieses Raumes durch die Kugeln des R,, abgebildet. 
Der Leser wird ohne Schwierigkeit übersehen, wie sich die gewonnenen Ergebnisse 
aussprechen lassen, wenn man die Kugeln des R, durch lineare Kugelkomplexe des 
R,„_, ersetzt. Wir werden deshalb darauf nur da eingehen, wo das von Lie Gesagte 
besonderer Erläuterung bedarf. 

Wir denken uns im R,„,ın + 1 Mannigfaltigkeiten F1,..., F,., eines Ortho- 
gonalsystems gegeben, die durch den Punkt: 1 =0,..., Ynyı = 0 von allge- 
meiner Lage gehen. Jedem Punkte y, des R, ,, ordnen wir die Kugel: 


| 


1 n 


I. — vv” + (Inn — ya? = 0 


T 


des R, zu, wo y),, als von Null verschieden vorausgesetzt wird. Unter denn +1 
Mannigfaltigkeiten wählen wir irgend p-+ 1 aus, etwa EL 
0 <p<n. Die (n — p)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit M„_,, die diese ge- 
mein haben, können wir, wie auf $. 224 in der Gestalt: 


1...n—2 
F,=y,+ DartP +0 (=1,...,P9,n+1l) 
k 


annehmen. Wir suchen das Umhüllungsgebilde der Kugelschar des R,„, die den 
oo” -? Punkten der M„_, entspricht, und bezeichnen es gemäß der auf $. 275 
benutzten Symbolik mit (1,...,p,n +1). 


nn na 


1 3A is AA au a ac Aa ah a 1 Ant Ana a Al ne A Zur 


Das Umhüllungsgebilde von o0””"? Kugeln 761 


Die Gleichungen, die wir erhalten: 


1...9 
0) 
Ep. — Yon + Il — m ut 
T Yp+k 
(k=1,.. eo 
und 
1:2 1...2—? d 2 d F) 
EI E | (3) Ei, Er, e Yı_ OYn+ı 

SZ Y,) | +2 O Ypıxk (Yn+ı 27 T wir Yp+k Oyp+k 


Ka (Yn+ı — Kerl m >27 (> a | v9 


zeigen, daß die Größen Y„+1> : - -; Y„ nebst p — 1 unter den Veränderlichen z,, ...,2, 
als Gaußische Parameter auf dem Umhüllungsgebilde betrachtet werden können. 

Das Umhüllungsgebilde ist (n — 1)-fach ausgedehnt, eine M„_,. In jedem 
Punkte z,,..., z, mit den Parametern y, ;1, - - -, 4, wird es von der Kugel berührt, 
die durch diese Parameter bestimmt ist. Seine Normale hat daher in diesem Punkte 
die Gleichungen: 


2, — Y, 

&,=r2,-+0- = when): 

- ı(Yn+ı — Yarı) 
Nun ergeben sich für y,1=''""==0 die Werte: „=0,...,y,=0, 
YyyızV$, pm —d, A es .., 2, alle Werte z?,..., 2), an- 
nehmen können, die der Bedingung: 202 ...+ 25? + y}, = 0 genügen. Die 
Kugel: „=0,...,4ı=0 berührt en das Umhüllungsgebilde in allen 
Punkten der Kugel: 
un... tt rer an. N 
die auf der p-fach ausgedehnten Ebene: 2,,1ı=0,..., 2, — 0 liegt. 
Für 41 =0,...,9, = 0 wird ferner: 
1.0 


BU li dl AN. BE 
T 


1...p 
d lu, = ( 2 3 ar — 2a u) Ayp+r (k=1,...,n—p). 
= 


Zur Bestimmung der Tangentenrichtungen der durch den Punkt , = m°,..., 
2, = 2), 2,41 == 2, — 0 gehenden Hauptkonfigurationen des Umhüllungs- 
gebildes erhalten wir daher die Gleichungen: 
(14 9°.)dr,=0 RER RIES 
1.8 i 
1" eu | DA ae te Yarı ) ( er m )N dyp+, = 0 
T n+1 


(k=1,...,n—P), 


die mit einander verträglich sein müssen. Demnach sind entweder dz,,...,dz, 
alle gleich Null, und unter den n — p Größen dy,„.;ı, - - -, dy, müssen irgendwelche 
n — p—1 verschwinden, oder es sind dy„;1,--.,dy, alle gleich Null, während 
dz,,...,dz, nur an die Bedingung £ 27 dx, —= 0 gebunden sind, sonst aber be- 
liebig bleiben. 
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Aber die für das Umhüllungsgebilde (1,...,p,n + 1) gefundenen Gleichungen 
zeigen, daß es aus oo”? Kugeln besteht, deren jede auf einer von oo"? p-fach 
ausgedehnten Ebenen liegt und somit nach 8.275, 2.6,5 v.u. als eine kreis- 
förmige M,_ı bezeichnet werden kann. Jede der oo"? umhüllenden Kugeln be- 
rührt das Umhüllungsgebilde längs einer dieser kreisförmigen M,_ı-') Durch jeden 
Punkt einer solchen M,_ı gehen n — p Hauptkonfigurationen von (1,...,P,n+1), 
die nicht auf der M,_, liegen. Jede solche Hauptkonfiguration trifft oo! M,_ı, 
und die umhüllenden Kugeln, welche das Umhüllungsgebilde längs dieser Haupt- 
konfiguration berühren, berühren es längs oo?! verschiedener Hauptkonfigura- 
tionen, welche dieselbe p-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit erzeugen, wie diese 
M,_ı, deren senkrechte Trajektorien sie offenbar sind. Wir haben daher auf dem 
Umhüllungsgebilde (1,...,p,n + 1)n — p Scharen von je 00”? Hauptkonfigura- 
tionen. Jede solche Schar zerfällt inoo"=?-1 Scharen von je 0o0”=1, welche die senk- 
rechten Trajektorien einer Schar von oo! kreisförmigen M,_, sind. Außer diesen 
Hauptkonfigurationen, die im allgemeinen nicht kreisförmig sind, hat das Umhül- 
lungsgebilde zu Hauptkonfigurationen noch alle Konfigurationen, die auf irgend- 
einer der o0%-? kreisförmigen M,_ı liegen. Im Falle p = 2 hat man also im R, 
eine M„_ı (1,2,n + 1), die außer n — 2 Scharen von je 00%? nicht kreisförmigen 
Hauptkonfigurationen noch eine Schar von 00"? kreisförmigen Hauptkonfigura- 
tionen besitzt. Im Falle p = 3 hat man im R, eine M„_ı (1,2,3,n + 1), die außer 
n — 3 Scharen von je 00%? nicht kreisförmigen Hauptkonfigurationen noch oo"? 
kreisförmige M, enthält, auf deren jeder alle Konfigurationen Hauptkonfigurationen 
der M„_, sind. Für n—4 werden diese Ergebnisse auf S. 275, 2. 4—17 ausge- 
sprochen und fürn —=4,p=3 auf S. 276, 2.13—11 v.u. benutzt. 

Wir kehren zu beliebigen Werten von n und p zurück. Ist p <n — 1, so kann 
man eine (p + 2)-te Mannigfaltigkeit des Orthogonalsystems hinzunehmen, etwa 
F,,;., und erhält ein zweites Umhüllungsgebilde (1,2,...,p,p+1,n-+-.1), das 
mit dem ersten eine (n — 2)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit M,„_, gemein hat. 
Die Kugel: =0,..., 4, ,ı = 0 berührt dieses zweite Umhüllungsgebilde in allen 
Punkten der Kugel: 

nn. -0, at. + dt, tn 

also berührt sie beide Umhüllungsgebilde in allen Punkten der Kugel, in denen sie 
das erste berührt, und in eben diesen Punkten berühren beide Umhüllungsgebilde 
einander. Da yı = 0,...,1n41ı = 0 ein Punkt von allgemeiner Lage ist auf dem 
Schnittgebilde der Mannigfaltigkeiten Fy,...,Fy41,Fn.;ı, können wir schließen, 
daß die beiden Umhüllungsgebilde einander in allen Punkten von M„_s berühren, 
und daß M,„_. aus oo*-?-1 der oo"? kreisförmigen M,_ı besteht, aus denen 
(1,...,p,n + 1) zusammengesetzt ist. Man erkennt leicht, daß unsre beiden Um- 
hüllungsgebilde in jedem gemeinsamen Punkte n —p —1 solche Tangentialrich- 
tungen von Hauptkonfigurationen gemein haben, die nicht in die durch den Punkt 
gehende M,,_ ı fallen. Die oo" "P 1 M,_ı der M,_2 ordnen sich daher au n — p —1 
verschiedene Weisen in oo" -P-2 Scharen von je oo! derart, daß jede Schar von oo! 
eine p-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit erzeugt, die zugleich von oo?! gemein- 
samen Hauptkonfigurationen beider Umhüllungsgebilde erzeugt wird. 

Demnach wird die gemeinsame M,„_, von: 


1. Drund Arne 


gerade (n — p— 1)-fach von je oo”? dieser unsern beiden M„_ı gemeinsamen, 
im allgemeinen nicht kreisförmigen Hauptkonfigurationen beider Umhüllungs- 


1) Zwischen der M„_, des R,„,ı und dem Umhüllungsgebilde besteht also 
die Beziehung, daß jedem Punkte der M„_, eine der o""P?M,_ı zugeordnet ist, 
aus denen das Umhüllungsgebilde besteht. 
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gebilde erzeugt. Außerdem sind alle Konfigurationen auf jeder der o""?"!M,_ı; 
die M„_, enthält, gemeinsame Hauptkonfigurationen. Dieses Ergebnis wird im 
Fallen =5,p= 1 auf $S. 276, Z. 13—16 benutzt. 

Ersetzt man F,,, nach und nach durch alle Mannigfaltigkeiten des Orthogonal- 
systems im R,,ı, so erhält man oo! Umhüllungsgebilde, die den ganzen R, aus- 
füllen, und bekommt daher auf (1,...,p,n + 1)oo! M„_s, von denen durch jeden 
Punkt mindestens eine geht. Da man ferner F',,ı insbesondere durch F „,2,- - :, Fn 
ersetzen kann, so erhält man auf der M,_, (l,...,p,n + 1) gerade n — p Scharen 
von je 00? M„_., wo jede M„_s (n — p—1)-fach von Hauptkonfigurationen von 
M, _ı erzeugt ist und außerdem 00”? 1 kreisförmige M,,_, enthält, auf deren jeder 
alle Konfigurationen Hauptkonfigurationen der M,„_, sind. 

Im Falle p=1 erhält man im R, eine M„_,(l,n-+1) und darauf n—1 
Scharen von je oo! M,„_., deren jede (n — 2)-fach von Hauptkonfigurationen der 
M,„ _ı erzeugt ist. Diese M,„_, kann daher einem Orthogonalsysteme des R, ange- 
hören, und Darbouxs Operation ist auf sie anwendbar (S. 275, Z. 18—21, S. 276, 
2.1). 

Erwähnt sei noch, daß die n — p Umhüllungsgebilde: 


(1,...,p2,n +1), (A,..,2p, p+t1l,n+1), (,:...,.9,p+1,p+2, r +1) 
.,‚(1,...9, p+1,...,n—1,r-+]1) 


eine M,„ gemein haben, längs deren sie einander berühren. Diese besteht aus oo! 
kreisförmigen M,_,, wird aber zugleich von ooP =! gemeinsamen Hauptkonfigu- 
rationen aller erzeugt. Im Falle p = 1 ist sie selbst eine gemeinsame kreisförmige 
Hauptkonfiguration (S. 276, Z. 2—4). 

Im Falle p=2 berühren die Umhüllungsgebilde (1,2,n +1), (1,2,3,n+1) 
einander längs einer M„_s, die gerade (n — 3)-fach von je 00"? gemeinsamen 
Hauptkonfigurationen beider erzeugt wird, außerdem aber noch von 00" "3 gemein- 
samen kreisförmigen Hauptkonfigurationen. Ersetzt man F, einerseits nach und 
nach durch alle Mannigfaltigkeiten des Orthogonalsystems, andrerseits durch 
Fi,:...,F,, so findet man auf der M„_ı(1,2,n +1) n— 2 Scharen von je oo! 
M„_., deren jede n— 2 Scharen von je o0”=3 Hauptkonfigurationen der M,„_ı 
enthält, darunter eine Schar von kreisförmigen. Da durch jeden Punkt der M,„_ı 
im allgemeinen nur eine kreisförmige Hauptkonfiguration geht (S. 762, 2.17), schnei- 
den je zwei dieser M„_, einander in einer kreisförmigen Hauptkonfiguration. Für 
n—= 4 kommen wir also auf das S.276, 2.5—13 Gesagte; was freilich Lie für 
eine geometrische Überlegung gemeint hat, das muß dahingestellt bleiben. 

S. 276, 2.19. Auf den Komplex, d.h. auf die M, des R,, deren Punkte die 
Bilder der Kugeln des Komplexes sind. Von dieser M, bestimmt man im R, die 
sphärische Abbildung, die man dann durch stereographische Projektion auf den 
R, überträgt. 

S. 276, Z.10—7 v.u. Vgl. das vorhin Z. 17 Gesagte für p=1. 

S. 277, 2.6f. Nämlich S. 2231. 

S. 277, 2.16—14 v.u. Bildet man die Kugeln des Komplexes auf Punkte 
des R, ab, so erhält man im R, eine M, mit oo? Hauptkonfigurationen, welche die 
oo! kreisförmigen M,, aus denen die M, besteht, senkrecht schneiden (S. 762). 
Jedes Orthogonalsystem auf einer dieser M, bestimmt eine solche Gruppierung 
jener oo? Hauptkonfigurationen, daß der Komplex des R, auf zwei Weisen in Haupt- 
kongruenzen zerlegt wird. Bei der Darbouxschen Operation liefern die oo! kreis- 
förmigen M, zusammen mit den oo? Hauptkonfigurationen eine Schar von oo! 
Kugeln des R, mit ihren senkrechten Trajektorien. 

S. 277, 2.6—4 v.u., S. 278, Z. 1—4. Das ist die Verallgemeinerung des Satzes 
Abh. XIII, S. 223, Nr.18 von p= 2 auf beliebiges p. Vorausgesetzt wird dabei, 
daß p<n —.2. Man erhält zunächst im R,_, eine M,„_., mit n — p Scharen von je 
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oo" -3 im allgemeinen nicht kreisförmigen Hauptkonfigurationen. Diese M„-, be- 
steht aus oo” -? kreisförmigen M,_., wo jede in einer p-fach ausgedehnten Ebene 
liegt. Jede der n— p Scharen von Hauptkonfigurationen bestimmt eine Zer- 
legung der 00% =? M,_, in oo" =? 1 Scharen von je oo! derart, daß jede solche Schar 
von oo! M,_, eine M,„_, bildet, die zugleich von oo? ”* dieser Hauptkonfigura- 
tionen erzeugt ist, und zwar schneiden diese Hauptkonfigurationen die oo! M._. 
orthogonal. Auf welchem Wege nun Lie von hier aus zu den M„_„ im R„_p4ı 
gelangt ist, das muß man erraten, und da es jedenfalls nicht auf der Hand liegt, 
wollen wir darauf verzichten, es zu versuchen. 

S. 278, 2.6—1 v.u. Vgl. Abh. XV, S. 267, 2.6—2 v.u. und die Anm. dazu, 
8.748. Lie hat die hier auf Z.1 v.u. ausgesprochene Absicht nicht ausgeführt. 

S. 278, Z.21—13 v. u. Man erinnere sich (S. 760f.), daß (A),...,A,) eineM,„_. 
des R,_. ist, auf der 00”? kreisförmige M,_. liegen, jede angehörig einem ebenen 
R,_ı. Ist nun M,_, eine Mannigfaltigkeit, die einem Orthogonalsysteme im R,_ı 
angehören kann, so kann man M,„_, durch sphärische Abbildung auf eine der 
IM ,_, übertragen, die nichtkreisförmigen Hauptkonfigurationen der M,_, besorgen 
dann die Übertragung auf alle andern I. und man erhält auf der M„,» n — 2 
Scharen von Hauptkonfigurationen, die die bekannte Gruppierung haben. Die 
M„_, ist hier das, was Lie nachher (Z. 12—7 v. u.) mit M„_, bezeichnet und die 
M,_; ist die M, 7: 

S. 279, Nr. 14, 15. Vgl. Abh. XV, S. 267, Nr. I. 

S, 279, Z. 3—5. Um uns auf das Frühere beziehen zu können, gehen wir nicht 
wie in Nr. 13 vom R, aus, sondern betrachten ein Orthogonalsystem des R,.ı- 
Als erste Operation der zweiten Reihe würde dann in Lies Sinne eine solche zu be- 
trachten sein, bei der die M„_, des R,„ blos oo! kreisförmige M,_, enthält. Es 
muß alon—p=1 und somit p=n—1 sein. Die M„_. des R, wird also nach 
der früheren Bezeichnung (8. 275) durch (1,...,n—1,n+1) dargestellt. Die 
zweite Operation der zweiten Reihe würde an eine Muse ll2..,ne 2,01) 
geknüpft sein, und so fort. 

S. 279, Z.7—10. Vgl. 8. 276, Z.4—1 v.u. Hat man im R,,ı ein Orthogonal- 
system, so ist (1,2,...,n —1,n +1) eine M„_ı des R,„, die oo! kreisförmige 
M,„_, enthält, jede gelegen in einem R„_ı, während die 00"? nichtkreisförmigen 
Hauptkonfigurationen die Trajektorien dieser M,„_, sind. Stellt man das sphärische 
Bild dieser M„_, her und projiziert es stereographisch auf den R,„_,, wendet man 
also die Darbouxsche Operation an, so erhält man im R,„_, 00! Kugeln mit ihren 
senkrechten Trajektorien. 

$.279, 2.15. Lie denkt vermutlich an die Schar von o"—=P kreisförmigen 
NM, im R,, die auf der M„_ı(l,.-..,p,n + 1) liegt. Auch bei dieser werden alle 
N, der Schar durch dien — p Scharen von je oo""? nichtkreisförmigen Haupt- 
konfigurationen konform auf einander bezogen. Jede M,_ı gehört jan —p ver- 
schiedenen Scharen von je oo! M,_, an, und jede dieser Scharen hat ooP-! Krüm- 
mungslinien einer der n — p Scharen zu senkrechten Trajektorien. 

S.279, 2.10—83 v.u. Vgl. S.280, Nr. 17, wo sich Lie deutlicher ausdrückt. 
Legt man durch die auf 2. 4, 3 angegebene Kurve s, die hindurchgehenden senkrech- 
ten Trajektorien, so erhält man eine Fläche F, welche die Kugel S, längs s, senkrecht 
schneidet. Benutzt man nun S, zur Herstellung des sphärischen Bildes von F', so 
erhält man als sphärisches Bild der auf F liegenden Kurve s, eben deren reziproke 
Polare o. Die konforme Transformation, die zu der ersten invers ist, führt dann das 
sphärische Bild der Krümmungslinien von F in ein Orthogonalsystem der Ebene 
über, das die Kurve k enthält. 

S.280, Z.1,2. Vgl. S. 274, 2.9—7 v.u., S. 275, Z.1,2 und die Anm. $. 759. 

S.280, Z.4: „ganz wie früher‘, d.h., wenn man die orthogonalen Trajek- 
torien der Kugelschar hinzunimmt (Z. 9.). 


aan in 
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S.280, 2.11. Dabei muß allerdings vorausgesetzt werden, daß k zwei ver- 
schiedene Scharen von Krümmungslinien enthält. 

S. 280, 7. 13—15. Die Kongruenz o ist eine M, auf der Kugel S, des R,. Die 
„der früheren nachgebildete Operation‘ ist selbstverständlich der Übergang von 
dieser M, zu ihrer reziproken Polaren auf der Kugel S,. 

S. 280, Z. 15f. Der Komplex F ist die M, des R,, die man erhält, wenn man durch 
die Punkte von o die hindurchgehenden Trajektorien der Kugelschar legt. Auf dieser 
M, schneiden die Kugeln S,, S,,... eine Flächenschar aus, zwei andre werden be- 
stimmt durch die Trajektorien, welche durch die Krümmungslinien von o gehen. 
So erhält man auf M, ein Orthogonalsystem, auf das die Darbouxsche Operation 
anwendbar ist. 

S. 280, Z.20—1 v.u. Vgl. Abh. XI, $. 146—151. 

S.280, Z2.16—13 v.u. Vgl. S. 278, Z. 8 7 vu. 

S. 281, 2.4. Hier hätte M, _s gesetzt werden müssen, um kenntlich zu machen, 
daß man es nicht mit der M„_, auf Z.2 zu tun hat. 

S. 281, 2.13. Hier und im folgenden ist immer eine Schar von oo! Kugeln ge- 
meint. Genau genommen hängt eine solche Schar des R„;ı bloß vonn-+1 will- 
kürlichen Funktionen ab. 

S. 281, Nr. 20a. Es ergibt sich das aus dem in Nr. 19 Gesagten, wenn man 
dort n durch n + 2 ersetzt. 

S.281, Nr.20b. Unter Trajektorien schlechthin sind hier immer die senk- 
rechten Trajektorien zu verstehen. 

Man habe im R, eine Schar von oo! Kugeln: 


sn 
> — y + ya =0, 


a 
A 


1) 


WO Yır- ++, Ym.+ı Funktionen eines Parameters u sind, so daß man also von der 
Kugel u sprechen kann. Dann bilden alle Kugeln, welche die Kugel u senkrecht 
schneiden, einen linearen Kugelkomplex. Stellt man die Kugeln des R, durch die 
Punkte 9,,...,9,4ı des R,,ı dar (vgl. S. 274f.), so entspricht diesem linearen 
Kugelkomplexe die Kugel: 


n 


RR 
(2) Su + Ya t yn=0 


des R,.;ı. Man hat somit im R, ‚, ebenfalls eine Schar von oo! Kugeln: 


1...n+1 


(3) >9,—-2%+2,=0, 


v 


nur ist diese insofern von besonderer Beschaffenheit, als sie dem linearen Kugel- 
komplexe: z,,, = 0 angehört, der aus allen Kugeln besteht, welche die Ebene 
Yn +1 0 senkrecht schneiden. 

Ist die Schar (1) selbst in p linearen Kugelkomplexen enthalten, ist also iden- 
tisch: 


l...n+1 l...n+1 
(4) D,4, + nn I yE + an =0 (k=1,...,p), 
v v 


wo die Matrix der Konstanten a,, den Rang p hat, so gehört die Kugelschar (2) 
außer dem Komplexe z, +0 noch p leicht angebbaren linearen Kugelkom- 
plexen an. 
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Es sei jetzt umgekehrt im R, ,, eine Schar (3) von oo! Kugeln gegeben, die 
p + 1 linear unabhängigen linearen Kugelkomplexen und also einem ganzen Bündel 
von oo? solchen Komplexen angehört. Es sei mithin identisch: 


1...n+2 1...n+2 
(5) bin tn + de,n+s 2% + di,nyı = 0 (k=1,...,?+1), 
n n 


wo die Matrix der Konstanten b,, den Rang p + 1 hat. In dem besonderen Falle 
p=0 wollen wir ausdrücklich voraussetzen, daß der eine auftretende Komplex 
aus allen Kugeln besteht, die eine feste Kugel senkrecht schneiden, daß also b,, „ ..— 0 
ist (vgl. S. 760). Im Falle p > 0 können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
voraussetzen, daß einer unsrer p-+-1 linearen Kugelkomplexe, etwa der erste, 
diese besondere Beschaffenheit besitzt. Wir können demnach unter allen Um- 
ständen annehmen, daß b,,„.;. verschwindet. Wenden wir nun eine geeignete ortho- 
gonale Transformation des R, ,, an, das heißt, führen wir eine Ähnlichkeitstransfor- 
mation aus, nötigenfalls in Verbindung mit einer Transformation durch reziproke 
Radien, so können wir die Kugel, die von allen Kugeln des ersten der linearen Kom- 
plexe (5) senkrecht geschnitten wird, in die Ebene d, ,ı = 0 überführen. Dadurch 
erreichen wir, daß die erste der Gleichungen (5) die Form: z,,, = 0 annimmt, 
und daß die Gleichung unsrer Kugelschar (3) die Gestalt: 


1.N 


(6) BACH — Zu” + Yan + 2 > 0 
a 


erhält. Jeder Kugel u dieser Schar entspricht dann im R,, ein linearer Kugelkomplex, 
der aus allen Kugeln besteht, welche die Kugel: 


L; 
(7) Ss. Su Zu)® +22 PER Home —U 
senkrecht schneiden. 7 

Damit haben wir im R, eine Schar von oo! Kugeln (7) gefunden, von der aus- 
gehend wir durch das auf die Kugelschar (1) angewandte Verfahren zu der Kugel- 
schar (6) zurückgelangen können, aus der wieder (3) durch eine orthogonale Trans- 
formation des R, ,, hervorgeht. 

Es bleibt noch zu untersuchen, ob die Bestimmung der senkrechten Trajek- 
torien der Kugelschar (1) im R, und die entsprechende Aufgabe für die Kugelschar 
(2) im R,„;ı wirklich äquivalente Probleme sind. 

Um die senkrechten Trajektorien der Kugelschar (1) zu finden, muß man das 
simultane System: 


dx en 1... | 
(8) a, | Der — %ı) Hez Yarı Yası (wel, ...,n) 
T 


integrieren, wo die Striche Ableitungen nach « andeuten. Dabei ist eine Integral- 
gleichung von (8), nämlich (1), von vornherein bekannt; man muß daher die An- 
fangswerte x), der x. für u = u’ so wählen, daß (1) für u = u® erfüllt ist. Ebenso 
werden die senkrechten Trajektorien der Kugelschar (2) durch das simultane System: 


d mr 4 ’ ’ 
=) en el 5 Ss. Ye) Yı — Ynıı an weh. n), 
(9) as 4 
n+1 _ +1 F A 
Br ran Bu E S (9 — Ye) Ye — Yarı u! 


bestimmt. 
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Hat man nun das simultane System (8) allgemein integriert, so erfordert offen- 
bar die Integration von (9) nur noch eine Quadratur, was als eine ausführbare 
Operation zu betrachten ist. Umgekehrt zieht die Integration von (9) augenschein- 
lich die von (8) nach sich. 

Hat man andrerseits die senkrechten Trajektorien der Kugelschar (2) im R, 4 
bestimmt, hat man also (9) integriert mit den Anfangsbedingungen: y, — I, 
9, = 19, Yn4ı = MA yı für u= u°, die so gewählt sind, daß (2) für u — u® erfüllt 
ist, so kennt man damit zugleich die Trajektorien der Kugelschar (1) im R,„; denn 
man braucht ja bloß r),, = 0 zu wählen. Dagegen ist allerdings nicht einzusehen, 
wie die Bestimmung der Trajektorien der Kugelschar (1) des R, ausreichen soll, 
um alle Trajektorien der Schar (2) im R,,, angeben zu können. Das soll nämlich, 
wie Lie S. 281, Z. 21—24 behauptet, wenigstens für n— 2 gelten. Wir werden in 
der Anmerkung zu Nr. 20 e sehen, wie das zu verstehen ist. 

Soviel aber ist sicher, daß Nr. 20 b an einigen Stellen bestimmter hätte ge- 
faßt werden sollen. Auf Z. 20, 19 v. u. sollte stehen: ‚‚diese Kugeln gerade p und nicht 
mehr linear unabhängigen linearen Kugelkomplexen angehören, so findet man“. 
Auf 2.18 v.u.: „die eine Kugel senkrecht schneiden und außerdem noch p Kugeln 
unter konstanten Winkeln schneiden“. Auf 2.15 v.u.: „die eine bestimmte Kugel 
senkrecht schneiden‘. 

8.281, Nr.20e. Jetzt denken wir uns im R,,, eine Schar von oo! Kugeln 


gegeben: 
1...n+1 
n >, —- u’ + Yn=0, 


WO Yı,-..,Yn,2 Funktionen eines Parameters u sind. Fassen wir die Punkte des 
R„;ı als Bilder der Kugeln des R, auf, so entspricht der Kugel u der Schar (10) 
ein linearer Kugelkomplex des R,. Dieser besteht nach 8.759 aus allen Kugeln 
des R„, welche die Kugel: 


1..n 
(11) De — y + Yat YO 
Mm 


unter dem konstanten Winkel x schneiden, der aus: 


1 
(12) 6084 — Yan+ı:(Yarı + Yare)? 
zu entnehmen ist. 

Andrerseits werden die senkrechten Trajektorien der Kugelschar (10) durch 
ein simultanes System bestimmt, dessen Gestalt aus (8) zu ersehen ist. Wir denken 
uns dieses mit den Anfangsbedingungen 4, — 9% für u = u° integriert; müssen aber 
dabei die Anfangswerte h so wählen, daß die Gleichung (10) für u = u® erfüllt ist. 
Ergibt sich auf diese Weise: 


(13) = Y,(WH15.- 904) F=1...,n+D), 


so liegt der Punkt u der Trajektorie (13) stets auf der Kugel u der Schar (10); im 
R, entspricht ihm daher eine Kugel: 


MEER 
(14) PX? Zu. Yu) r Dar Te 0, 
deren Gleichung wegen (10) auch in der Form: 
Ir.n a 1...n+2 
(14’) SIa—2 Yu lu — yo) + 2 Darı nn — I —=0 
u u k 


geschrieben werden kann. Diese Kugel gehört dem linearen Kugelkomplexe an, 
der der Kugel u der Schar (10) entspricht ; sie schneidet daher die Kugel u der Schar 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd.I 49 
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(11) unter dem Winkel x, der durch (12) bestimmt ist. Der ganzen Trajektorie (13) 
entspricht somit im R, eine Schar von oo! Kugeln (14) oder (14'), und jede Kugel 
u dieser Schar steht zu der Kugel u der Schar (11) in der eben beschriebenen Be- 
ziehung. 

Die oo! Kugeln (14), die unsrer Trajektorie entsprechen, umhüllen nun eine 
M,„_ı des R„. Da (13) das erwähnte simultane System erfüllt, besteht diese M,„_ı 
aus den oo! kreisförmigen M,_,, die wir erhalten, wenn wir zu (14) die Gleichung: 


Veen \ 
(15) IE — Yu) Yu — Yu) — On+ı On+ı — Yn+ı) = 0 


hinzufügen und dabei u als Parameter auffassen. Diese Gleichung kann aber, weil 
(13) auch (10) befriedigt, die Gestalt: 


1...n+2 


1...n 1...n 
(15’) Yu (Eu — Yu) — On+ı Yntı — DI Yu Eu+ Di —0 
“ m k 


bekommen und ist somit eine Folge von (11) und (14’). Das heißt, die M,_, (14), 
(15) oder (11), (14°) ist nichts andres, als der Schnitt zwischen der Kugel u der Schar 
(14) und der Kugel u der Schar (11). 

Andrerseits folgt aus (14) und (15), daß auf der umhüllenden M,_, die Größen 
dty,.. ‚dr, durch die Gleichung: I (x. — Qu) dr = 0 verknüpft sind. Ist daher 
Yıse.., m ein Punkt der M,„_,, der auf der M,_, (14), (15) liegt, so fällt die zu- 
gehörige (n — 1)-fach ausgedehnte Tangentialebene der M,„_, mit der Tangential- 
ebene der Kugel u der Schar (14) zusammen. Da aber diese Kugel die Kugel u 
der Schar (11) gerade in der M,_, schneidet und zwar unter dem durch (12) bestimm- 
ten Winkel x, so schneidet die M„_, jede Kugel u der Schar (11) in der M,_. (14), 
(15) oder (11), (14) und zwar ebenfalls unter dem Winkel x. 

Den oo” senkrechten Trajektorien der Kugelschar (10) entsprechen demnach 
im R,„ solche M„_ı, die jede Kugel 4 der Schar (11) unter einem konstanten, nämlich 
unter dem nur von u abhängigen Winkel x schneiden.!) Verstehen wir daher unter 
Pıs-..,P„ die Richtungskoeffizienten der Tangentialebene einer solchen M,_ı1, 
so gilt die Gleichung: 

1 


sh 
Ss. 
(16) Wu u) Pe 


> ! Ale e) 
ilyarı + Yn+2)” > ph)" (Yan t Une)” 


Die M„_, sind daher Integralmannigfaltigkeiten der homogenen partiellen Differen- 
tialgleichung 1. O., die aus (11) und (16) durch Wegschaffung von u hervorgeht. 

Man kann sich davon auch unmittelbar überzeugen. Wie wir früher gesehen 
haben, werden nämlich auf der M,„_, die p. proportional den Lu — Du» also er- 
gibt sich aus (16): 


ERBE 52 4 


1...n 
Item — Yu) (Eu — Yu) + Yn+ı On+ı = 0 
m 


was bei Berücksichtigung von (14) die Gleichung (15) nach sich zieht. 
Wir denken uns jetzt umgekehrt im R, eine Schar von oo! Kugeln gegeben: 


1.0. 
zu — u” + 2nı=9 


— 
u 


(17) 


1) Lie drückt das auf S. 281, 2.13,12 v. u. gar zu kurz aus. Es hätte wenig- 
stens gesagt werden sollen: „die jede Kugel einer Schar unter konstantem Winkel 
schneiden“. 


Wh ah dia Are Baal de aa a nd „1. 
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WO 21, ++ .,2n,ı Funktionen des Parameters u sind. Wir fragen nach allen M,_,, 
die jede Kugel u dieser Schar unter einem Winkel x schneiden, der eine gegebene 


Funktion von u ist: cos #x<—= (u). Sind dann p,,..., P, die Richtungskoeffizienten 


der Tangentialeb eneeiner solchen M,„_, in dem Punkte r,,...,t„ der Kugel u, 
so muß: 


ER (u — zu) Pu 
1 
RM Vznrı > 


werden. Die gesuchten M,_, sind also die Integralmannigfaltigkeiten der homogenen 
partiellen Differentialgleichung 1. O., die aus (17) und (18) durch Wegschaffung 
von u entsteht. 3 

Nun aber können wir die Bestimmung gewisser unter den gesuchten M,„_ı 
auf die Bestimmung der senkrechten Trajektorien einer Kugelschar (10) des R, ,ı 
zurückführen. Wählen wir nämlich: 


(18) =p(u) 


Yı Rs.» Yan an 
1 
Ya+ı = 2n+ı-P (U), Yn+3 = Zn+ı (1 — 9°)? 
und denken wir uns Yı,...,07..ı durch Integration des bekannten simultanen 
Systems bestimmt, so stellen die Gleichungen (14), (15) oder (11), (14) Integral- 
mannigfaltigkeiten der erwähnten Differentialgleichung dar. 


Um alles endgültig ins Reine zu bringen, betrachten wir zunächst den Fall 
n = 2. Hier haben wir im R, die Kugelschar: 


FR 
al D>9,—y)+y4=0 
und in der Ebene die Kreisschar: 
co GW +R- WHY HtYN=. 


Jeder Kugel u der Schar (10*) entsprechen in der Ebene oo? Kreise, die den Kreis 
(11*) unter dem Winkel x schneiden, wo: 


at 
(13*) co SX = Y: (v3 u 


Jeder senkrechten Trajektorie: y,— V,(u,19},9},9,) der Kugelschar (10*) ent- 
sprechen oo! Kreise: 


(14*) (H-M+e +0, 
wo der Kreis u immer den Kreis (11*) unter dem Winkel x schneidet und also der 
Kreisschar angehört, die der Kugel u der Schar (10*) entspricht. 


Der Trajektorie: 9, — 9, ordnen wir nun die Umhüllungskurve der oo! Kreise 
(14*) zu, die wir erhalten, indem wir zu (14*) die Gleichung: 


(15*) (tı — M)(dı — NH) + (ie — DD. — Ye) — Ds (ds — 4) = 0 
hinzufügen. Da (10*) für y, — 9, identisch erfüllt ist, folgt aus (15*) ohne Schwierig- 
keit: 

(15**) (ı —- MY) Ad — Yı)-+ (ke — u) (de — Y) = Dry — y; RE u 

sowie: 


(15***) (dı<-Y)lı -)+ (le — Yy)ı — )= — Dı%- 


Diese beiden Gleichungen aber ziehen (11*) nach sich. Der durch u bestimmte 
Punkt r,, tr, der Umhüllungskurve liegt demnach auf dem Kreise u der Schar (11*), 
und die Umhüllungskurve schneidet diesen Kreis unter dem Winkel x. 


4%* 
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Die Umhüllungskurve zerfällt in zwei Kurven, welche dargestellt werden durch 
(15**) in Verbindung mit der aus (11*), (10*) und (15**) folgenden Gleichung: 


(A) (di Y)( dr — Ye) — (a - u) —-W)=HE Yds» 


also durch zwei Gleichungen, die linear sind, sowohl in x,, rt, als in Qı, Dr, Ds- 
Denkt man sich die Kugeln der Schar (10*) orientiert, so kann man jeder orientierten 
Kugel eine bestimmte unter diesen beiden Kurven zuordnen. 

Nun gibt es in der Ebene x,, £, nur oo! Kurven, deren jede den Kreis u der 
Schar (11*) unter dem Winkel x schneidet. Diese sind durch die Gleichungen (15**) 
und (A) bestimmt, sobald man die oo! Trajektorien: y,— 9, der Kugelschar (10*) 
kennt. Sie zerfallen in zwei Scharen, die man durch Orientierung der Kreise (11*) 
trennen kann. Offenbar gehört jede dieser oo! Kurven zu oo! der Trajektorien und 
zwar zu jeder als ein Teil des Umhüllungsgebildes der zugeordneten Kreisschar (14*). 
Der Inbegriff der so definierten Trajektorien bildet eine Fläche, die wir leicht 
geometrisch kennzeichnen können. 

Betrachten wir nämlich in der Ebene r,, x, den Kreis u der Schar (11*), einen 
darauf liegenden Punkt P und einen durch P gehenden Kreis K, der den Kreis u 
unter dem Winkel x schneidet. Der Kreis K wird im Raume h,,},, 9, durch einen 
Punkt IT auf der Kugel u der Schar (10*) abgebildet, und die den Kreis K in P be- 
rührenden Kreise, die ja alle den Kreis u der Schar (11*) ebenfalls unter dem Winkel x 
schneiden, werden abgebildet durch die Punkte einer der beiden Minimalgeraden, 
die durch // gehen und auf der Kugel u der Schar (10*) liegen. Wählen wir daher 
unter den oo? Trajektorien der Kugelschar (10*) irgendeine aus und legen wir immer 
durch deren Punkt u auf der hindurchgehenden Kugel u der Schar (10*) die hindurch- 
gehende Minimalgerade der einen Erzeugung, so erhalten wir eine Fläche. Auf dieser 
liegen oo! Trajektorien, welchen in der Ebene oo! Kreisscharen (14*) entsprechen, 
die alle dieselbe Kurve umhüllen. 

Die 00? Trajektorien verteilen sich daher zu je oo! auf Flächen derart, daß 
durch jede Trajektorie zwei solche Flächen gehen, auf deren jeder oo! Minimal- 
gerade liegen, je eine von jeder der Kugeln (10*). Jeder Kurve der Ebene %ı, %, 
welche immer den Kreis u der Schar (11*) unter dem Winkel x schneidet, sind zwei 
solche Flächen zugeordnet, die einander in einer Trajektorie schneiden. Wählen 
wir daher in der Ebene zwei beliebige der genannten Kurven aus und ordnen wir 
der einen die unter den beiden zugeordneten Flächen zu, die der einen Erzeugung 
der Kugeln (10*) entspricht, der andern Kurve aber die der andern Erzeugung 
entsprechende, so erhalten wir zwei Flächen, die einander in- einer Trajektorie 
schneiden, und so finden wir alle oo? Trajektorien. 

Es ist leicht, diese geometrische Konstruktion der Trajektorien analytisch aus- 
zuführen. Wir wählen auf dem Kreise u — u° der Schar (11*) einen beliebigen Punkt 
x°, 2% und bestimmen f,, tz SO als Funktionen von u, daß wir eine Kurve erhalten, 


-2 
die durch x°, x geht und jeden Kreis u der Schar (11*) unter dem Winkel x 


schneidet. Dann stellen die Gleichungen (15*) und (A), wenn man Yı, D., Ds als 
Koordinaten auffaßt und u als Parameter, die beiden unsrer Kurve zugeordneten 
Flächen dar. Wir wählen die Fläche aus, die durch das obere Vorzeichen in (A) 
geliefert wird. Wir ersetzen ferner x°, x) durch einen andern Punkt des Kreises 
u— u und erhalten zwei neue Funktionen t,, I, von u, die wir in (15*) und (A) 
einsetzen, indem wir in (A) das untere Vorzeichen benutzen. Die vier so erhaltenen 
linearen Gleichungen für 9, , Q,, 9, sind mit einander verträglich, weil tı, t, ebenso 
wie 1}, t, die Gleichung (11*) identisch befriedigen. Sie stellen eine beliebige der 
oo? Trajektorien dar. 

Hiermit ist Lies Behauptung auf $. 281, Z.12—9 v.u. vollständig bewiesen 
und damit auch der auf Z.18—15 v.u. ebenda ausgesprochene besondere Fall. 


Mala sa A aahäde 2 2 eu 
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Ich zweifle nicht, daß Lie gerade durch Betrachtungen von der hier angestellten 
Art zu seinem Ergebnisse gelangt ist. 

- Der allgemeine Fall n> 2 läßt sich nicht so einfach erledigen. Wir müssen 
da erst etwas näher auf die Beziehung zwischen den beiden Räumen Yı,.., In 
und 9, . -, 9n..1 eingehen, die durch die Abbildung der Kugeln des ersten Raumes 
auf die Punkte des zweiten vermittelt wird. 

Die Gleichung der Abbildung: 


Le 
(D De, — +91 =0 


bestimmt nämlich eine Berührungstransformation zwischen diesen beiden Räumen. 
Allerdings ist das keine Berührungstransformation im gewöhnlichen Sinne, weil die 
beiden Räume verschiedene Dimensionen haben, es ist vielmehr eine Berührungs- 
transformation, bei der die Elemente einer gewissen partiellen Differentialgleichung 
1. O. des R,„.ı so auf die Elemente des R,„ abgebildet werden, daß Vereine von Ele- 
nenten wieder in Vereine übergehen. Es handelt sich hier um die Art von Berührungs- 
transformationen, welche Lie 1876 in der Note: „Vervollständigung der Theorie 
der Berührungstransformationen“ (d. Ausg. Bd. III, Abh. XVII) näher betrachtet 
hat, ebenso auch in Bd. IV d. Ausg., Abh. III (1877), S. 251—256. Eine Anwendung 
findet man ebd. Abh. XI (1898), S. 437ff. 

Wir benutzen der Bequemlichkeit wegen nichthomogene Elementkoordinaten. 
Im Raume 1,,...,r, si: du — pıdn —"""— m-ıdım = 0 die Bedingung 
der vereinigten Lage, im Raume d,,..., Y„.,ı andrerseits: dyy ;ı —AıdYı —** 
...— q,dy„— 0. Dann erhalten wir die durch (I) bestimmte Berührungstrans- 
formation, wenn wir die Gleichungen: 


(I) Lu — 9, — YIn419,=0 ev=1, ...; n) 
(II) Lu u% Yu un: (En ea Yn) Pu — N (u =1,... n—]) 


hinzufügen. Wir finden zunächst im R, ,, die Gleichung: 


1...n 
(IV) I S,-0 


Von den Elementen y, q des R,,, werden also nur diejenigen transformiert, welche 
(IV) befriedigen. Wir finden ferner: 


(V) 2r=y, + Yntı9 w=1,erreen), =. (u=1,.:,n—1) 
n 
und: 
Pu Pu 
I HT 1 S Gu-— = 5 (u=1,..,n—1) 
E yitzm yi+zp 
(VD) j 
2 0 
I —- In ge = = 2.) +19 [I en 
Bee lesın. 0 u en 
Da aus (V) bei Berücksichtigung von (IV) folgt: 
l1...n—1 1 1.% 
din — Dpu dru — (a in Indh,); 
pr An 5 


geht wirklich jeder Verein von Elementen des R,, ,,, der (IV) erfüllt, in einen Verein 
des R, über. Insbesondere liefert jeder Integralverein von oo" Elementen der Glei- 
chung (IV) einen Verein von 00”! Elementen des R,. 
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Die senkrechten Trajektorien der Kugelschar (10) werden durch das simultane 
System: 
Ay _ ee AM arı N 
y, — Yı Yn+ı — Yn+ı 


definiert, aus dem u vermöge (10) zu entfernen ist. Wir müssen sie jetzt als Vereine 
von 00” Elementen des R,„,ı auffassen, welche die zugehörige lineare partielle 
Differentialgleichung: 


ins 
(VID Yn+ı — YnHı= 89, — Y,) g, 


befriedigen. Dabei ist selbstverständlich wieder u vermöge (10) weggeschafft zu 
denken. Als Vereine aufgefaßt, werden die Trajektorien dargestellt durch die 
Gleichungen (13) und (VII), unter u eine Hilfsveränderliche verstanden. 

Unsre Transformation (IV), (V) erstreckt sich nun nicht auf die ganze Diffe- 
rentialgleichung (VII), (10), sondern nur auf deren durch (IV) ausgeschiedene Ele- 
mente. Führen wir die Transformation auf die Gleichung (VII) aus, so fällt 9, ,ı 
von selber heraus, und wir erhalten die Gleichung: 


1...n—1 
(vI In — In — I Eu — Yu) Pan = im VI FEB, 


u 
während (10) vermöge (VIII) in: 


ren 
(11) De, — W+ Yin tr, 


v 


übergeht. Den durch (IV) ausgeschiedenen Elementen der linearen partiellen 
Differentialgleichung (VII), (10) des R,„,, entspricht daher im R, die partielle 
Differentialgleichung 1. O., die aus (VIII), (11) durch Wegschaffung von u hervor- 
geht. Wir erhalten mit andern Worten gerade die früher aufgestellte Differential- 
gleichung (16), (11) des R,„, nur diesmal geschrieben in nichthomogenen Element- 
koordinaten. 

Von großer Wichtigkeit ist es, daß unsre Transformation (IV), (V) nicht ein- 
deutig umkehrbar ist. Sie ordnet nämlich zwar jedem Elemente ),q des Ry41, 
das (IV) befriedigt, eindeutig ein Element r,p des R, zu, nicht aber umgekehrt. 
Ist das Element x,p gegeben, und ist Yı,-. Un» Aus ++, An ein Element des 
R,„.ı, das (IV) und die Gleichungen (V) befriedigt, so gilt dasselbe auch von allen 
Elementen: 


’ 


(IX) Ya hhuto Hm = Gel,..um, 


sowie von allen Elementen: 


(X) une y=ytch 1=—% d=1l,...m. 


Damit aber sind die Elemente des R,,, erschöpft, welche die Gleichungen (IV) 
und (V) erfüllen. 

Man beachte, daß die Gleichungen (IX) eine eingliedrige Gruppe darstellen. 
Da (IV) erfüllt sein soll, ziehen sie überdies die Gleichung: 


1..n 1..n 
dy,+ı — Da;ay; — AYa4ı — Ddy; 
i i 


ı 


nach sich, das heißt, diese eingliedrige Gruppe besteht aus Berührungstransforma- 
tionen aller Elemente des R, ;ı, die (IV) erfüllen. Aus dem vorhin Gesagten geht 
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hervor, daß der Inbegriff aller Elemente des R, ‚ı, die (IV) erfüllen und denen im 
R, dasselbe Element r, p entspricht, aus zwei Scharen (IX) und (X) von je oo! Ele- 
menten besteht, und daß jede dieser beiden Scharen bei der eingliedrigen Gruppe 
(IX) invariant bleibt. 

Die eingliedrige Gruppe (IX) hat ferner die Eigenschaft, den Inbegriff aller 
Elemente der Differentialgleichung (VII), (10), die (IV) erfüllen, invariant zu lassen. 
Da sie überdies jedes Element r, q, das (IV) erfüllt, in oo! Elemente derselben Art 
überführt, die einen Verein bilden, führt sie jeden Verein von oo! derartigen Ele- 
menten, den sie nicht invariant läßt, in oo! Vereine über, die einen Verein von 00? 
Elementen bilden. 

Endlich sei noch bemerkt, daß aus (IX) vermöge (IV) und (VII) folgt: 


1...n+1 1...n+1 


Pit a y,)? 5 y, Bu: 4,)?- 


Mit andern Worten: Jedes Element y, q, das (IV) befriedigt, das der Differential- 
gleichung (VII), (10) genügt und dessen Punkt ) auf der Kugel u der Schar (X) liegt, 
geht bei der eingliedrigen Gruppe (IX) in o0! Elemente derselben Art über, also in 
oo! Elemente, deren Punktort eine Minimalgerade dieser Kugel u ist. 

Die oo" Trajektorien der Kugelschar (10) bilden, als Elementvereine aufgefaßt, 
eine vollständige Lösung der partiellen Differentialgleichung (VII), (10). Betrachtet 
man bloß die Elemente dieser Vereine, die (IV) erfüllen, und führt die Transforma- 
tion (V) aus, so erhält man im R, lauter Integralvereine von je oo”! Elementen 
der partiellen Differentialgleichung (VIII), (11). Durch jedes Element dieser Glei- 
chung geht offenbar mindestens einer der gefundenen Integralvereine, also erhält 
man entweder o0”-! verschiedene Integralvereine von (VIII), (11), die eine voll- 
ständige Lösung bilden, oder 00” verschiedene, unter denen oo"! geeignet aus- 
gewählte eine vollständige Lösung bilden. Hat man daher die Trajektorien der 
Kugelschar (X) bestimmt, so kann man die Differentialgleichung (VIII), (11) 
integrieren. 

Beim Beweise dafür, daß auch das Umgekehrte gilt, müssen wir den Begriff und 
die Eigenschaften der charakteristischen Streifen einer partiellen Differential- 
gleichung 1. O. als bekannt voraussetzen.!) 

Wir nehmen irgendeine Trajektorie (13) der Kugelschar (10) und fassen sie 
als Verein auf, indem wir die Gleichung (VII) hinzufügen. Nehmen wir noch (IV) 
hinzu, so erhalten wir einen Verein von oo”! Elementen, der bei Ausführung der 
Transformation (V) im R,„_, einen Integralverein von 00”! Elementen der Diffe- 
rentialgleichung (VIII), (11) liefert. Dieser ist von 00”? charakteristischen Streifen 
der Gleichung (VIII), (11) erzeugt. Dementsprechend ist der Verein (13), (VII), 
(IV) von o0* "? Vereinen von je oo! Elementen erzeugt, die offenbar charakteristische 
Streifen der Gleichung (VII), (10) sind. Wir können hieraus schließen, daß durch 
jedes Element 9, q der Gleichung (VII), (10), das (IV) erfüllt, ein charakteristischer 
Streifen dieser Gleichung bestimmt ist, dessen sämtliche Elemente (IV) erfüllen. 

Haben wir nun die Gleichung (VII), (10) integriert, haben wir also eine voll- 
ständige Lösung gefunden, so kennen wir auch die charakteristischen Streifen. Nur 
können wir freilich die charakteristischen Streifen von (VIII), (11), die (IV) erfüllen, 
nicht ohne weiteres finden, weil die Transformation (V) nur in der einen Richtung 
eindeutig ist. Vermöge (V) entsprechen nämlich jedem charakteristischen Streifen 
von (VIII), (11) nicht oo! Elemente, sondern zwei Scharen von je oo? Elementen. 
Diese Scharen können wir aufstellen. Es ist nach dem Früheren klar, daß jede dieser 
beiden Scharen bei der eingliedrigen Gruppe (IX) invariant bleibt, ferner, daß sie aus 


1) Lie arbeitete mit diesem Begriffe schon, als er Abh. XV schrieb. Vgl. die 
Anm. zu S. 268, Z. 10-—7 v. u., S. 755f£. 
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oo! charakteristischen Streifen von (VII), (10) besteht, und endlich, daß diese Streifen 
bei der eingliedrigen Gruppe (IX) unter einander vertauscht werden. 

Wir bemerken noch, daß jede dieser beiden Scharen einen Verein von oo? 
Elementen bildet und daß der Punktort dieses Vereins eine Fläche des R, ,, ist, 
die einerseits von oo! Trajektorien der Kugelschar (10) erzeugt wird, andrerseits von 
oo! Minimalgeraden, die sich auf die oo! Kugeln (10) verteilen. 

Den 00?” "3 charakteristischen Streifen von (VIII), (11) entsprechen auf diese 
Weise 00?" 3 Flächen des R,, ,ı, die von je oo! Trajektorien der Schar (10) erzeugt 
sind, und von denen durch jede der o0* Trajektorien 00”? gehen. Das stimmt damit, 
daß jede Trajektorie als Verein aufgefaßt 00”! Elemente 4, q enthält, die (IV) 
erfüllen und infolgedessen gerade 00”? charakteristische Streifen von derselben 
Beschaffenheit. Kennen wir die charakteristischen Streifen von (VIII), (11), so 
können wir die genannten 00?” 3 Flächen aufstellen. Wählen wir unter diesen zwei 
solche, die einen Punkt gemein haben, so wird ihr Schnitt eine Trajektorie, und auf 
diese Weise finden wir alle Trajektorien. 

Damit ist auch die Behauptung S. 281, Z. 14—12 v.u. vollständig bewiesen 
und zwar zugleich für den früher auf anderem Wege erledigten Fall n —= 2. 

Der von J. A. Serret behandelte Fall, den Lie S. 281, Z. 3—1 v. u. erwähnt, 
ist bei unsrer Bezeichnung der Fall n—= 3. Man vergleiche dazu die Arbeit von 
Serret: Sur les surfaces dont les lignes de l’une des courbures sont spheriques 
C. R.42 (1856), S. 109f., S. 190—194. Ferner: ‚Sur les trajectoires orthogonales 
d’une sphere mobile‘, ebd. S. 105—108. Serret führt für n— 3 die Integration 
von (VIII), (11) auf die Bestimmung der Trajektorien zurück. Die Umkehrung be- 
weist er nicht. 

S. 282, 7. 13—17. Bezeichnen wir die Transformation durch reziproke Radien, 
die zu sich selbst invers ist, mit T, die infinitesimale Paralleltransformation mit S, 
so würde die Operation (r dp r) durch das Symbol: T-1S T dargestellt werden. Da 
die infinitesimale Paralleltransformation bei jeder euklidischen Bewegung invariant 
bleibt und bei einer Ähnlichkeitstransformation nur mit einem konstanten Faktor 
multipliziert wird, so enthält die Operation (r dp r) höchstens einen wesentlichen 
Parameter, nämlich den Halbmesser der zu r gehörigen Fundamentalkugel, die bei 
r in sich übergeht. 

S. 282, 2. 24: „später“, s. S. 285, Nr. 29. 

S. 282, 2.3 
Wir betrachten aber lieber gleich den R,. 

Die allgemeinste Gruppe von Berührungstransformationen des R,, bei der 
Krümmungslinien in Krümmungslinien übergehen, ist nach Abh. XIII, S. 226f. 
nichts andres als die allgemeinste Gruppe, bei der die Schar de? Kugeln invariant 
bleibt. Diese ist 4(n + 2)(n + 3)-gliedrig und enthält die folgenden infinitesimalen 
Transformationen!): 


N ELLE 


Veen 


@ u) 
in = Pu» Su y = Lu Pv — TrPu» U- > IrPr» 


1.0 
(19) Tu = 224 U— I: - Pu» 
T 
v, (es Vi = Lu vn W= Dr: . Vv (My 1... ): 
T 


Hier stehen in der ersten Zeile die Euklidischen Bewegungen und Ähnlichkeits- 
transformationen, in den zwei ersten Zeilen die infinitesimalen konformen, endlich ist 
v die infinitesimale Paralleltransformation. 


1) Vgl. "Th. d. Trfsgr. Bd. II, $. 442, wo die Gruppe für n = 2 angegeben ist. 
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Ist H das Symbol einer infinitesimalen Transformation der Gruppe, so erhalten 
z, und p. die Zuwachse 
özu=H,,öt, ö$Pu=—H,,öt (u=1,...,n). 
Soll die infinitesimale Transformation H jede M„_, des R, in eine unendlich be- 
nachbarte überführen derart, daß beide einem Orthogonalsysteme angehören können, 
so muß sie den Punkt x, jedes Elementes Zu, Pu der M,„_, auf der Normalen des 
Elementes fortführen, es muß also: 


Ö2]:-.:62, =Pı:***:Pn 
werden, was nur eintritt, wenn H die Form: 
(20) N + Fu Vu +BW 


besitzt, unter den «, ß beliebige Konstanten verstanden.) 
Andrerseits erhält man, wenn man vermöge einer Transformation durch rezi- 
proke Radien: 


x,— a aa) 
n ı A Bar 
De, —a ” 


> (8 = 6,) PD, 


Mer Ban a) s 
Dean | Da, — a,))}? 
f i— a,)® x ee ‚ ‚ 
= o.ı a d en Die, —a,)P}, 
also: 
(21) (DIr)t= In —a,%.(Np2):r. 


Hier steht rechts die von Lie mit (rdpr) bezeichnete Operation. Diese hat 
die Form (20), nur ist $#$0 und u:ß= X at. Demnach ist eigentlich erst: 
&Vo + P(rdpr) die allgemeinste infinitesimale Transformation, die jede M„_, des 
R,„ in eine unendlich benachbarte Mannigfaltigkeit überführt, welche zusammen mit 
M,„_ı einem Orthogonalsysteme angehören kann. Lie betrachtet aber (rdpr) ge- 
radezu als gleichbedeutend mit einer infinitesimalen Transformation von der Form 


(20). 

Wir bemerken noch, daß V,, VW(u=1,...,n) keine Gruppe erzeugen.?) 
Es wird nämlich: 
(02) (MVl)=Pu (H,W)=2U, 


WMY)=Su, VHWM=T, 


woraus zu ersehen ist, daß diese n + 2 infinitesimalen überhaupt in keiner Unter- 
gruppe der Gruppe (19) enthalten sind. 

S. 282, Nr. 23. Hier wird die eingliedrige Gruppe betrachtet, die von der in- 
finitesimalen Transformation (rdpr) erzeugt wird. Indem man alle endlichen 
Transformationen dieser eingliedrigen Gruppe auf irgend eine Fläche ausführt, er- 
hält man eine Flächenschar, die einem Orthogonalsysteme angehören kann. 

Nimmt man, wie das immer möglich ist, im R, die infinitesimale Transforma- 


tion (r dpr) in der Form an: 
2) (Ip 


1) Man vgl. hierzu Bd. VId. Ausg. Abh. VI (1889), $. 2381. 
2) Vgl. Bd. V d. Ausg. Abh. III (1876), S. 66f. 
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so wird jedes Element x,,p,, das auf der Kugel & x? — 0 liegt, in ein unendlich 
benachbartes Element desselben Punktes x, übergeführt. Andrerseits wird die Kugel _ 
& (x, — a,)® = b? als Elementverein durch die Gleichungen: 


dargestellt. Sie geht daher, wie man leicht sieht, bei (r dp r) über in die unendlich 


benachbarte Kugel: 
Die, — a,” +25 I}. =b*. 


Bei der eingliedrigen Gruppe, die von der infinitesimalen Transformation er- 
zeugt wird, erhält man mithin eine Schar von oo! Kugeln, welche die kreisförmige 


M 
De, — a,) HN >n —=0 
gemein haben. 


S. 282f., Nr. 24, 25. Lie denkt sich eine infinitesimale Transformation von der 
Form: 


n—2° 


“ 


n 


Rn 
(23) H=9lt)Vı + Iault)VYutzdW, 


Wo 90, Pu» X willkürliche Funktionen des Parameters t sind, dessen Differential öt 
in den Zuwachsen: 
(24) ou nd: öp,=—Hr,öt 6 


ea 10,0) 


der Veränderlichen z,, p, auftritt. Der kontinuierlichen Folge der Werte t = 0 bis 
t— t entspricht eine kontinuierliche Folge von infinitesimalen Transformationen (23). 
Diese werden hinter einander ausgeführt, indem man das simultane System (24) mit 
den Anfangsbedingungen z, = 2%, p, = p? , für t = 0 integriert.!) 

Daß Lie den Parameter t mit p bezeichnet und daß dp das Symbol einer in- 
finitesimalen Paralleltransformation sein soll, kommt darauf hinaus, daß sich H 
für t — 0 auf V, reduziert, daß also für t = 0 die Funktionen @, und % verschwinden, 
während p = 1 wird. Doch ist es nicht nötig, diese Voraussetzung zu machen. 

Setzt man $(n + 2)(n +3) = N und sind: 


— & 0 pi 0 0 
Bee Dazu 
eg ©) 0 y0 0 0 
a 


die endlichen Transformationen der Gruppe (19), so bestehen Differentialgleichungen 
von der Form: 


(25) 


a N) 


1... ITEN 

Gre? x oH, op, _ Tr j oH, 

(26) ER 70) Te = Pr;(a) es 
Wels, nes ke. N); 


wo H,,..., Hy die infinitesimalen Transformationen der Gruppe sind, und wo die 
Determinante der ,, nicht verschwindet (d. Ausg. Bd. VI, Abh. I (1880), 8. 22). 
Nun ist aber: 


1... 
H= De Fr, 
f] 


wo N—n—2 von den e, verschwinden, während die übrigen n + 2 gegebene 


1) Vgl. Bd. VId. Ausg., Abh. VI (1889), S. 244. 
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Funktionen von t sind. Man kann daher in (25) die a, so als Funktionen von t be- 
stimmen, daß die Gleichungen (24) erfüllt werden, und zwar erhält man für die [er 


das simultane System: 
1. 


N 

Er 

(27) >'y,,;(a) Fra G=1,...,N), 
k 


das im Falle n = 3 fünfgliedrig ist. (S. 283, Z. 16—18.) 

Man integriere jetzt das simultane System (27) mit den Anfangsbedingungen 
a,=a) fürt—=0, wo die a® die Parameter der identischen Transformation der 
Gruppe (25) sind. Setzt man dann die gefundenen Werte der a, in (25) ein, so er- 
hält man die endliche Transformation, die hervorgeht, wenn man sich die unendlich 
vielen infinitesimalen Transformationen (23) in dem früher beschriebenen Sinne hinter 
einander ausgeführt denkt. 

Führt man diese Transformation auf eine M,_ı F(x,..., 2%„)—=0des R, aus, 
so erhält man eine Schar von oo! Mannigfaltigkeiten: ®(z,,..., %,, t) = 0, und zwar 
geht die Mannigfaltigkeit t dieser Schar bei der infinitesimalen Transformation (23) 
in die unendlich benachbarte Mannigfaltigkeit t + dt über. Insbesondere erhält man 
im Falle n — 3 auf diese Weise eine Schar von oo! Flächen, die einem Orthogonal- 
systeme angehören kann. 

S. 283, Z2.19—22. Es läßt sich wohl kaum mehr feststellen, wie sich Lie das 
gedacht hat. Namentlich ist nicht klar, ob Lie behaupten will, daß jedes simultane 
System von der hier betrachteten Art an sich integriert werden kann, oder ob dabei 
eine Schar von oo! Flächen als bekannt vorausgesetzt wird, die zu der Schar der 
infinitesimalen Transformationen in der eben beschriebenen Beziehung steht. Die 
nachfolgenden Entwickelungen scheinen darauf hinzudeuten. Auch fällt es auf, 
daß in diesen die Bestimmung der senkrechten Trajektorien der Flächenschar ver- 
langt wird. Demnach wird da die Integration des in Rede stehenden simultanen 
Systems auf die Integration eines andern zurückgeführt, das allerdings weniger 
Veränderliche enthält. Der Ausdruck: „daß dieses simultane System vollständig 
integriert werden kann“ erscheint infolgedessen nicht recht verständlich. 

Wir wollen uns deshalb bei Z. 19—22 nicht länger aufhalten, sondern uns den 
folgenden Entwickelungen zuwenden. 

S. 283, Z. 22—S.284, 2.3. Hier wird vorausgesetzt, daß man eine Schar von 
oo! Flächen: f(x,, x,, 2,, t) = 0 kennt, bei der man von der Fläche t zur unendlich 
benachbarten durch eine gegebene infinitesimale Transformation von der Form (23) 
gelangt. Dann gibt es unter den endlichen Transformationen der Gruppe (25), die 
Ja für n = 3 fünfzehngliedrig ist, sicher eine, bei der die Fläche a ee) Ei 
in die Fläche f(z,, z,, z,, t) = 0 übergeht. Gibt es nur eine solche Transformation, 
so kann die ohne Integration aufgestellt werden. Man erhält daher in Eee 
so als Funktionen von t bestimmt, daß das simultane System (27) mit den Anfangs- 
bedingungen a, — a? für t — 0 befriedigt wird. 

S. 284, 7. 9—12. Da die Zahl der Kugeln oo? ist, so gibt es oo!! lineare Kugel- 
transformationen, die eine gegebene Kugel in eine beliebig gegebene andre über- 
führen. 

S. 284, 2.14. Es ist möglich, erfordert aber die Integration eines simultanen 
Systems in drei Veränderlichen. 

S. 284, 2.15—20. Auf Z. 18 steht im ersten Drucke 001° statt A, 
steht richtig 10 Integralgleichungen, wofür wir versehentlich 14 gesetzt haben. In 
der Tat, die o0!! linearen Kugeltransformationen, bei denen eine gegebene Kugel 
invariant bleibt, transformieren die Kugel selbst durch eine Gruppe G von Punkt- 
transformationen, bei der zwei einfach unendliche Kurvenscharen invariant bleiben, 
nämlich die beiden Scharen von Minimalgeraden, die auf der Kugel liegen. Die 
Punkte der Kugel werden daher bloß sechsgliedrig transformiert (Bd. VI d. Ausg., 
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Abh. I, S. 89), woraus folgt, daß G gerade 00° Transformationen enthält, die alle 
Punkte der Kugel in Ruhe lassen. 

Hat man die Trajektorien der Kugelschar bestimmt, so kennt man drei Glei- 
chungen: i 
(28) 1,—P, (21; 23,23, 8) (v=1,2,3), 


die für jeden Punkt z,°, z,°, z,° der Kugel t—= 0 den Punkt x,, z,, x, bestimmen, 
den die hindurchgehende Trajektorie auf der Kugel t ausschneidet. Man muß dann 
für n— 3 die Transformationen der Gruppe (25) aufsuchen, welche die Kugel 
t— 0 derart in die Kugel t überführen, daß Punkte, die auf derselben Trajektorie 
liegen, einander entsprechen. Zu diesem Zwecke hat man die Gleichungen: 


Zoe 0 00 Bl: 
X,(21, 2%, 23, Pı>» Pr, Ps» Aus.» au)=P,(X, 2% 23, t) (v=1,2,3) 


zu bilden. wo links nur Verhältnisse der p{, auftreten. Sodann hat man p", durch 
a0, — x zu ersetzen, WO &, &g, Oz der Mittelpunkt der Kugel t = 0 ist, und endlich 
hat man zu verlangen, daß die erhaltenen Gleichungen für jeden Punkt der Kugel 
t— 0 bestehen. Aus dem vorhin Gesagten folgt, daß man so gerade zehn von 
einander unabhängige Gleichungen zwischen qı,. . ., 4 und t erhält; denn unter 
den 15 Parametern a, müssen fünf willkürlich bleiben. Diese zehn Gleichungen sind 
die Integralgleichungen des simultanen Systems (27), von denen Lie spricht. 

S. 284, 2. 20—23. Im R, gibt es oo% infinitesimale Transformationen (r dprr), 
nämlich: 


ar, +, N +bV, +bV,+cW. 


Diese führen jede Kugel in alle oo? unendlich benachbarten Kugeln über und daher 
in jede unendlich benachbarte Kugel oo!-mal. 

S.284, 2.5,4 v.u. Vgl. Abh. XIV, 8.235, 2. 3 1 v.u. Vgl. auch Abh. XII, 
S. 208f. Nr. 69a, wo der Ausdruck Gruppe zum ersten Male im allgemeinen Sinne 
angewandt wird. 

S.284f. Nr. 28. Der Komplex aller Kugeln, welche die Ebene E senkrecht 
schneiden, ist einer unter den 00? linearen Kugelkomplexen, die es gibt, und bleibt 
daher invariant bei einer zehngliedrigen Gruppe G,, von linearen Kugeltransforma- 
tionen. Daß man statt der ganzen fünfzehngliedrigen Gruppe diese G,, benutzen 
kann, beruht darauf, daß die G,, im allgemeinen eine und nur eine Transformation 
enthält, bei der die Kugel t = 0 in der hier verlangten Weise in die Kugel t übergeht. 

Im allgemeinen gehört nämlich unsre Kugelschar nicht dem linearen Kugel- 
komplexe an, dasheißt,ihre Mittelpunkteliegen im allgemeinen nicht auf derEbeneE. 
Daraus wird auf $. 285, Z. 3f. geschlossen, daß die Go eine und nur eine infinitesimale 
Transformation (r dp rr) enthält, bei der eine Kugel S der Schar in die unendlich 
benachbarte S’ übergeht. Haben nämlich S und $’ denselben Mittelpunkt, der 
dann nicht auf E liegt, so ist die infinitesimale Paralleltransformation dp selbst 
die einzige in der G,, enthaltene Transformation dieser Art, bei der S in $’ übergeht. 
Haben $S und $’ verschiedene Mittelpunkte, so schneidet deren Verbindungslinie 
auf E einen Punkt P aus, und es gibt eine ganz bestimmte Transformation durch 
reziproke Radien o mit dem Mittelpunkte P, bei der S und S’in konzentrische Kugeln 
übergehen. Die Transformation (go dp 0) gehört dann der G,, an, führt S in S’ über 
und ist die einzige in G,, enthaltene infinitesimale Transformation (r dp r), die das 
leistet. Denkt man sich nun die oo! infinitesimalen Transformationen (o dp 0), 
die den Werten t — 0 bis t— t entsprechen, in der früher beschriebenen Weise nach 
einander ausgeführt, so erhält man eine der G,, angehörige Transformation I. 
bei der die Kugel t = 0 in der hier verlangten Weise in die Kugel t übergeht. 

Nun kann die G,, jede Kugel, die nicht dem linearen Kugelkomplexe angehört, 
in jede andre überführen. Jede solche Kugel bleibt daher bei einer sechsgliedrigen 
Untergruppe G, der G,, invariant. Daraus aber folgt, daß die G, eine und nur eine 
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Transformation enthält, bei der alle Punkte der Kugel in Ruhe bleiben, nämlich 
die identische Transformation. Damit aber ist zugleich bewiesen, daß die vorhin 
definierte Transformation T die einzige Transformation der G,. ist, bei der die 
Kugel t = 0 in der verlangten Weise in die Kugel t übergeht. Kennt man daher die 
Trajektorien der Kugelschar, so kann man die Transformation T, die einzig in ihrer 
Art ist, bestimmen und damit das simultane System (27) integrieren. 

Zu 8.284, 2. 3—1 v. u. ist zu bemerken, daß jede Kugel des linearen Kugel- 
komplexes bei 00° Transformationen der G,, invariant bleibt, daß also in dem hier 
betrachteten besonderen Falle die G,, oo! Transformationen enthält, welche eine 
beliebige Kugel S und alle Punkte auf dieser invariant lassen. Dann aber enthält 
sie auch oo! Transformationen, bei denen die Kugel t = 0 in die Kugel t in der ver- 
langten Weise übergeführt wird. Diese Schwierigkeit läßt sich vermeiden, indem 
man statt der Ebene E irgend eine andre wählt; die nicht die Mittelpunkte aller 
Kugeln $ enthält. Daß Lie davon spricht, die Schwierigkeit lasse sich ‚sehr leicht 
erledigen“, könnte auf den Gedanken führen, er habe einen Weg im Auge gehabt, 
der unter Beibehaltung der zuerst gewählten Ebene E zum Ziele führt. Es ist jedoch 
nicht abzusehen, ob man dann überhaupt einen Weg einschlagen kann, auf dem 
man ohne Integration zum Ziele kommt, geschweige denn einen sehr einfachen. 
Daher dürfte Lie mit dem Ausdrucke ‚erledigen‘ im Grunde ‚‚vermeiden‘ gemeint 
haben. 

Auf den ganzen hier besprochenen Abschnitt Nr. 26—29 verweist Lie in Abh. 
XL von Bd. III d. Ausg. (1882), S.552f., Nr. 4. Man vgl. dazu ebd. S. 763, Z. 7—16, 
ferner Bd. VI, Abh. III (1885), S. 195ff.!), 822—836 und das Vorwort, S. XVII 
bis XX. 

In der Arbeit: „Untersuchungen über Translationsflächen. Abh. II“, Leipz. 
Ber. 1892 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XII) bemerkt Lie auf $. 573 (am Schlusse von 
Teil II), man könne die Bemerkung, „daß man Orthogonalsysteme mit oo! Flächen 
konstanter Krümmung finden kann, die von einer arbiträren Funktion abhängen‘, 
mit einem Federstrich aus seinen Sätzen ableiten. Leider gibt er nicht an, welche 
Sätze er damit meint, und ob er etwa auch an die Sätze der vorliegenden Abhandlung 
gedacht hat. 


Zu Abhandlung XVII, S. 286—318. 


In dem ersten Briefe, den Liean Engel geschrieben hat (erh. Leipzig 30.6.1884), 
heißt es: 

„In den Jahren 1871—76 lebte ich nur in Transformationsgruppen und Inte- 
grationsproblem. Da aber kein Mensch sich für diese Sachen interessierte, ging ich 
ein bißchen müde, und wandte mich für einige Zeit zu der Geometrie.“ 

Die hier folgenden Abhandlungen über Minimalflächen sind dieser Wendung 
zu verdanken. 

S.286, 2.9, Bd. III d. Ausg., Abh. I (1872), S. 3, Z. 9—11, 22—24. Dort wird 
auch auf die ungedruckte Note vom Juli 1870 hingewiesen, die hier als Nr. VII 
auf S. 86f. abgedruckt ist. 

S. 286, Nr. 2. Der II. Bd. des Archivs enthält nur noch die Arbeit ‚Theorie des 
Pfaffschen Problems‘, Bd. III d. Ausg., Abh. XXI. Die hier angekündigte ‚zweite 
Note‘ ist überhaupt nicht erschienen. Die Worte auf Z. 11—7 v.u. beziehen sich 
auf die vorhin erwähnte, damals noch nicht gedruckte Abh. VII von 1870. 

S. 287, Nr. 3. Diese „dritte Note‘ ist erst 1880 im IV. Bde. des Archivs er- 
schienen, hier Abh. XXV, S. 414 ff. 


1) Dort verweist Lie in der Anm. zu $. 198 ebenfalls auf die vorliegende Ab- 
handlung. 
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S, 287, Nr. 4. Diese „vierte Note‘ ist ebenfalls nicht erschienen. Vgl. Bd. III 
d. Ausg. 8. 706, Z.5—13, wo noch nachzutragen ist: Leipz. Ber. 1892, S. 569f., 
572 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XII, Schluß von Teil I und Anfang von Teil II). Was 
die Differentialgleichung der Minimalflächen insbesondere angeht, so vgl. Bd. III 
d. Ausg. Abh. XXXVa, S. 524, 748f. Es ist hier wohl der geeignete Ort, die dort auf 
S. 748f. gemachten Mitteilungen noch etwas zu vervollständigen. 

Wir haben da gesehen, daß die Differentialgleichung der Minimalflächen durch 
eine dualistische Transformation die Form: 


1 (tar +22ys+(l+Mt=0 
erhalten kann. Diese Gleichung gestattet drei infinitesimale Punkttransformationen, 


bei denen die beiden Scharen von Charakteristiken transformiert werden, nämlich 
(8. 748, 2.074 v.u.): 


[2] p+az(ep+yg+tzr), a+y(ap+ ya+zr), 9P—84- 


1 
Diese haben die Invariante 2: (1 + x? + y?)” und nehmen, wenn man die Inva- 
riante als neues z einführt, die Gestalt an: 


[2] p+z(ep+yg), ga+Yy(ap+yYD, YP—84- 


Das ist die dreigliedrige projektive Gruppe des Kegelschnitts: + y?+1=0, 
die durch eine Punkttransformation in z, y auf die Form: 

[3] +, td, Pit y®d 

gebracht werden kann (Th. d. Trfsgr. Bd. III, Kap. 19, 8. 371— 378). 

Andrerseits fanden wir, daß die Differentialgleichung der Minimalflächen 
durch Berührungstransformation auf die Form (4), S. 523 gebracht werden kann. 
Vergleichen wir aber die zu dieser Form (4) gehörige Gruppe!) auf 8. 506, so sehen 
wir, daß A verschwindet und daß unsre Differentialgleichung die Form: 

B 
ren 
erhalten kann. Es stellt sich heraus, daß B= rast. 

Was die Berührungstransformationen angeht, bei denen die Differential- 
gleichung der Minimalflächen invariant bleibt, so vergleiche man hier Abh. VII, 
S, 87, Nr. 6 und die Anm. dazu S. 660. 

"Vollständig umgearbeitet und erweitert ist der Inhalt von Abh. XVII über- 
gegangen in die „Beiträge zur T'heorie der Minimalflächen. I“, Ann. XIV (1879), 
S. 331—416 (d. Ausg. Bd. II, Abh. II). Wir werden jedoch im folgenden nur bei 
einzelnen Abschnitten der vorliegenden Abhandlung angeben, wo die betreffenden 
Entwickelungen in Ann. XIV untergebracht sind. 

S.287, Nr.5. Wir denken uns den Linienkomplex durch die Mongesche 
Gleichung: 

[4] = w(8, y,2,Y) 


0 


definiert, wo w„+ yw,+ ww, identisch verschwindet (vgl. Bd. III d. Ausg., 
S. 770). Für jedes Flächenelement 2, y,2,P,4 erhält man dann die Gleichung: 


[5] p+qy=wu(z,y,2,%); 


welche alle durch den Punkt &, y,z des Flächenelementes gehenden Komplex- 
geraden bestimmt, die in der Ebene des Flächenelementes liegen. Sollen nun zwei 


1) In der betreffenden Gruppe auf $. 506 ist ein Druckfehler oder vielmehr 
Schreibfehler des ersten Druckes stehen geblieben. Die dritte infinitesimale Trans- 
formation muß nämlich nach $. 504 so lauten: 2p + ya — Azzr. 
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unter diesen Komplexgeraden harmonisch liegen zu den durch r + 2 sy’ + ty? — 0 
bestimmten Haupttangentenrichtungen, so muß die Gleichung: 


[6] +syty)tiyym0 

durch zwei von einander verschiedeneWurzeln y’ —= y,’ und y’ — 1%,’ der Gleichung [5] 
befriedigt werden. Diese Forderung aber führt zu einer partiellen Differentialglei- 
chung 2. O. von der auf S. 287, 2.5 v. u. angegebenen Form. 

S. 287f., Nr. 6. Man vgl. hierzu Leipz. Ber. 1892, S. 574576 [d. Ausg. Bd. II, 
Abh. XII, Anfang von Teil III), wo Lie alle hier aufgestellten Behauptungen 
wenigstens kurz begründet. Leider geht er weder dort noch sonst irgendwo näher 
auf den Fall ein, daß das Tetraeder ausartet. An die Stelle der dreigliedrigen pro- 
jektiven Gruppe eines nicht ausgearteten Tetraeders tritt dann eine beliebige drei- 
gliedrige projektive Gruppe von vertauschbaren Transformationen, die einfach 
transitiv ist. Ob jede solche Ausartung jener Gruppe betrachtet werden kann, das 
müßte allerdings noch besonders untersucht werden. 

3.288, Anm. 1. Man erinnere sich an die auf $. 638 mitgeteilten Gleichungen 
der Kurven, deren Tangenten einem tetraedralen Komplexe angehören. Die Integral- 
fläche wird dadurch erhalten, daß man durch einen Punkt zwei verschiedene Kurven 
legt, deren Tangenten dem tetraedralen Komplexe angehören, und dann auf die 
eine die oo! projektiven Transformationen ausführt, bei denen die andre invariant 
bleibt. Wegen der Bestimmung der Haupttangentenkurven vgl. die vorhin angeführte 
Stelle Leipz. Ber. 1892. 

S. 288, Nr. 7. Wenn die Kurve C in der unendlichfernen Ebene liegt, wird der 
“ Komplex durch eine von x, y, z freie Mongesche Gleichung: 


[7] 2(dz,dy,dz)—=0 


dargestellt, die natürlich in dz,dy,dz homogen ist. Schreibt man die Gleichung 
einer beliebigen Ebene in der Form: ur + vy+wz+1=0, so sind u,v,w 
| homogene Koordinaten der Geraden in der unendlich fernen Ebene, während 
dz,dy,dz homogene Koordinaten der Punkte sind. Die Gleichung von C in Ebenen- 
koordinaten erhält man daher, indem man dz:dy:dz aus [7] und: 


| [8] u:v:w— Da: Qay: Paz 
| wegschafft. 
: 


S. 289, Nr.8. Hat man irgend eine Komplexkurve wie $.289, Z.7, so ist die 
allgemeinste in der Form: 


a KIOEUOLT v=[eWB(yat, := [eWeWaı 


| enthalten, wo o(t) eine willkürliche Funktion bezeichnet (vgl. S. 290, Z. 18f.). Man 
kann also den Parameter t so wählen, daß zwei beliebige Komplexkurven in den 
Punkten, die zu demselben Werte von t gehören, parallele Tangenten haben. Daß 
sich Lie den Parameter 7 der zweiten Komplexkurve auf Z. 16 stillschweigend so- 
gewählt denkt, geht aus der Anmerkung Z.5—1 v. u. hervor. 

In den Punkten t, = der Fläche (1) muß als Tangentialebene der Fläche 
die Schmiegungsebene der Kurve r— t betrachtet werden. 

8.290, 2.12—17. In Bd. XIV der Ann. S.334, Z.13—8v.u. gibt Lie hierfür 
eine etwas andre Begründung und fügt dann noch einen analytischen Beweis des. 
| Satzes hinzu (d. Ausg. Bd. II, Abh. II, $1, Nr. 3). 
| 3.290, 2. 22f. Siehe 8. 287, Z.4,3 v.u. Bei diesen Developpablen fallen ja 
in jedem Punkte die Haupttangenten in eine Komplexgerade zusammen. 

S.290, 2.14 v.u. Eigentlich müßte es heißen: „wie auch die irreduktibeln 
Teile etwa zerfallender Kegel.‘ 

8.290, Z.2,1 v.u. Vgl. S. 303—305. 


| 
| 
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S. 290f., Nr. 11. Diese Flächen bezeichnet Lie in den Ann. Bd. XIV (1879), 
S. 345f. (Einleitung von $4) als Doppelflächen. Er benutzt diesen Ausdruck 
aber auch schon, ohne jede Erläuterung, in der Berichtigung, hier Abh. XVII 
(1877), S. 319. 

S. 291, 2. 5f. Wenn die beiden erzeugenden Komplexkurven zu verschiedenen 
Teilen der zerfallenden Kurve C gehören, tritt keine solche Umhüllungskurve auf. 

S. 294, 7. 6f. Dieser Satz ist nicht richtig; der von Lie geführte Beweis ent- 
hält auf $. 295, Z.2 v. u.—S. 296, Z. 3 einen Fehler. 

S. 295, 2.2 v. u.—8. 296, Z. 6. In Wahrheit folgt nur, daß die Kurve zu sich 
selbst konjugiert ist, daß sie also durch reelle Gleichungen dargestellt wird. In 
einem Abdrucke von Abh. XVII hat Lie bei dieser Stelle am Rande mit Bleistift 
bemerkt: „NB falsch.‘ Vgl. die Berichtigung, Abh. XVIII, 8.319 und die An- 
merkung dazu, 8. 786f.. In den Ann. Bd. XTV, S. 348f. (d. Ausg. Bd. II, Abh. II, 
$4, Nr. 16) spricht Lie das gewonnene Ergebnis richtig aus, allerdings unter Be- 
schränkung auf Minimalflächen. In dem hier betrachteten allgemeineren Falle müßte 
man sagen: „Bilden die erzeugenden Komplexkurven eine irreduktible 
Schar, so kann jede dieser Kurven, die nicht sich selbst konjugiert 
ist, durch eine geeignete, rein imaginäre Translation in eine sich 
selbst konjugierte Kurve übergeführt werden.“ 

S. 296, 7. 18—20, 23f. Beide Sätze sind falsch. Im ersten müßte es heißen: 
„so sind zwei Fälle möglich. Entweder besitzt die Fläche eine reelle 
Periode oder die erzeugenden Komplexkurven bilden eine irreduk- 
tible Schar, die, wenn man eine geeignete Translation auf die Fläche 
ausführt, eine sich selbst konjugierte Kurve enthält.“ Den zweiten 
Satz durch einen richtigen zu ersetzen, ist dann offenbar nicht mehr nötig. 

S.296, 84. Die Klasse der Fläche wird erst in $7, 8. 305ff. bestimmt. In den 
Ann. Bd. XIV behandelt Lie zuerst auf $. 350ff. ($5) die Klasse und dann auf 
S. 354ff. (8 6) die Ordnung der Fläche. 

S.296, Z.2,1 v.u. Wie das zu machen ist, findet man Ann. XIV, S. 358 
($ 6, Nr. 24). 

S.298, 7. 9f. Die Zahl dieser Schnittpunkte ist ja offenbar gleich der Zahl 
der Erzeugenden, welche der Zylinder (12) mit dem Zylinder gemein hat, den die 
durch die Kurve (11) gehenden Parallelen zu der Geraden (9) erzeugen (vgl. S. 298, 
2.3,2 v.u.). Dieser letzte Zylinder hat aber wegen der Allgemeinheit von &,ß,y 
dieselbe Ordnung wie die Kurve (11). 

S.298, 2.20—22. In diesem Falle kann ja die unendlich ferne Spitze des 
Zylinders so gewählt werden, daß keine der unendlich fernen Erzeugenden des 
Zylinders einen der unendlich fernen Punkte der Kurve (11) enthält. 

S.298, Z.9—5 v.u. Hier hätte hervorgehoben werden müssen, daß die er- 
zeugenden Komplexkurven zwei getrennte Scharen bilden sollen (S. 296, 2. 6,5 v.u.). 
Bilden sie nämlich eine irreduzible Schar, so ist die Ordnung der Fläche I (m? —o). 
Vgl. Ann. XIV, $. 359, Satz 45 (Schluß von $ 6). 

S.299, Z.8—11. In den Ann. XIV ist das Satz 44 auf S. 357 (86, Nr. 23). 
Dort ist ausdrücklich gesagt ‚einer festen ebenen Kurve“ und: „alle möglichen 
Translationen, welche diese Ebene invariant lassen, ausgeführt werden.“ Überdies 
ist ein analytischer Beweis des Satzes hinzugefügt. 

$.299, Z.1 v.u. ‚„‚M&moire sur la determination des coniques et des surfaces 
du second ordre.‘‘ Bulletin Bd. I (1873), S.130ff. Oeuvres Bd.I (1916), 8. I8ff. 
Diese Premiere partie $. 131—134 (100—103) trägt die Überschrift: „Theor&mes 
generaux sur les intersections des courbes planes alg&briques.‘‘ In Bd. XIV der Ann. 
(Anfang von $7), erwähnt Lie, daß ihm Weierstraß 1869 den Satz in einem Ge- 
spräche mitgeteilt habe. 
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S.299, Z.18—25. Hier soll t=0 die unendlich ferne Gerade sein ($. 300, 
2.15), und man kann die Gerade 2 —= 0 immer so gewählt denken, daß sie keine 
der beiden Kurven berührt, daß also p:q und r:s beide > 1 sind. Lie trifft diese 
Fortsetzung hier erst S. 300, Z2.4—2 v. u., während er sie Ann. XIV, $. 359 ($ 77, 
Nr. 25) von vornherein macht. 

S. 299, 2.6 v. u.—S. 300, Z. 8. An der angeführten Stelle der Ann. setzt Lie 
alles etwas ausführlicher auseinander. Um die Zahl der Schnittpunkte beider Kurven 
zu bestimmen, die in dem Punkte t= 0, 2 — 0 zusammenfallen, bildet man die 
Differenz r — r’, die qs verschiedene Funktionen von £& darstellt. Diese Differenz 
wird gleichzeitig mit & unendlich klein und besitzt, als Funktion des unendlich 
kleinen &£ betrachtet, eine gewisse Ordnung ö(r— r’). Dann ist Zö(r— Tr’) er- 
streckt über die gs erwähnten Funktionen die Zahl der zusammenfallenden Schnitt- 
punkte. 

Ist p:q=#r:s, etwa p:q<r:s, so ist ö(r — T)=p:q und Zö(r—?') 
=g8, (p: ar Ds. Ist aber p:q=r:s, so a man für an der qs Differenzen 
7 — tr’ eine ganz bestimmte Entwickelung: “+ (,&ı4-+...,woC,=0 und 
W<U<W<.... Ist u, der größte unter En q8 den Werten von u,, 
so ist die Zahl der Zu anmentallenden Schnittpunkte <S u, 98. 

S. 300, Z. 7. In dem vorhin erwähnten Abdrucke hat Lie das Wort „höchstens“ 
hinzugefügt. 

S. 301f., Nr. 27. Hier stehen in dem ersten Drucke überall p und q an Stelle 
von r und s, was auch S. 301, Z. 18, 20, 21, 23, 25 und S. 302, Z.1 Änderungen be- 
dingt (vgl. die „Abweichungen“, hier S. 520). Lie hat augenscheinlich angenommen, 
daß die Gleichung p:q=r:s nach sich zieht: r =p, s—= q, ein Irrtum, den er in 
den Ann. XIV, S. 361£. ($ 7, Nr. 26) vermieden hat. 

S. 301, 2. 14—21. Nach Z. 13 ist: 
r+i 


und es soll sich ergeben: 
r+v 


nn 


Demnach müssen die B, die Gleichung: 
ed 


az r+i 1+a DB, in, 8 
>», (2) s - 32, (2) f \ / © | 


[ +5 38, (2) ı.: 


zu einer Identität in 2: y machen. Hier aber wird die rechte Seite: 


105 En, 


also findet man durch Vergleichung der r—s-+ 1 niedrigsten Potenzen die auf 
-2.12,10 v. u. angegebenen Beziehungen zwischen den B, und B;. 
S. 302, Z. 18—29. Auch hier mußten an dem ersten Dad Änderungen vor- 
genommen werden (s. die „Abweichungen“, S. 520). Es hätte aber auch Z. 22. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 50 


r+i 


zu(s)" 


i Y 


784 Anmerkungen zu Abhandlung XVII, S. 302—316 


geändert werden müssen, denn die darin ausgesprochene Behauptung ist ja eine 
Folge davon, daß r = p angenommen ist. In Wahrheit schneidet ja bloß die eine 
Kurve die unendlich ferne Gerade in p zusammenfallenden Punkten, die andere 
aber in r solchen (Ann. XIV, S. 362, $7, Nr. 27). Die Zahl der zusammenfallenden 
Schnittpunkte beider Kurven ist daher sicher nicht größer als das Produkt pr 
dieser beiden Zahlen. In den Ann. XIV wird a. a. O. noch bemerkt, daß alles das 
sich auf den Fall bezieht, wo zu jeder der beiden Kurven nur eine Reihenentwickelung 
in dem Punkte 2 = 0, t— 0 gehört, und es wird auch noch der Fall erledigt, wo 
jeder Kurve mehrere derartige Reihenentwickelungen entsprechen. 

S. 303, 7.18. „Die früher aufgestellten Sätze“ sind 8. 298f., Nr. 23, 24 und 
S. 302, Nr. 28. 

In den Ann. XIV, $. 363f., Nr. 28 ersetzt Lie den Minimumswert von 8. 303, 
2.12v.u.durch: Ep. &27—X px. Er bemerkt ferner, daß für eine reelle Fläche, 
die keine Doppelfläche ist, die Minimalkurven der beiden Scharen konjugiert sind. 
Dann ist U 7 — Ep also die Ordnung der Fläche mindestens (Fp)? — Z pa. Ist 
die Fläche eine Doppelfläche, so ist ihre Ordnung mindestens 4((Z pm? — 2 pt). 

S. 303-305, $6. Lie betrachtet hier einen beliebigen Linienkomplex, der 
durch eine Kurve € der unendlich fernen Ebene bestimmt ist, beschränkt sich aber 
auf den Fall, daß die beiden eine Integralfläche erzeugenden Komplexkurven keinen 
unendlich fernen Punkt gemein haben und daß keine von ihnen die unendlich ferne 
Ebene berührt. In Bd. XIV der Ann., $. 400-408 ($ 13) betrachtet er dagegen von 
vornherein nur Minimalflächen, nimmt also an, daß die unendlich ferne Kurve € 
ein Kegelschnitt ist, erledigt aber dafür die Frage nach den unendlich fernen Punkten 
der Integralfläche ohne jede Beschränkung, ein Ergebnis, das er hier bereits auf 
S. 305 in Nr. 32 ankündigt. 

S.305. 2.41 v.u. ©. F. Geiser, „Notiz über die algebraischen Minimums- 
flächen‘. Ann. III, S. 530-534 (1871). 

S. 305, 2. 20—22. In den Ann. XIV wird diese Aussage über die transzendenten 
Minimalflächen nicht wiederholt. 

S. 305—307, 877. Vgl. Ann. XIV, S. 350—354 ($ 5). 

S. 305.2. 9—-6v.u.0. Bonnet. Vgl. die Anm. zu Abh. XXI, S. 331,2. 2, 1v.u. 

S. 306. 2. 3-7. K. Weierstraß, siehe ebd. S. 795 

S. 306, 7.18. Der Rang einer algebraischen Raumkurve ist die Ordnung ihrer 
Tangentenfläche. 

8.306, 2. 24-26. Vgl. S.290, 2.1—11. Übrigens wird der ganze Beweis 
7.2233 in den Ann. XIV, 8.351 ($5, Nr. 18) ausführlicher gegeben. 

S. 306, 2.5—1 v. u. Hierbei wird vorausgesetzt, daß die reelle Fläche keine 
Doppelfläche ist. 

S. 307, Z.1f. Der Zusatz: „in welchem ... imaginär ist‘ ist unrichtig, vgl. 
S. 782. Vgl. auch Ann. XIV, 8. 352 ($5, Nr. 19°), Satz 33). 

S. 307f., $8, Nr. 35—37. Vgl. Ann. XIV, S. 384—387 ($ 11*, Nr. 41—42), wo 
alles etwas ausführlicher begründet wird. 

S. 307, Z.1 v.u. Vgl. auch hier Abh. XI, 8.131, Gl. (11) und Abh. XII, 
S. 161, 2.2, 1 v.u. In den Ann. V ist auch der Faktor N weggelassen, der nach der auf 
S. 161 angedeuteten Vereinfachung noch übrig bleibt. 

S. 308, 2.9,8 v. u. Hier fehlt der Zusatz: „die keine Doppelfläche ist.“ 

S. 309, 2.5—8. Nach $. 298, Z. 20—22 ist = 0. 

S. 309, Z. 9f., 13f. Beide Male gilt das nur, wenn die reelle Minimalfläche keine 
Doppelfläche ist. 

1) A. a. O. ist allerdings keine Nr. 19 angegeben; in dem Neudrucke in Bd. II 
d. Ausg. wird aber der $. 352 auf Satz 32 folgende Rest der Nr. 18 diese Bezeichnung 
bekommen. 


£ 
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S. 309, Z. 18f. Vgl. S. 308, Z. 16—14 v. u. 

S. 310-313, $9. In den Ann. XIV trägt der entsprechende $ 8, S. 365—372 
die Überschrift: ‚„‚Minimalkurven, deren Developpable den Kugelkreis als einfachen 
Kegelschnitt enthalten“. Dort wird auch die hier auf S. 313, Z. 4f. aufgestellte 
Behauptung über den Rang der Kurve ausführlich begründet. 

S. 311, Z.3—1 v. u. In den Ann. XIV wird das auf S. 341 (am Schlusse von 
$2) als Satz 14 ausgesprochen. 

S. 311, Z.16—9 v. u. Es wird ja: 


„__ßtIe dF_(e— vo) ,dF 


yo ’ ds aö—By do’ 


ds F ds F d?F d 
BRETT A a — A e ee 22 £ ar ea 4,2 
Er au le en u pe Ce er 6(a— yol'y?’z 


” 


0” 
also: 
Beeren 
EST ySCwE Tr 
Andrerseits ist aber zum Beispiel: 
daR, Ya le 2 I ee 
a — #— 2(ay— Pö)oe+(y ea 2 


Die Stelle von F nimmt daher (x — yo)?F ein, eine rationale Funktion von o, 
in der der Grad des Zählers den des Nenners um 2 übertrifft. 

Die Ausführung der Translation kommt darauf hinaus, daß man zu (x 
eine ganze Funktion zweiten (Grades von o hinzufügt. 

S. 312, 2.12. Hier hätte links der Faktor 2 m hinzugefügt werden sollen, der 
im ersten Drucke ausgefallen ist. 

S. 313, Z. 11—13. Vgl. S. 309, Nr. 40. 

S. 313, Nr. 46. Vgl. Ann. XIV, S. 378f. ($ 11, Nr. 39, 1). 

S. 313, Nr. 47. Vgl. S. 309, Nr. 40 und Ann. XIV, S. 379 ($ 11, Nr. 39,2). 

S. 313f., Nr. 48. Vgl. Ann. XIV, S. 379 ($ 11, Nr. 39, 3), wo die andern mög- 
lichen Fälle angegeben sind, nämlich Flächen von den Ordnungen 30, 28 und 26. — 
Die ‚Note‘, auf die S. 314, 2.5 verwiesen wird, ist nirgends zu finden. Entweder 
hat Lie überhaupt vergessen, die versprochene Note zuzufügen, oder diese ist beim 
Drucke ausgefallen. 

S. 314—316, Nr. 49—54. Vgl. Ann. XIV, $. 380—382 ($ 11, Nr. 39, 48). 

S.315, 2.1 v.u. Vgl. Ann. XIV, S. 381 ($11, Nr. 38,7). 

S. 316— 319, Nr. 56—58. Nach Doppelflächen fragt Lie hier gar nicht, infolge 
des auf S. 296 begangenen Irrtums. Man muß sich daher überall bei,,Minimalfläche‘‘ 
hinzugefügt denken: ‚‚die keine Doppelfläche ist‘. In den Ann. XIV findet man 
diese Untersuchungen auf S. 392—397 ($ 12, Nr. 46—48), daran schließt sich dann 
auf S. 397—400 ($ 12, Nr. 49) die Bestimmung von Doppelflächen. 

S. 316, Nr. 56. Diese Formeln sind auf S. 303 abgeleitet. 

S. 316, 2.2,1v.u. Bip,=n,=2 gibt es nach $S. 316 und 303 von vorn- 
herein folgende Möglichkeiten: 


BL,m 1,026 25%. 
ni Wo del, 
»=2,%n=2, 0364—2.8=48, 
= 2,109 722:6= 387, 
» =2, un —=0, 0336 —2.4=38. 


yo’F 


50* 
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S. 317, 2.7. Bei pn =2, m, = 1 hat man folgende Möglichkeiten: 
n»=-23, a 0, 053-7, 2=>%, 
»=-2,%-1 05 35+2.,5=%, 
»=1n=0, (316—2.2=12, 
»—-1l,n- 102.5. 23- 10 

S. 317, 2.13. Bei p, = 2, rn, = 0 könnte sein: 
a Be N 
aA 1 1:0 216-271 13, 
N 
nn - O0 En 2332-2, 
nem - 2.02 86-.02.4 00 


S. 318, 2.10 v. u. steht im ersten Drucke: 14, 12 statt 12, 12. Vgl. Ann. XIV, 
S. 396, 2.5—2 v.u. ($ 12, Nr. 48). 


Zu Abhandlung XVIII, 8. 319f. 


Lie nahm 1877 an der 50. Versammlung Deutscher Naturforscher und Ärzte 
teil, die in München stattfand. Am 19. September hielt er in der I. Sektion ‚„Mathe- 
matik und Astronomie‘ einen Vortrag: 

„Über Minimalflächen,. insonderheit über algebraische‘. 

In dem amtlichen Berichte über die Versammlung, München 1877, findet man 
auf S. 94 außer dem Titel des Vortrages nur folgendes: 

„Die Resultate, welche er anführte, sind bereits in einem Aufsatze: ‚„Synthe- 
tische Untersuchungen über Minimalflächen‘ im Archiv für Mathematik usw. 
(Christiania 1877) veröffentlicht.“ 

„Der Verfasser teilt nachträglich mit, daß er den Fall, in welchem die Minimal- 
fläche eine Doppelfläche wird, nicht hinreichend berücksichtigte. Tritt dieser Fall 
ein, so sind die Formeln für Ordnung und Klasse, welche der Verfasser angab, 
durch 2 zu dividieren. |“ 

Drei Tage nach dem Vortrage, am 22. Sept. 1877, schickte Lie seine Berichti- 
gung nach Christiania. Er hatte offenbar von Teilnehmern der Versammlung er- 
fahren, daß das Vorhandensein einer reellen Minimalfläche fünfter Klasse behauptet 
wurde, und aus seinen eigenen Worten muß man schließen, daß diese Behauptung 
auf Mitteilungen beruhte, die auf Weierstraß zurückgingen. Es kann sich dabei nur 
um mündliche Mitteilungen handeln, denn in den Veröffentlichungen von Weier- 
straß steht nichts darüber, und auch in den damals vorliegenden Abhandlungen 
von H. A. Schwarz wird die Fläche nicht erwähnt. 

Während er noch in München weilte, erhielt Lie einen am 25. September 1877 
in Freiburg i. B. geschriebenen Brief von L. Henneberg, der damals Privatdozent 
in Zürich war und seit 1878 Professor in Darmstadt ist.!) Es heißt darin): 

„Sehr geehrter Herr Professor! 

„Vom Herrn Professor Kiepert, der Sie durch mich grüßen läßt, habe ich er- 


lebt. Am 28. 4. 1933 ist er in Darmstadt gestorben. 
2) Nach einer von Heegaard besorgten Photographie. Der Brief befindet sich 
bei Lies handschriftlichem Nachlasse, auf der Universitätsbibliothek in Oslo. 
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fahren, daß Sie kürzlich in einer Norwegischen Zeitschrift, welche mir leider nicht 
zu Gesicht gekommen ist, eine Abhandlung über Minimalflächen veröffentlicht 
und in derselben die sechste Klasse als die niedrigste nachgewiesen haben. Hier- 
durch veranlaßt, erlaube ich mir, Ihnen mitzuteilen, daß ich mich in meiner im 
Herbste vorigen Jahres zu Zürich gehaltenen Habilitationsvorlesung mit der speziellen 
Frage der niedrigsten Klassenzahl der algebraischen Minimalflächen beschäftigt 
. und als desfallsiges Ergebnis die fünfte Klasse herausbekommen habe. 

„In den beiden hierneben unter Band erfolgenden Schriften, welche ich Ihnen 
zur gelegentlichen Durchsicht überreiche, finden Sie eine Fläche der 17. Ordnung 
und der fünften Klasse untersucht. Mein Beweis stützt sich auf die Nichtexistenz 
von Flächen der dritten und vierten Klasse, und glaube ich ihn mit Hilfe eines von 
mir gefundenen Satzes, nach welchem jeder Zylinder, der eine algebraische Minimal- 
fläche berührt, notwendig die Evolute einer algebraischen Kurve zum Orthogonal- 
schnitte besitzen muß, genügend geführt zu haben. 

„Den Druck dieses Beweises habe ich bis jetzt hinausgeschoben, weil ich hoffte, 
ihn einer größeren Arbeit einverleiben zu können; jedoch werde ich denselben nun- 
mehr geeigneten Orts, den Umständen nach besonders, veröffentlichen.“ 

Lie antwortete!) darauf, noch von München aus: 

„Sehr geehrter Herr Kollege! 

„Sie werden mich entschuldigen, daß ich mich zuerst mit Ihren ausgezeich- 
neten Abhandlungen bekannt gemacht habe, ehe ich Ihren freundlichen und loyalen 
Brief beantwortete. 

„Zuerst meinen aufrichtigen Glückwunsch zu den wirklich wundervoll schönen 
Sätzen, die Sie über Minimalflächen mit gegebener ebener geodätischer Kurve 

gefunden haben]. In meinen weiteren Arbeiten über Minimalflächen werde ich 
nicht unterlassen, die Aufmerksamkeit auf Ihre schönen Entdeckungen, die mir 
leider unbekannt geblieben waren, zu lenken. 

„In einer Arbeit, die ich im Anfange dieses Jahres publizierte, gab ich all- 
gemeine Methoden für die Bestimmung von Ordnung und Klasse einer algebraischen 
Minimalfläche, die ich mir zunächst nicht notwendig als reell dachte. Ich gab 
dabei ausdrücklich an, daß meine Formeln unter Umständen, die ich hier nicht 
kurz angeben kann, mit 2 zu dividieren waren. 

„Indem ich dann zu reellen Flächen überging, machte ich die unrichtige 
Bemerkung, daß eine solche Division mit 2 bei den reellen Flächen nie not- 
wendig war. 

„Hieraus ergab sich dann u. a. das falsche Resultat, daß eine Minimalfläche 
nicht geringere Klasse als 6 haben kann. Während der Naturforscherversammlung 
wurde mir erzählt, daß es eine Fläche fünfter Klasse gab. Ich sah dann sogleich meinen 
Fehlschluß. 

„Zugleich ergab sich ohne weiteres aus meinen Betrachtungen, die sonst 
gültig blieben, daß es keine reelle Fläche dritter und vierter Klasse gab. Ebenso er- 
gab sich, daß eine reelle Fläche, deren Ordnung geringer als neun, notwendig von 
sechster Ordnung und neunter Klasse sein muß. Allerdings ist noch unentschieden, 
ob diese Fläche wirklich existiert. 

„Über diese Sachen gab ich sogleich der Gesellschaft d. W. in Christiania Be- 
richt. Indes werden meine betreffenden Bemerkungen kaum so bald?) gedruckt 
werden. 

„Wenn ich meine Arbeiten einem größeren Publikum vorlege, werde ich 
Ihre Priorität anerkennen. Doch muß ich mir erlauben, die Bemerkung hinzu- 


1) Schon im Jahre 1913 hat Engel Abschriften von den Briefen Lies an 
Henneberg nehmen können. 
2) Lie schreibt: ,‚kaumnoch lange“. Anm.d.H. 
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zufügen, daß mein Beweis von Ihren Untersuchungen nur insofern beeinflußt ist, 
als ich durch Ihre Entdeckung einer Fläche fünfter Klasse den Fehler in meiner 
Untersuchung entdeckte. 

„Ich hatte eigentlich gedacht, sogleich eine Note an die Göttinger Nachrichten 
hierüber zu schicken. Um aber Mißverständnisse zu vermeiden, halte ich meine 
Arbeit bis auf weiteres zurück. 

„Nach meinen Untersuchungen muß jede Fläche von fünfter Klasse von 
fünfzehnter und nicht von siebzehnter Ordnung sein. Ich wage, zu vermuten, 
daß Sie sich in diesem für Sie allerdings mehr unwesentlichen Punkte geirrt haben. 
Meine Ordnungsbestimmung ist apriorisch insofern, wie ich nicht die Gleichung 
der Fläche in Punktkoordinaten wirklich aufgestellt habe. Nichtsdestoweniger 
scheinen meine Betrachtungen in diesem Punkte absolut sicher zu sein. 

„... Soviel mir bekannt, enthält meine Arbeit nur einen wesentlichen Fehler. 
In dem Exemplare, das ich Ihnen schicke, werde ich diesen Fehler bezeichnen. 
Außerdem habe ich zwei Redaktionsungenauigkeiten bemerkt, die ich zugleich im 
betreffenden Exemplar anmerken werde. Ich füge nur hinzu, daß Sie vielleicht 
meine Reihenentwickelungen bei den Ordnungsbestimmungen nicht als alle Fälle um- 
fassend anerkennen werden. Dies liegt aber eben nur in der Form. Ich glaube, ab- 
solut sicher zu sein, daß meine Ordnungsbestimmungen auf absolut sicherer Grund- 
lage beruhen. 

„».. . Laß mich, indem ich schließe, die Hoffnung aussprechen, daß unser Zu- 
sammentreffen den Anfang zu einem freundschaftlichen wissenschaftlichen Verkehr 
bilden muß. 

„Soviel mir bis jetzt bekannt ist, ist mein Fehler der erste ernste Fehler, den 
ich bis jetzt begangen habe. Ich werde versuchen, meinen Fehler durch wirklich 
gute spätere Untersuchungen über Minimalflächen zu neutralisieren.‘ 

Die beiden Schriften, die Henneberg an Lie übersandt hatte, waren: 

I. Über solche Minimalflächen, welche eine vorgeschriebene ebene Kurve zur 
geodätischen Linie haben. Weitere Ausführung einer von der eidgenössischen poly- 
technischen Schule als Preisschrift gekrönten und hierauf der hohen philoso- 
phischen Fakultät der Universität Heidelberg zur Erlangung der Doktorwürde über- 
reichten Abhandlung. 

Zürich, Druck von Zürcher und Furrer, 1875, 68 S. kl. 8°. 

II. Über diejenige Minimalfläche, welche die Neilsche Parabel zur ebenen geo- 
dätischen Linie hat. Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft in Zürich. 
Bd. XXI, 1876, S. 66—70. 

Erst in der zweiten wird gezeigt, daß die Fläche von fünfter Klasse ist, und 
es wird ihre Gleichung in Ebenenkoordinaten aufgestellt. Die in seinem Briefe 
ausgesprochene Absicht hat Henneberg ausgeführt in der Abhandlung: 

III. Bestimmung der niedrigsten Klassenzahl der algebraischen Minimal- 
flächen. Annali di Mat. II. Serie, Bd. IX, 1878, S. 54—57. Datiert: Zürich, Nov. 1877. 

Darin ein sehr einfacher Beweis des Satzes, daß ein Zylinder, der eine alge- 
braische Minimalfläche berührt, zum senkrechten Querschnitte die Evolute einer 
algebraischen Kurve hat. Auf Grund dieses Satzes wird dann bewiesen, daß es keine 
reelle algebraische Minimalfläche gibt, deren Klasse kleiner ist als fünf. 

.319, Z.8—5 v. u. Vgl. Ann. XIV, S. 382f. (d. Ausg. Bd. II, Abh. II, $ 11, 
Nr. 40,3). Dort sagt Lie: „Diese Fläche ist von Henneberg entdeckt worden“ 
und erwähnt Weierstraß gar nicht. 

In der Tat besagt der Ausdruck: „wie von Weierstraß gezeigt worden ist‘ 
viel mehr, als den tatsächlichen Verhältnissen entsprach. In einer erst 1880 er- 
schienenen Göttinger Dissertation eines Schülers von H. A. Schwarz: 

Carl Schilling, Die Minimalfläche fünfter Klasse mit dem Stereoskopbild 
eines Modells derselben. 53 S. 8° 
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liest man auf $.5: „Mündlicher Mitteilung zufolge hat zuerst Herr Weierstraß 
eine Minimalfläche fünfter Klasse aufgefunden, auch die Bemerkung gemacht, daß 
bei derselben ein kontinuierlicher Übergang von der einen Seite der Fläche auf die 
andere möglich sei.‘‘ Also noch 1880 war die Entdeckung von Weierstraß nicht 
anders als durch mündliche Mitteilung verbreitet. Hennebergs Brief vom 
25. September 1877 legt die Vermutung nahe, daß L. Kiepert derjenige oder einer 
von denen gewesen ist, welche Lie in München eine darauf bezügliche Mitteilung 
gemacht haben. Das bestätigt sich auch. Kiepert war damals Professor in Freiburg 
i. Br. und hat die Münchner Versammlung mitgemacht. In einem Briefe vom 
16. Januar 1933 berichtet er, er habe damals gewußt, daß es eine reelle Minimal- 
fläche fünfter Klasse gebe, und habe das auch Lie erzählt, bevor dieser seinen Vor- 
trag gehalten habe. Henneberg andrerseits, der damals die Ferien bei seinen 
Eltern in Freiburg zuzubringen pflegte, weiß sich zu erinnern, daß er und Thomae 
öfters Kiepert zum Spazierengehen abgeholt haben. Es erscheint daher zweifellos, 
daß er durch Kiepert von dem Lieschen Vortrage erfahren hat. Daß keiner von 
beiden diesen Umstand in der Erinnerung bewahrt hat, ist nach so vielen Jahr- 
zehnten nicht verwunderlich. 

Als sicher dürfen wir ferner annehmen, daß Lie erst durch Hennebergs 
Brief erfahren hat, daß Henneberg die Minimalfläche fünfter Klasse nicht nur selb- 
ständig entdeckt, sondern auch die Bestimmung der Fläche und deren Gleichung 
in Ebenenkoordinaten veröffentlicht hatte. Demgegenüber konnte die Entdeckung 
der Fläche durch Weierstraß, selbst wenn sie früher geschehen sein sollte, höchstens 
als eine geschichtliche Merkwürdigkeit in Betracht kommen. In der Tat hat auch 
Weierstraß selbst niemals in der Öffentlichkeit Ansprüche in dieser Richtung 
geltend gemacht. 

Henneberg betont in einem Briefe vom 17. Januar 1933, daß er 1875 bei 
Veröffentlichung seiner ersten Schrift die Minimalfläche nur in Punktkoordinaten 
gegeben habe und damals die Klassenzahl sowie die Gleichung in Ebenenkoordinaten 
noch nicht besaß. Diese habe er erst 1876 gefunden. Er schreibt dann weiter: 

„Schwarz war damals noch in Zürich. Wie ich ıhn aufsuchte und ihm meine 
Ergebnisse vorlegte, war er sehr überrascht. Nach einigem Besinnen sagte er jedoch: 
„die Gleichung in Ebenenkoordinaten käme ihm so bekannt vor, er wolle einmal 
in seinem Briefwechsel mit Weierstraß nachsehen.‘ Er zeigte mir dann auch einen 
kürzlich erhaltenen Brief, in dem Weierstraß sagt, er habe eine Minimalfläche 
fünfter Klasse gefunden, und die Gleichung in Ebenenkoordinaten angab. Schwarz 
verglich die beiden Gleichungen, die nicht mit einander übereinstimmten, und sagte 
dann: „Weierstraß muß eine andere Minimalfläche fünfter Klasse haben als Sie.‘‘ 

Es ist klar, daß Schwarz in diesem Punkte einem Irrtume unterlag, denn Lie 
hat bewiesen (Ann. XIV, S. 383, d. Ausg. Bd. II, Abh. II, $ 11, Nr. 40, 3), daß alle 
reellen Minimalflächen fünfter Klasse einander ähnlich sind. 

Schließlich sei noch aus einem Briefe Hennebergs vom 25. Januar 1933 eine 
Stelle mitgeteilt: ‚„„Den Brief von Weierstraß habe ich nicht in der Hand gehabt. 
Schwarz hat mir nur die Stelle gezeigt, in der die Gleichung einer Fläche in Ebenen- 
koordinaten angegeben wurde. Daß in diesem Briefe auch stand, daß die Fläche 
eine einseitige sei, glaube ich nicht, da eine solche interessante Sache mir Schwarz 
sicherlich mitgeteilt hätte.‘ 

S. 320, Z.1—3. Vgl. Ann. XIV, S. 384 (a.a.O. $11, Nr. 40,7). 

S. 320, 2.7. „vorgebracht‘‘, Lie schreibt: ‚fremsat‘‘. 


Zu Abhandlung XIX, S. 322. 


Die erste Mitteilung ist näher ausgeführt in Abh. XXI, S. 331—338, XXII, 
S. 340f., die zweite in Abh. XXII, S. 341—348 und in Abh. XXIII, S. 349—352. 
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Zu Abhandlung XX, 8. 323—329. 


S. 323, Z.1 v.u. Bisher sind alle Versuche, diese 1869 gemachte Mitteilung 
aufzufinden, vergeblich gewesen. 


S. 324, Z. 13, 16, 18f. Unter dem Ausdrucke Yx; x, ist hier immer das 
Produkt: Yx}.YVx, zu verstehen. Die Zweideutigkeit der sechs Quadratwurzeln 


wird dabei durch die Gleichungen: 2%, Vz; =0, 20, Ve — 0 beschränkt. 

S. 324, Z.6 v. u. Auch hier ist: Yr;a/ = 127 ö Ve’. Der durch die 
beiden Punkte gehende Kegelschnitt ist durch die Gleichungen: I, Ve = 0, 
2, VE; — (0 eindeutig bestimmt, sobald man über die Quadratwurzeln verfügt 
hat. Im Grunde gehen ja durch x, und x/, wenn diese Punkte von einander ver- 
schieden sind, sechzehn von einander verschiedene Kegelschnitte, welche die Seiten 
des Koordinatendreiecks berühren. Diese liefern aber blos vier verschiedene Pole, 
von denen £, immer einer ist. Fallen £, und x) zusammen, so fällt auch der Pol 
mit ihnen zusammen, und das kommt wirklich heraus, wenn man $, = 127 P Ve’ 
setzt. 

S. 325, Z. 8, 11,17. Man muß wieder VE; a Ve; j V:; setzen. 

S. 325, Gl. (4). Hier darf keiner der vier Koeffizienten x, verschwinden. 

S. 326, 2. 11—15. Man findet für A und C die nachher angegebenen Werte, 
während: 


5 BEE ie 
|& Pr % Ba| X Pa \%&%s Ba 


wird. Ferner ergibt sich zunächst: 


so daß man für Yır/ x und Ya} x) die Ausdrücke des Textes setzen kann. 

S. 327, Z.1f. A. Clebsch, ‚Über die Steinersche Fläche“, Crelle Bd. 67 
(1867), S. 1—22. 

S. 327, 2. 12—28. Es wird alles durchsichtiger, wenn man für 2 schreibt Q,, 


also: 
[2] M=yMmHRtYıYyıat Y2Ys 0a) a 
und wenn man Z,,...,74 mit Ay,ıs +», /1,a bezeichnet. Ferner liegt es nahe, die 
Lieschen Ausdrücke so zu schreiben: 
[3] Ann A—-D Au>%Pi 2 (i=2,3,4), 
wo: 
[4] D=yYyYyanit Ysyıyı at YaYyıYa Rs t YıYaYya Ki 
bei allen Vertauschungen der Indizes ungeändert bleibt. Dann wird: 

er | 1isch 

Dt 

[5] Dh = Da — Di: 

k k 


Wenn also Lies Behauptung richtig ist, muß X'y,£, ein vollständiges Quadrat 
werden, sobald D verschwindet, während £&, für 2, = 0 ein Quadrat sein muß. 
In der Tat ist: 


1...4 
[6] Zr = + Drı Ya (fr — a Ba)’, 
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% 


wo1,2,3,4 auf alle möglichen Arten zu vertauschen sind, und somit: 


A ° b.:.4 
[7] ı Iy= Zah 2 Zar rırıhße, 


wo die zweite Summe rechts aus sechs Gliedern besteht. Nun aber findet man ohne 
Schwierigkeit: 
[8] 2,29, =lojyiyi+(a5yı + %iy)D, 
woraus: 
1.4 


[9] 39 Ivet are {2 Bı — 1% Ya Ya — &ı Rs Ya Ya Ps — &ı KH YaYaßı)?+ Dh 


folgt, und damit ist die Richtigkeit von Lies Behauptung bestätigt. 

Vielleicht haben wir hier auch den Schlüssel zu der „synthetischen Methode‘, 
die Lie zu seinem Ergebnisse geführt hat. In der Tat, in den Gleichungen &, = f,(P) 
sind die £, allerdings Funktionen von vier unabhängigen Veränderlichen ß,,..., ßa- 
Aber Be Gleichungen stellen doch nur eine Fläche dar, weil die £, alle identisch 
verschwinden, sobald man die Ebene X ß,x, = 0 mit der besonderen Ebene &%,2,—0 
zusammenfallen läßt. Es liegt daher nahe, zunächst nach solchen Ebenen 27,2, = 0 
zu fragen, bei denen man leicht übersieht, unter welchen Bedingungen der Schnitt: 


PAFFZDIHAE 


mit jener Fläche durch eine doppeltzählende lineare Gleichung in den ß dargestellt 
wird. 

Am nächsten liegt es, zu untersuchen, wann dieser Fall bei der Ebene &'y, 2,—0 
eintritt. Bildet man nun aber £'y,£, und untersucht man, wann dieser Ausdruck 
ein vollständiges Quadrat wird, so findet man die Identität [9], die zeigt, daß das 
für D= 0 eintritt. Diese Identität läßt aber auch erkennen, daß jeder der vier 
Ausdrücke 


2, Sy &—DE, er 
k 


ein vollständiges Quadrat wird, und damit sind vier Ebenen von der verlangten 
Beschaffenheit gefunden. 

Es erscheint sehr gut denkbar, daß Lie ungefähr auf diesem Wege zu seinem 
Ergebnisse gelangt ist. 

S. 328, Nr. 7. Die Gleichung D = 0 ist die Bedingung dafür, daß die feste 
Ebene X'y, x, = 0 die gegebene Steinersche Fläche berührt; sie ist ja, wie leicht 
zu erkennen, die Gleichung dieser Fläche in den Ebenenkoordinaten y;,. Ist D=#0, 
so schneidet die Ebene Ey, x, = 0 die neue Steinersche Fläche in einer Kurve, 
die durch die Gleichung Ey,&,—= 0 in ßı,..., ß, bestimmt wird. Nach [9] gilt für 
jeden Punkt £, dieser Kurve: 


iyD. Va= Ab — 01% YaYyıßa — %ı as YıYyı Ba — &ı Ku YaYaßı: 
wozu noch die drei Gleichungen kommen, die man durch Vertauschung von 1, 2,3, 4 
erhält. Daraus folgt aber: Ea,V&,—= 0, so daß die Schnittkurve dieselbe ist, die 
von der Ebene X y,z, = 0 auf der gegebenen Steinerschen Fläche ausgeschnitten 
wird (8. 328, Z. 13—15). 

S. 328, Z.10—6 v.u., 8. 329, Z.1—8. Ist die feste Ebene Tangentialebene 
der gegebenen Steinerschen Fläche, so wird ihr Pol in bezug auf jeden der beiden 
in ihr liegenden Kegelschnitte der Steinerschen Fläche ein unbestimmter Punkt 
auf ihr. Die neue Fläche zerfällt daher in die doppelt zählende feste Ebene und in 
eine Fläche zweiter Ordnung. Um über diese etwas aussagen zu können, muß man 
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die Pole der festen Ebene in bezug auf alle unendlich benachbarten Kegelschnitte 
der gegebenen Fläche suchen. Da aber die feste Ebene jeden solchen unendlich 
benachbarten Kegelschnitt k in einem zu A unendlich benachbarten Punkte schnei- 
det, so liegt ihr Pol in bezug auf k auf der zu diesem Punkte gehörigen Tangente 
von k und somit auf der zu A gehörigen Tangente eines der beiden in der Ebene 
liegenden Kegelschnitte. Die feste Ebene schneidet daher auf der neuen Fläche 
das von diesen beiden Tangenten gebildete Geradenpaar aus, sie ist also Tangen- 
tialebene der vorhin erwähnten Fläche zweiter Ordnung. 

S. 329, Z. 9f. Geht die Tangentialebene X y, x, — 0 durch eine der Tetraeder- 
kanten, so artet die Fläche zweiter Ordnung in eine doppelt zählende Ebene aus. 
Dann ist nämlich etwa y, = y,—= 0, während y, und y, beliebig bleiben. Man 
findet: 


sen — uß), = Yı (fs Br — u Ba), 


der Ort der Punkte & ist daher die doppelt zählende Ebene: y\& — y& = 0. 

S. 329, Nr. 9. Es ist das die bekannte Cayleysche Linienfläche dritter Ord- 
nung. Die 00? Kegelschnitte der Fläche liegen auf den Ebenen, die durch die oo! 
Erzeugenden gehen. 

Wir teilen zum Schlusse noch einige Bemerkungen mit, die uns Professor 
E. A. Weiss in Bonn zur Verfügung gestellt hat. 

An die Abhandlung XX schließt sich eine umfangreiche Literatur an, welche 
Vereinfachungen des Beweises und Verallgemeinerungen des Resultates zum Gegen- 
stande hat. 

Am durchsichtigsten ist die folgende Überlegung, die von der Abbildung der 
Kurven zweiter Klasse in der Ebene auf die Punkte eines linearen R, ausgeht. Bei 
dieser Abbildung werden die Kurven zweiter Klasse, die aus je einem doppelt 
gezählten Punkte z der Ebene bestehen, auf die Punkte: 


72. mie mp2. . . 
22 :05:05:8%05:032,:% 0% 


einer Veroneseschen Fläche abgebildet. Diese enthält 00°? Kegelschnitte, die Bilder 
der 00? Geraden der Ebene. Einem R, des R,, den wir auszeichnen und im folgenden 
festhalten, entspricht eine feste Kurve K zweiter Ordnung I a,,2,;2, — 0, die wir 
als regulär voraussetzen. 

Der Pol des R, in bezug auf einen Kegelschnitt der Veroneseschen Fläche 
wird dann auf das Punktepaar abgebildet, in dem die Bildgerade g des Kegelschnittes 
die Kurve zweiter Ordnung K schneidet. j 

Ordnet man nun jedem doppelt gezählten Punkte p der Ebene das Punkte- 
paar r, s zu, in dem die Polare g von p den Kegelschnitt K schneidet, so erhält man 
eine Verwandtschaft, die — in den R, übertragen — eine Kollineation liefert. 
Denn, wenn s und o die binären Parameter der Punkte r und s auf dem Kegelschnitte 
K sind, dessen Parameterdarstellung wir in der Normalform: 


er, . AUeR . . 2 
eg Dre: le Ta 
annehmen, so sind die Koordinaten des Poles p der Geraden g=rs: 
een 1 j 
Pı : Pa: Pa — 0191 :3 (0103 + 0,01): 0305. 


Die Koordinatenprodukte r,s, (Koordinaten des Bildpunktes des Punktepaares r, s) 
können also linear aus den Koordinatenprodukten p,p; (Koordinaten des Bild- 
punktes des doppelt gezählten Punktes p) zusammengesetzt werden. 

Nach dieser Bemerkung geht der Ort der Pole des ausgezeichneten R, in bezug 
auf die Kegelschnitte der Veroneseschen Fläche durch eine Kollineation aus der 
vorgegebenen Veroneseschen Fläche hervor. So ergibt sich, fast ohne Rechnung, 
der Satz: 


Lies Satz über die Steinersche Fläche. — Lie an F. Klein 17193 


Der Ort der Pole eines R, allgemeiner Lage (8. o.) in bezug auf 
die Kegelschnitte einer Veroneseschen Fläche ist wieder eine Veronese- 
sche Fläche (Berzolari). 

Hieraus folgt der Liesche Satz, wenn man die betrachtete Figur von einer 
Geraden des ausgezeichneten R, aus auf einen R, projiziert. 

(Vgl. C. Rosati, Sulle superficie di Veronese e di Steiner, Atti R. Ace. d. Se. 
di Torino XXXV (1900), S.12 und die von W. Fr. Meyer in Nr. 47 (‚Der Satz 
von Lie‘) des Artikels III C 10b der Math. Enzyklopädie gegebenen Bemerkungen 
und Literaturverweise.) 


Zu Abhandlung XXL, S. 331—338. 


Ende April 1878 begann Lie einen Brief an F. Klein, den er freilich erst einige 
Wochen später abgeschickt hat. Es heißt darin: 

„Endlich gebe ich wieder ein Lebenszeichen. Als ich im Herbste von Deutsch- 
land zurückkam, war ich, so sehr ich von Dir und Mayer Freundschaft und An- 
regung erhalten hatte, doch nicht mit meiner Reise zufrieden. Eine wesentliche Ur- 
sache hierzu waren gewiß die beunruhigenden Nachrichten, die ich immer von 
Hause erhielt und welche mich sehr schüttelten. Vielleicht noch mehr lag die Ur- 
sache in meinem Ärger über den Fehler in meinen Minimalflächen. ... 

„Im großen Ganzen, ich war äußerst ärgerlich und unzufrieden. Und ich konnte 
mein Gleichgewicht nur dadurch erhalten, daß ich etwas Mathematisches leistete, 
was mir meine volle Selbstachtung wiedergab. 

„Da ich anfänglich keinen großen Erfolg mit den Minimalflächen hatte, 
wandte ich mich zu meinen Transformationsgruppen, die wahrscheinlicherweise 
die wichtigste Leistung meines Lebens werden. Ich unternahm die gigantische 
Geschichte, alle Punktgruppen des Raumes zu bestimmen. Durch schändliche Rech- 
nungen gelang dies. Und zwar erreichte ich, was für mich die Hauptsache ist, neue 
Gesichtspunkte, die für die ganze Theorie fundamental sind. Mit den hierdurch 
erhaltenen verbesserten Methoden redigierte ich dann ausführlich einen Teil meiner 
alten Göttinger Note. 

„Die betreffende Arbeit!) wirst Du erhalten haben. Mein Hauptresultat, 
das sich auf alle Dimensionen ausdehnt, ist, daß die lineare Gruppe die 
einzige ist, dieim Unendlichkleinen die größtmögliche Transitivität 
besitzt. Hiermit ist also meine alte Vermutung glücklich realisiert. 

„Hiernach habe ich mich wieder zu den Minimalflächen gewandt, und zwar, 
scheint mir, mit sehr schönem Erfolge. Ich bin ganz sicher, daß es für diese Theorie 
sehr förderlich sein wird, die synthetische Behandlung neben der analytischen zu 
entwickeln. Ich publiziere in dieser Zeit drei Noten, unter denen die erste?) am 
Schlusse meiner Transformationsgruppen steht. Der Gegenstand ist sehr interessant. 
Und wie mir scheint, ist es überraschend, daß solche Probleme, wie die ich in meiner 
zweiten Note?) über Minimalflächen (die ich baldigst schicke) behandle, sich all- 
gemein erledigen lassen.®).... 

‚„‚So weit war ich gekommen und mein Brief liegen geblieben. Da empfange ich 
Deinen freundlichen Brief, dessen Beantwortung teilweise in dem Vorangehenden 
heet.., 


1) Archiv Bd. III, Bd. V d. Ausg., Abh. IV (1878). Anm. d. H. 
2) Eben die vorliegende Abhandlung XXI, auch in Bd. IIIdes Archivs. Anm.d.H. 
. 3) Hier Abh. XXII, ebenfalls in Bd. III des Archivs. Anm.d.H. 
4) „„Methodisch ist diese zweite Note dadurch bemerkenswert, daß ich zum 
ersten Mal eine wichtige Verwertung solcher Berührungstransformationen mache, 
bei denen M-Flächen solche bleiben.‘ Vgl. dazu $. 346—348. Anm. d.H. 
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„Es freut mich, daß ich zu Henneberg in Zürich in freundschaftliche Be- 
ziehung getreten bin. Er hat einige sehr schöne Sätze über Minimalflächen ge- 
funden. Vgl. auch die neusten Annali di Mat. Meine neusten Untersuchungen über 
Minimalflächen schließen sich sowohl an Henneberg wie an meine früheren Unter- 
suchungen. Ich sah sogleich, daß Hennebergs Sätze sich wahrscheinlicherweise 
verallgemeinerten; es gelang mir aber lange nicht. Erst die Verfolgung meiner pro- 
jektivischen Untersuchungen gab mir ganz unvermutet den Schlüssel. Henneberg 
ist ein Schüler von Schwarz. 

„Es ist mir erst neulich eingefallen, obgleich es geradezu in meinen Formeln 
liegt, daß man ohne weiteres alle reellen Minimalflächen angeben kann, deren Klasse 
eine ganz beliebige Primzahl ist. Die Fläche muß eine Doppelfläche sein. Die 
Formel: 

M(R—M)= Primzahl (R—M> 2) 


gibt M=1. Und alle Minimalkurven (für M = 1), deren Rang gegeben ist, kann 
ich angeben. 

„Ich beschäftige mich mit reellen Minimalflächen, die eine Gruppe von Be- 
wegungen oder von linearen Transformationen, die den Kugelkreis invariant lassen, 
gestatten. Es ist sehr kuriös, daß man die Untersuchung auf die Minimalkurven 
werfen kann. Besteht die Gruppe nur aus einer endlichen Anzahl reeller Bewegungen, 
und verlange ich außerdem, daß die Fläche algebraisch ist, so sind zwei Fälle denk- 
bar. Ist die Fläche eine Doppelfläche, so enthält sie eine Minimalkurve, die die 
(Gruppe gestattet. Ist sie keine Doppelfläche, so enthält sie zwei konjugierte Minimal- 
kurven, deren Inbegriff die Gruppe gestattet.!) Besteht die Gruppe aus Trans- 
lationen, in welchem Falle die Fläche transzendent ist, so zerlegt sich die Gruppe in 
zwei Untergruppen. Die Minimalkurven der einen Schar gestatten die eine Unter- 
gruppe, usw. 

„Eine Methode zur Auffindung beliebig vieler algebraischer Minimalflächen, 
die eine Gruppe gestatten, erhält man folgendermaßen: Man nehme eine alge- 
braische Raumkurve, die die Gruppe gestattet, sonst aber beliebig ist. Man 
konstruiere die Minimalfläche, die die Evolute dieser Raumkurve nach dem Orte 
der Krümmungsmittelpunkte berührt. Diese Fläche ist algebraisch und besitzt 
die verlangte Eigenschaft. 

„Nun, diese Sachen sind ja nichts Besonderes. Aber einerseits stecke ich eben 
darin, andererseits hast Du Dir ja ähnliche Fragen gestellt. ... 

„Es ist eigentlich merkwürdig, wie wenig Menschen sich eine wirklich kühne 
geometrische Denkweise angeeignet haben. Wir werden es wohl bei Plücker ge- 
lernt haben. Insofern jedenfalls haben wir immer Grund, Plücker ganz besonders 
dankbar zu sein.‘ 

Auch aus dem von Lie erwähnten Briefe F. Kleins, München, 11. Mai 1878, 
sei eine Stelle angeführt: 

„Ich möchte Dich vor allem bitten, nach dem relativ kühlen Empfange, der 
Dir in München von den jüngeren deutschen Geometern geworden ist, nicht die Wert- 
schätzung beurteilen zu wollen, die Dir die Redaktion der Annalen entgegenträgt. 
Es geht Dir, wie es allen mehr oder minder gegangen ist, die unbekümmert um die 
gerade herrschenden mathematischen Meinungen und Geschmacksrichtungen in 
einer Richtung konsequent vorgedrungen sind: sie wurden sehr bald von den Mit- 
strebenden nicht mehr verstanden und erst die folgende Generation?) drang in ihre 
Arbeiten ein.‘ 

S. 331, Z. 7. Siehe E. G. Björling: In integrationem aequationis Derivatarum 


1) „Dies ist nicht ganz korrekt formuliert.‘ 
2) „Mathematische Generationen wechseln sich, wie es scheint, alle zehn Jahre 
ab.“ 
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partialium superficiei, cujus in puncto unoquoque prineipales ambo radii curvedinis 
aequales sint signoque contrario. Grunerts Archiv Bd. IV, 5. 290—315, Greifswald 
1844. Björling führt & + iy und 2 — iy als neue Veränderliche ein, macht dann 
die Differentialgleichung linear auf dem von Legendre angegebenen Wege (Bd. III 
d. Ausg., $. 748) und führt die Integration nach der Methode von Laplace durch. 
Endlich bestimmt er die auftretenden willkürlichen Funktionen aus den Forderungen, 
denen die Fläche genügen soll. 

S. 331, Gl. (1). H.A. Schwarz: ‚Miscellen aus dem Gebiete der Minimal- 
flächen.“ Crelle 80 (1875), S. 230—300. Ges. Abh. Bd. I (1890), S. 168—189. Die 
Gl. (1) findet man auf $. 291 (179). Auf neue Weise leitet Lie diese Gleichungen 
ab Ann. XV (1879), S. 467—469 (d. Ausg. Bd. II, Abh. III, $1, Nr. 1). 

S.331, Z.2,1 v.u. Bonnet, ‚Sur la determination des fonctions arbitraires 
qui entrent dans l’&quation integrale des surfaces ä aire minima“. ©. R. 40 (1855), 
S. 1107—1110 und einfacher: ‚„‚Nouvelles remarques sur les surfaces ä aire minima.“ 
C. R. 42 (1856), S. 532—535. Hier bemerkt er auch, man könne demnach eine Mini- 
malfläche finden, wenn von ihr gegeben sei 1. eine geodätische Linie; 2. eine Haupt- 
tangentenkurve; 3. eine Krümmungslinie. Vgl. S. 331, 2.11,10v.u. Weierstraß: 
„Über die Flächen, deren mittlere Krümmung überall gleich Null ist‘, Berl. 
Monatsber. 1866, S. 612—625, 855f. Math. Werke III (1903), S. 39—52, 2191. 

S. 331, Z.11,10 v. u. Vgl. die vorhergehende Anm. 

S. 331, 2.7 v.u. Vgl. die auf $. 788 angeführte Abh. I von Henneberg, und 
zwar 8.47. 

Der Inhalt der vorliegenden Abhandlung ist in umgearbeiteter Fassung auf- 
genommen in die Arbeit Ann. XV, siehe da S. 471—480 (d. Ausg. Bd. II, Abh. III, 
$2—5). Er ist eine nähere Ausführung der ersten Mitteilung in Abh. XIX, S. 322. 

S. 332, Z. 11. Es ist der Satz, daß die Schnittkurve zweier Flächen dann und 
nur dann Krümmungslinie auf beiden ist, wenn die Flächen einander längs der 
Kurve unter konstantem Winkel schneiden. Auf der Ebene ist ja jede Kurve 
Krümmungslinie. 

S. 333, Z. 3f. Soll eine ebene Krümmungslinie einer Fläche geodätische Linie 
sein, so muß ihre Ebene die Flächennormale enthalten. Die ebene Krümmungs- 
linie ist daher nur im Falle y = 0 zugleich geodätische Linie der Fläche. 

S. 333, II. Etwas eingehender ist die Darstellung Ann. XV, S.473f. (83, 
D2:7} 

S.333, Z.7f. Berühren zwei Flächen einander längs einer Kurve, und ist 
diese Kurve geodätische Linie auf der einen, so ist sie es auch auf der andern. 


S. 333, Z. 15. Benutzt man nämlich s und z als Koordinaten auf der Zylinder- 
fläche, so wird die Differentialgleichung der geodätischen Linien d’z:d®?—0. 
Bei einem algebraischen Zylinder werden daher die geodätischen Linien dann und 
nur dann algebraisch, wenn der senkrechte Querschnitt die Evolute einer alge- 
braischen Kurve ist. 

S.333, Z.1 v.u. Sonst wäre die Zylinderfläche selbst eine Minimalfläche. 
Ann. XV, a.a.0. 

S. 333, Satz II, Es sollte heißen: ‚eine algebraische Zylinderfläche.“ 

S. 333, Nr.6. Jede Minimalfläche: 2 —= A(t)+ A, (r)ı... läßt sich auf die 
oo! Minimalflächen: x = ei* A (t) + ei“ A, (rt), .... verbiegen, wo & eine Konstante 
bezeichnet. Für «= 4x erhält man die Bonnetsche Biegungsfläche, die in Abh. 
XXII, S. 341 benutzt wird. Diese steht zu der ursprünglichen Fläche in der Be- 
ziehung, daß immer den Haupttangentenkurven der einen die Krümmungslinien 
der andern entsprechen und umgekehrt. Bonnet, Note sur la theorie generale des 
surfaces. ©. R. 37 (1853), S. 529—532. H. A. Schwarz, Miscellen, Crelle 80, 5. 286. 
Ges. Abh. I, S. 175. 
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Ist die ursprüngliche Minimalfläche durch U= x, -+tizx, bestimmt, so werden 
es die Biegungsflächen durch: 


U = ea, +i%)=cosa.m —sina.m-+ti(sina.zı +c08s&.2). 
Demnach ist in dem vorliegenden Falle: 
U'’—=rl[lcosa+ksin« +i(sinx —kcosoa)}, 
V’'=y{[cosa+ksin«+t(sin« —kcosa)}, 


W'=s (— (sin —kcosa) + i(cosx + ksina)}. 


Wir haben somit eine Minimalfläche, die den Zylinder mit dem senkrechten Durch- 
schnitte: 
& —= x(cosa+ksino), Y=y(cosa-+ksina), !=0 


längs der geodätischen Linie: 
E=xr(cosa+ksino), n=y(csa+tksina),, C&=—s(sina —kcosa) 


berührt, und diese geodätische Linie wird für tg = k eben. 

S. 334, Z.1. Unter der „Evolute‘ einer Kurve ist hier die Fläche der Krüm- 
mungsachsen zu verstehen, also die Polarfläche, wie Monge sie genannt hat. 

S. 334—336, Abschn. III, vgl. Ann. XV, S. 478—486 (d. Ausg. Bd. II, Abh. III, 
$5—7). Dort sind aber die Entwickelungen ganz umgearbeitet, namentlich auch 
anders angeordnet. 

3.334, 7.31, Vel.8.298, 2 19.0, 799,72 11: 3.801, 2.9193. 

S.334, 2.4 v.u. Die Schmiegungsebenen jeder gewundenen Minimalkurve 
sind ja Minimalebenen, sie befriedigen also die Differentialgleichung: 1+ pP? +? —=0, 
der infolgedessen auch die von ihnen umhüllte Tangentenfläche der Minimalkurve 
genügt. Die nicht ebenen Integralflächen von 1 + p®+ q? = O sind die nicht ebenen 
Minimalflächen, welche die Differentialgleichung rt — s® = 0 befriedigen. 

S. 334, 7.15—13 v.u. In (3) und (4) kann man die Veränderlichen t und r 
stets so gewählt denken, daß für r = t die Tangenten der beiden Minimalkurven 
einander schneiden. Tut man das und setzt man: 


1] BUOW-CHBEN-LE...; 
80 156: 
[2] N4A0—-4Ab)Ld)=0. i 


Dann aber stellt die Gleichung: 
[3] Da 40 —4,0)L(t)=0 


eine Ebene dar, welche die Kurve (3) in dem Punkte t und die Kurve (4) in dem 
Punkte r— t berührt. Es ist klar, daß diese Ebene zugleich die Tangentialebene 
der Minimalfläche (2) in dem Punkte r = t ist. Demnach umhüllen die oo! Ebenen 
[3] die der Minimalfläche umgeschriebene Developpable D, welche diese Fläche 
längs der Kurve 8: 
[4] = AN+ Ads: -- 
berührt. Die Erzeugenden von D werden durch die Gleichungen: 
Dita —A--A)L=0, 
[5] & 
Dt —4A—A)DV’=0 


dargestellt. 
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S. 334, Z. 12—9 v. u. Wegen [2] sind die drei Gleichungen: 
[6] AM+EeAL)= Al)+ aA, l),..- 


verträglich. Denkt man sich aus ihnen o und o, als Funktionen von t bestimmt, 
so erhält man für die Kurve (© die Gleichungen: 


[7] E=24()+ 20 )A’t)= 2Alt)+ 2a )A),---, 
die wegen: 2 A4?=0, & A,” = 0 sofort die folgenden nach sich ziehen: 


d 
S410% —(, >40 - 


Die Ebenen [3] sind mithin die Normalebenen von C', und die Erzeugenden [5] der 
von ihnen umhüllten Developpabeln D sind die Krümmungsachsen dieser Kurve. 
Nun ist aber 2(4’— 4/)L=0, so daß aus [2] folgt: 2(4 — A,)L’= 0. Dem- 
nach sind A — A,,... die Richtungskoeffizienten dieser Krümmungsachsen und 
also auch die der Schmiegungsebenen von C. Die Gleichung der Schmiegungsebene 
im Punkte t wird daher: 


De — 24 — 204')(A — A,)= 0. 
Aus [6] ergibt sich ferner: 
D44A— A)=124A 
2(4— A)” = — 209, 244), 


o 
= 
) 


mithin: 
—202°4(4 — 4,)= 2(A — A4,). 


< 


Die Schmiegungsebene von € im Punkte t wird demnach durch die Gleichung: 


[8] Die —4A—A)A—A)=0 


dargestellt, sie schneidet also die zugehörige Krümmungsachse [5] in dem Punkte t 
der Kurve [4]. Diese Kurve S ist mithin der Ort der Krümmungsmittelpunkte 
der Kurve C. 

S.334, 2.8—5 v.u., 8.335, Z.1f. Wir bezeichnen die Bogenlänge von C 
mit s, die Richtungskosinus der Tangente, Hauptnormalen und Binormalen mit 
x,ß,y,l,m,n,%,u,v, den Krümmungs- und den Torsionshalbmesser mit r und r. 
Durch jeden Punkt s von € gehen dann zwei Tangentialebenen: 


[9] Dut+ir)E— a) 0 


von (, die auch den Kugelkreis berühren. Diese Ebenen umhüllen zwei Developpable, 
deren Rückkehrkanten: 


[10] &=zH+r(l-tiR),... 
und: 
[11] ,=a-+r(l—i)),... 


im allgemeinen Teile einer irreduzibeln Minimalkurve sind. Da 4 — ,=2ir?} 
ist und d&,:ds, d&,:ds nur von l und / abhängen, sind diese beiden Teile so be- 
schaffen, daß zu jedem Werte von s zwei einander schneidende Tangenten gehören. 
Benutzen wir diese beiden Teile als Kurven (3) und (4), so erhalten wir die zuge- 
hörige Minimalfläche: 


12) 2r=2()+rld{ll)+ir)) +2) + rl) (I) —iAle)), 


welche die Krümmungsachsenfläche längs der Kurve o=s, das heißt, längs der 
Kurve: &=r-+rl,... aller Krümmungsmittelpunkte von C berührt. 
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Die so gefundene Minimalfläche ist im allgemeinen eine Doppelfläche (S. 334, 
7.1 v.u.). Sie wird reell, wenn C reell ist, weil dann die irreduzible Minimalkurve 
zu sich selbst konjugiert ist. 

Wir fügen hier gleich noch einige Betrachtungen hinzu, die das Verständnis 
späterer Entwickelungen erleichtern werden. 

Die Krümmungsachsenfläche von C ist nun Krümmungsachsenfläche auch von 
jeder der oc? senkrechten Trajektorien ihrer Tangentialebenen. Diese Tangential- 
ebenen sind die Normalebenen von (©. Setzt man: 


8 
ds 
1: a 
[13] [T- 
So 
so werden unsre Trajektorien durch die Gleichungen: 
[14] E=xz+4Al(lestr+Asinr)+B(lsint—Acosr),... 


dargestellt, wo 4 und B willkürliche Konstanten sind. Der Krümmungshalbmesser 
der Kurve [14] im Punkte s hat den Wert: r— A cos T — B sin r, und der Krüm- 
mungsmittelpunkt hat die Koordinaten: 


[15] r=a+rl+(Asinr—Beost)ÄA,.... 
Auf der Krümmungsachsenfläche: 
[16] E=ce4+rl+ul,... 


benutzen wir sund u als Koordinaten. In diesen erhält das Bogenelement der Fläche 
die Gestalt: 


u\? r 2 
ae (r" 2 *) dat (du +7 ds) 
Die Fläche wird daher durch die Gleichungen: 
[17] XKeuchr- rent, Y - uenTrrcor 


auf eine Ebene mit den rechtwinkligen Koordinaten X, Y abgewickelt. Das Bild 
der Kurve [15] auf dieser Ebene ist die Kurve: 


[18] 


Durch jeden Punkt s dieser Kurve geht die Gerade [17], das Bild der Krümmungs- 
achse, die zu dem Punkte s der ursprünglichen Kurve gehört. Legt man durch 
diesen Punkt die zu [17] senkrechte Gerade, so erhält man die Gleichung: 


cosort.X+sinr.Y—Asint+Beceosr=0, 


X — (Asint — B cost) cost — rsinT, 


Y = (Asint — Bcosr) sint + r cost. 


also eine Gerade, die stets durch den Punkt:X= — B, Y= A geht. Demnach ist 
die Kurve [18] in bezug auf diesen Punkt die Fußpunktkurve der Kurve, die von 
den Bildern der Krümmungsachsen umhüllt wird. Oder anders ausgedrückt: 

Jede senkrechte Trajektorie der Tangentialebenen einer ab- 
wickelbaren Fläche hat zum Orte ihrer Krümmungsmittelpunkte 
eine auf der Fläche liegende Kurve. Diese ist in bezug auf einen be- 
stimmten Punkt der Fläche die senkrechte geodätische Fußpunkt- 
kurve der Rückkehrkante der Fläche. 

Im allgemeinen erhält man auf der Fläche 00? Kurven als Örter der Krüm- 
mungsmittelpunkte. Ist die abwickelbare Fläche insbesondere ein Kegel, so sind die 
senkrechten Trajektorien ihrer Tangentialebenen sphärische Kurven, und die Örter 
der Krümmungsmittelpunkte sind die geodätischen Kreise durch die Kegelspitze. 
Ist die Fläche ein Zylinder, so sind die senkrechten Trajektorien ebene Kurven in 


u 5 
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parallelen Ebenen und es gibt nur oo! Kurven, die Örter von Krümmungsmittel- 
punkten sind, nämlich die senkrechten Querschnitte des Zylinders. 

8.335, Z.3—5. Ist nämlich die Kurve C algebraisch, so erhält man durch 
die eben angegebenen Konstruktionen lauter algebraische Gebilde. 

S. 335, Z. 6—8. Fokalkurve von C ist jede Kurve C’ von solcher Beschaffen- 
heit, daß die um C und den Kugelkreis umgeschriebene Developpable, auf der ja C 
eine Doppelkurve ist, auch C’ zur Doppelkurve hat (vgl. Ann. XV, $. 482, 485 
[d. Ausg. Bd. II, Abh. III, $6, 7]). Die Kurven C und (’ liefern dann dieselbe 
irreduzible oder zerfallende Minimalkurve und also auch dieselbe Minimalfläche. 

S. 335, Z. 21—23. In Bd. XV der Ann. wird dieser Satz auf $. 485 ($ 7, Satz 12) 
dahin vervollständigt, daß es auch nicht mehr als oo? solche Evoluten gibt. 

S. 335, Z. 24—26. Die Minimalfläche ist hier ganz beliebig, nicht etwa alge- 
braisch. Die vorher entwickelten Betrachtungen liefern dann auf der Minimalfläche 
00°? Kurven, von denen jede so beschaffen ist, daß die Tangentialebenen der Minimal- 
fläche längs der Kurve eine Developpable umhüllen, deren Erzeugende die Krüm- 
mungsachsen einer andern Kurve sind, welche die erste Kurve zum Orte der Krüm- 
mungsmittelpunkte hat. 

Diese 00° Kurven werden durch eine Differentialgleichung 3. Ordnung be- 
stimmt, die aufstellbar sein muß, wenn die Minimalfläche gegeben ist, und die inte- 
griert werden kann, sobald man die Minimalkurven der Fläche kennt. Es ist aber 
nicht ganz einfach, die Differentialgleichung für die Kurven aufzustellen, welche 
die eben beschriebenen Eigenschaften haben; namentlich liegt es nicht auf der Hand, 
daß diese Differentialgleichung gerade von der dritten Ordnung ist. Nun läßt sich aber 
(vgl. die Anm. zu Z. 21—23) bei den Minimalflächen unmittelbar zeigen, daß es 
bloß oo? solcher Kurven gibt. Das hat vielleicht Lie veranlaßt, in Ann. XV die ganze 
Bemerkung Z. 24—26 zu unterdrücken. 

S. 335f., Nr.10. Vgl. Abh. XXIII, 8.352, 2.1418. — Jetzt muß mansichtundr 
so gewählt denken, daß die Tangenten der Kurven (5) und (6) für T= t einander 
schneiden. Benutzt man L(t),... in derselben Bedeutung wie auf S. 796, so ist dann: 


[2?’] D {nd(t)— mA, ()} L(t)= 0, 


während die gemeinsamen Tangentialebenen der Kurven (5) und (6) wieder durch 
[3] dargestellt werden, aber eine im allgemeinen von D verschiedene Developpable 
D’ umhüllen. Die Minimalfläche (2) wird von diesen Tangentialebenen längs einer 
Kurve S’ berührt, die im allgemeinen von S verschieden ist, die aber wieder durch 
die Gleichungen [4] dargestellt wird. An die Stelle der mit C bezeichneten Kurve 
[7] tritt jetzt eine Kurve (’: 


m sata ta. 


n 


deren Normalebenen wieder die Tangentialebenen [3] von D’ sind. Infolgedessen 
sind die Erzeugenden von D’ wieder die Krümmungsachsen von C’, aber ihre 
Richtungskoeffizienten und also auch die der Schmiegungsebenen von C’ sind jetzt 
nA— mA,,.... Die Schmiegungsebene von C’ im Punkte t wird daher: 


z [s "ER" 44049) (nA—mA)=0; 
aus [7’] folgt aber: 
DI (nA—mA,) A’ = me, ZAA, IS nA—mA)d=—neL44 


1 
und weiter: 
Z(nA— mA’ = —2mnoo, Z4A’A, 
[19] = —2ngoZ(nd— mA,) 4’ 
=2mg,2(nA—mA,)Ai. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I. 51 


800 Anmerkungen zu Abhandlung XXI, S. 335, 336 


Demnach erhält die Gleichung der Schmiegungsebene die Gestalt: 


A Im-+n 
[8] 2[e 5" "ma+mAap} na—mAy=0. 
Auf der Krümmungsachse von C’, die wieder durch die Gleichungen [5] dargestellt 
wird, schneidet die Schmiegungsebene den Krümmungsmittelpunkt aus: 
_"im+n 


[20] eo PERF (nA+mA,)-:.- 


Folglich wird der Krümmungshalbmesser r von C’ im Punkte t bestimmt durch: 


m n)® ’ 

N Sy mAa—mAp+neA): 
m — n)? 

— na, 2Z(nA—mA,). 


Endlich hat der Punkt [4], das heißt der Punkt t der Kurve 8’, von dem Krüm- 
mungsmittelpunkte [20] eine Entfernung, deren Quadrat den Wert 
(m —n)? 
4m? n? 


a Re ee 
Z(nA— mA,” = a r 
besitzt. Da aber dieser Punkt [4] auf der Krümmungsachse des Punktes t von C’ 
liegt, so ist hierdurch die Lage der Kurve S’ auf der Krümmungsachsenfläche von 
C’ in der denkbar einfachsten Weise festgelegt. 

Unser Ergebnis ist, daß in jede abwickelbare Fläche gewisse Minimalflächen 
eingeschrieben werden können. Ist die abwickelbare Fläche als die Krümmungs- 
achsenfläche [16] einer Raumkurve dargestellt, so werden die Kurven, längs deren 
sie von den eingeschriebenen Minimalflächen berührt wird, durch die Gleichung: 


wu=Asint—Bcost+ Cr 
bestimmt, wo A, B, C Konstanten sind. Bei der Abwickelung der Krümmungs- 
achsenfläche gehen sie über in die Kurven: 
X=(Asinr—Beost)cost—+tr(Ccosr—sinr), 
Y=(Asinr— Beosr)sint+r(COsint-+ cos 2% 
Durch jeden Punkt s einer solchen Kurve geht die Gerade: 
&Zsint— Vcsar+r=0, 
die das Bild der Krümmungsachse des Punktes s der Kurve C’ ist. Legt man durch 
den Punkt X, Y die Gerade, die mit der eben betrachteten einen Winkel w bildet, 
so erhält man die Gleichung: 
(&£ — X)sin ("r+w— (—- Y)ces(r+uw=0 
oder: 
&sin (rt + w) — Vcos (r + w) — (Asinr — Bcosr) sin w— r (Csin w — cos w) = 0, 
und wählt man hier © = cot w, so erhält man eine Gerade, die für alle Werte von 
s durch den Punkt geht, welcher den Gleichungen: 
&cosw+ Ysinw— Asınw=0, 


X&£sinw— V)cosw+ Bsinw=0 
genügt. 
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Demnach berührt jede der abwickelbaren Fläche eingeschriebene Minimal- 
fläche, die wir hier finden, die abwickelbare Fläche längs einer Kurve, die in bezug 
einen Punkt dieser Fläche Fußpunktkurve ist von der Rückkehrkante der Fläche. 
Ist nun die abwickelbare Fläche kein Kegel, so hat ihre Rückkehrkante in bezug 
auf die 00? Punkte der Fläche 00° verschieden geodätische Fußpunktkurven. Es 
ergeben sich also oo? in die Fläche eingeschriebene Minimalflächen, die algebraisch 
sind, wenn die Fläche Krümmungsachsenfläche einer algebraischen Raumkurve 
ist. Auf einem Kegel besitzt die Rückkehrkante nur oo? geodätische Fußpunkt- 
kurven, nämlich die geodätischen Kreise durch die Kegelspitze. Auf einem Zylinder 
erhält man ebenfalls bloß 00? geodätische Fußpunktkurven, nämlich die geodätischen 
Linien des Zylinders. In beiden Fällen gibt es daher nur oo? eingeschriebene Minimal- 
flächen (S. 336, Nr. 11). Im Falle des Zylinders kommt man hier auf Satz II, S. 333 
zurück. 

Geht man andrerseits von einer bestimmten Minimalfläche aus, so erhält man 
den vier Parametern M,N, Pundm:n entsprechend oo* Kurven C’, in deren Krüm- 
mungsachsenflächen die Minimalfläche eingeschrieben ist. Sie berührt die Krüm- 
mungsachsenfläche jeder C’ längs einer Kurve, die geodätische Fußpunktkurve 
ist in bezug auf die Rückkehrkante der Fläche, und zwar ist der Winkel w, der bei 
Herstellung der Fußpunktkurve zu benutzen ist, aus: 


zu entnehmen. Ist die Minimalfläche algebraisch, so sind es auch die oo: Krümmungs- 
achsenflächen. 

5.336, Z.5—1 v.u. Die Developpable braucht nicht algebraisch zu sein. 
Wählt man den auf S. 331 benutzten Parameter t so, daß er die Erzeugenden der 
Developpablen bestimmt, so werden X, Y,Z Funktionen von t, und die beiden 
Kurven, längs deren die beiden bekannten Minimalflächen die Developpable be- 
rühren, werden dargestellt durch zwei Gleichungensysteme, die z,, Yı,2, und %,, %,2 
als Funktionen von t ausdrücken. Dann ist: 


„ten „ Aytaey , Aatas 
tu’ A+u + u 
eine Kurve, die ebenfalls auf der Developpabeln liegt. Die Minimalfläche, welche 
die Developpable längs dieser Kurve berührt, kann nach $. 331 sofort hingeschrieben 
werden und ist offenbar auch algebraisch. 

Lie sagt nicht, was er unter der „Doppeldeveloppablen“ versteht; er kann nur 
die Developpable meinen, welche die auf S. 289, Anm. erwähnte Kurve t—= r zur 
Rückkehrkante hat. Diese Kurve ist eine Minimalkurve und für die Minimalfläche 
ebenfalls eine Rückkehrkante. Die Developpable ist daher selbst eine Minimal- 
fläche, und zwar ist sie algebraisch, wenn die gegebene Minimalfläche es ist (vgl. 
S. 334, 2.4 v.u. und die Anm. dazu, S. 796). 

Ist nun eine algebraische Minimalfläche vorgelegt, so sind in ihre Doppel- 
developpable zwei bekannte algebraische Minimalflächen eingeschrieben. Wie 
man unendlich viele solche Flächen einschreiben kann, das zeigt Lie Ann. XV, 
3. 470 (d. Ausg. Bd. II, Abh. III, $1, Nr. 2). Es sei nämlich: 


z=A(t),, y=Bilt), z= Ct) 


die Rückkehrkante der Doppeldeveloppabeln. Wir nehmen eine beliebige Minimal- 
kurve: 
s=A,(r), y=B,(e). z= C,() 
und denken uns r so gewählt, daß die Tangenten beider Kurven für T—t parallel 
sind. Durch jeden Punkt t der ersten Kurve legen wir eine Kurve, die aus der zweiten 
51* 
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durch eine Translation hervorgegangen ist und welche die erste in dem Punkte t 
berührt: 
z—= Alt) — A,(t)+ Aı(d),.... 


Betrachten wir t und r beide als veränderlich, so haben wir eine Minimalfläche, 
die der Doppeldeveloppabeln längs ihrer Rückkehrkante eingeschrieben ist, und 
zwar eine algebraische, wenn die zweite Minimalkurve algebraisch ist. 

Das Verfahren, das wir hier auf die zweite Minimalkurve angewandt haben, 
bezeichnet Lie a.a. O. als ein Gleiten in Translationsbewegung längs der ersten 
Kurve. 

S. 336—838, Abschnitt IV, vgl. Ann. XV, S. 502f. (a. a. O., Note 2). 

S. 338, Z.10—5 v. u. Diese Absicht hat Lie nicht ausgeführt. In seiner, leider 
nicht datierten, Antwort auf einen Brief Hennebergs vom 10. Mai 1878 schreibt er: 

„Auch meinen aufrichtigen Dank für die allzu gütige Weise, in welcher Sie 
meine Untersuchungen über Minimalflächen besprochen haben. Ich werde ver- 
suchen, in meinen künftigen Arbeiten die Aufmerksamkeit möglichst auf Ihre 
schönen Resultate, die mir sehr anregend gewesen sind, zu lenken. 

„Ich sende Ihnen baldigst eine dritte Notet): „Sätze über Minimalflächen.““ 
Sie gibt eine analytische und einfache Herleitung des letzten Satzes meiner zweiten 
Note. Dagegen beschäftige ich mich ohne Erfolg mit der Frage nach Kriterien zur 
Entscheidung, ob in eine vorgelegte Developpable eine (und infolgedessen 00%) 
algebraische Minimalflächen sich einschreiben lassen. 

„In einer vierten Note dehne ich die Betrachtungen meiner drei „Sätze... .‘ 
auf eine Kategorie partieller Differentialgleichungen aus. Es handelt sich um alle 
Gleichungen: 


Ra, yr +8, Ws + Ta, Wt=0, 
wo die Gleichung der Charakteristiken: 
Ray —Sdredy+ Tda®—0 
sich durch eine Relation der Form: 
y—Cxz=p(C) (C = Const.) 


integrieren läßt. — In diese Kategorie gehört insbesondere die Differentialgleichung 
der Minimalflächen, wenn man die Legendresche Form benutzt.?)... 

„Nach meinen allgemeinen Resultaten kann die Fläche füntter Klasse nur drei 
unendlich entfernte Gerade enthalten, während Sie mehr angeben. Ich vermute, 
daß Sie sich hierin geirrt haben. Wie es mir scheint, muß Ihre Gleichung 8... 
oben®) © + 28 = 0 durch 2} +23 =0 ersetzt werden. Endlich ist es mir unbe- 
greiflich, wenn Sie sagen, daß Ihre Fläche vom Geschlechte 5 ist.?) Denn die Fläche 
läßt sich eindeutig abbilden auf die Ebene. Und zwar ist dies nicht allein der Fall, 
wenn nur die reellen, sondern auch, wenn man die imaginären Punkte berücksichtigt. 

„Doch dies sind Kleinigkeiten, auf die ich nie aufmerksam geworden wäre, 
wenn nicht mein früherer Irrtum mich ängstlich gemacht hätte. ... 

„Ich selbst betrachtete ursprünglich meine Beschäftigung mit Minimalflächen 
nur als eine Rekreation nach meinen häufig langweiligen Untersuchungen über 
Transformationsgruppen, die schon lange mein eigentliches Gebiet sind. Sukzessiv 


1) Hier Abh. XXIII, $. 349ff. Anm. d.H. 
2) Diese Note ist nicht erschienen. Ihre Ergebnisse sind wohl zum Teil in 
Abh. XXXV von Bd. III d. Ausg. (1881) übergegangen, vgl. da S. 524, sowie hier 


S. 780. 
3) Siehe Nr. I der auf $. 788 angeführten Abh., 5. 60 und 59. Anm. d. H. 
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interessiert der Gegenstand mich mehr und mehr, und hoffentlich werde ich 
noch mehr Arbeiten darüber veröffentlichen.“ 

S. 338, 2. 4—1 v. u. Die notwendige, allerdings im Grunde selbstverständliche 
Einschränkung, daß der konstante Winkel kein Rechter sein darf, erwähnt Lie 
hier noch nicht. Vgl. Ann. XV, S. 475 und 494 (a.a. O. $3, Nr. 9 und $9, Schluß 
von Nr. 24). 

Wir benutzen die Bezeichnungen auf S. 797; es seien ferner I,, m,, n, die Rich- 
tungskosinus der Geraden L. Die Liesche Forderung kommt dann hinaus auf das 
Bestehen einer Gleichung von der Form: 


[21] ZuA= cosd,, 


wo d, konstant ist. Dabei dürfen 7, u,» selbstverständlich nicht konstant sein, so 
daß die betrachtete Kurve nicht eben ist. Aus [21] folgt nun durch Differentiation 
nach s: 

[22] EZul=0, 


das heißt, die Kurve ist geodätische Linie auf dem durch sie gehenden Zylinder: 
ee g=atlu, n=ytmu, =2z+tnu, 


dessen Erzeugende zu L parallel sind. Wäre nun 9, — iz, so folgte aus [22] weiter 
2 1,& = 0, was unmöglich ist. Demnach ist dieser Fall von vornherein auszuschließen. 

Zur Vereinfachung wählen wir: I, = m, = 0,n, = 1. Dann wird v — cos 90, 
n=0und$=2,n= y, = 0 ist die Projektion der Ausgangskurve parallel zu L. 
Wegen n —= 0 können wir z = kssetzen, wo die Konstante k sicher nicht verschwindet. 
Ebensowenig kann sie = — 1 sein, weil sonst die Ausgangskurve in einer Minimal- 
ebene läge. Infolgedessen wird: &-+- #2? —=1-—12 und wegen al+-ßPm=0, 
2-1 m+—1 folgt; 


Nun ist in unserem Falle X=/#,..., die Formeln Abh. XXI, S. 331 ergeben daher: 
U=r—i/lds, was jetzt liefert: 
| l i 
U=12—- ———y, V= ee 0) V=z=ks. 
yi—k: en 
Ist daher die Ausgangskurve algebraisch, sind also x und y algebraische Funktionen 
von 2, so ist die betrachtete Minimalfläche dann und nur dann algebraisch, wenn 
z und y algebraische Funktionen von s sind, wenn also die Projektion der Ausgangs- 
kurve die Evolute einer algebraischen Kurve ist. 
Damit ist Lies Behauptung unter der vorhin erwähnten Einschränkung be- 

wiesen. 


Zu Abhandlung XXII, S. 340—348, 


Umgearbeitet in Ann. XV, $. 486 bis 491 (d. Ausg. Bd. II, Abh. III, $ 8.) 

S. 340—341 geben einen analytischen Beweis eines Satzes von Abh. XI; 
S. 341—348 führen die zweite Mitteilung in Abh. XIX, S. 322 näher aus. 

S. 340, Z. 11f. Es ist der Satz von Abh. XXI, S. 335, 2. 3—5. 

S. 340, Z.8—1 v.u. Vgl. Abh. XXI, S. 331. 

8.341, 2.9 v.u.—S. 342, Z.4. Die der Evolute eingeschriebene Minimal- 
fläche hat, wenn man sich nicht auf reelle Punkte beschränkt, die Gleichungen: 


[1] E= (mn) + Sl) + il) — 2(0)),..-, 
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und die Kurve, längs deren sie berührt, wird durch o = s bestimmt. Die Bonnetsche 
Biegungsfläche (vgl. die Anm. zu Abh. XXI, 8.333, Nr. 6, 8.795) hat die Glei- 
chungen: 


[2] E= — (2 ()+ 2.(0)) + 3m) — (0). 


Für o = s ist daher, wie man leicht sieht, die Tangentialebene der Biegungsfläche 
stets parallel der Tangentialebene der ersten Fläche, also parallel der Normalebene 
der Kurve x, y,2. : 

S. 342, 7. 7—17. Es ist nicht einzusehen, warum sich Lie darauf stützt, daß 
die Gleichung auf Z. 8 in zwei zerfällt. Es ist ja ($. 341, (1)): 22,2” = O und ebenso: 
222 - VD abo2ädız N. 

S. 342, Satz 2. Es wäre besser gewesen, zu sagen: „parallel sind, und dessen 
Spitze der Koordinatenanfang ist. Für... . die Distanz von der Kegelspitze gleich...“ 

S. 342, Z. 12—10 v. u. Abh. XXI, S. 335. 

S. 343, Z.4—13. Durch die Proportion: 


Tea D-— 12 U2 323 


werden jeder Erzeugenden des Kegels die oo! zu ihr senkrechten Ebenen zugeordnet, 
und die Gleichung p(t,u,v)— 0 sondert unter diesen oo! Ebenen eine diskrete 
Anzahl aus. Man erhält also eine Schar von oo! Ebenen, in der je zwei unendlich 
benachbarte einander in einer Normalen des Kegels schneiden. 

S. 344, 7. 9—11. Wieder nach Abh. XXI, 5.331. 

S. 344, 2. 12—19. Die auf (4) folgenden vier Gleichungen ergeben sich un- 
mittelbar aus Z.2 und aus (3) und ziehen (4) nach sich. Es wäre daher zweckmäßiger 
gewesen, sie vor die Gleichungen (4) zu stellen. 

S.345, 7.13—19. Gleichung (7) und (8) folgen unmittelbar aus: U, —ı= 
iX; — Y22 + 7 y,. Andrerseits ist ja: 2! dn — Pre — U: 

S.345, 2.3—1 v.u. Die in + liegende Zweideutigkeit läßt sich vermeiden, 
wenn man auf die Zusammenfassung in &, + i2,,... verzichtet. BerısteN 
also nach 8. 344: 


[3] zven=0, "n-=I0, !=2 y"— Yır’, 
demnach kann man x, — o?(y'z’ — 2’y”) setzen und findet: 


ve la yNy—@— at), 
das heißt: 0 £r’”?—= 1. Nach (6) wird dann: 
[4] Bn=ı+y!—ay—=2+ 0 a”. 


S. 346, Z. 11—9 v. u. In der Anm. zu 8. 331, 2.2,1 v.u. (S. 795) ist die Abh. 
von Weierstraß angeführt. Ich kann eigentlich nicht finden, daß er ausspricht, 
was Lie ihm hier zuschreibt. Man kann es aber aus dem Umstande herauslesen, 
daß Weierstraß die allgemeine Gleichung einer Minimalfläche in Ebenenkoordi- 
naten hinschreibt. 

S. 346, 7. 7—2 v. u. Vgl. die 1878 noch ungedruckte Abhandlung VII von 1870, 
S. 87, Nr. 6 und die Anm. dazu, S. 660. Bringt man die bewegliche Minimalfläche 
durch eine Translation in eine solche Lage, daß sie die feste in einem Punkte be- 
rührt, so kann man die Liesche Konstruktion anwenden und erhält sogar oo? neue 
Minimalflächen, die allerdings alle kongruent und gleichgestellt sind. 

Das Verfahren von Weierstraß kann übrigens auch als eine geometrische 
Konstruktion aufgefaßt werden. Man hat auf die beiden bekannten Minimalflächen 
eine dualistische, nämlich die Legendresche Transformation auszuführen, bildet 
aus den beiden erhaltenen Flächen: z=f(z,y) und z2=9(, Y) die Fläche: 
z—=Af(z,y)+ ug(z, y), was auch als eine geometrische Konstruktion gedeutet 
werden kann, und führt dann die Legendresche Transformation nochmals aus. 
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Warum Lie auf Z.8 v.u. bloß von einfach unendlich vielen Minimalflächen 
spricht statt von zweifach unendlich vielen, das bleibt unklar. 

Der Vorzug der Lieschen Konstruktion vor der Weierstraßischen besteht 
darin, daß sie eine Berührungstransformation liefert, die auf alle Minimalflächen 
gleichzeitig angewandt werden kann und sie alle in Minimalflächen überführt. 

S. 347,7. 9f. „aus der Form‘: die Differentialgleichung ist linear und homogen 
inr,s,t und behält diese Eigenschaft bei jeder dualistischen Transformation. 

S. 347, Z. 12f. Die Ebene darf keine Minimalebene sein. Das Gleiten einer Mini- 
malfläche auf einer festen Ebene besteht dann in einer Aufeinanderfolge von un- 
endlich kleinen Translationen parallel der festen Ebene. 

S. 347, 2. 21—24. Die Kegelspitze ist aufzufassen als Ort aller Flächenelemente, 
welche die Spitze zum Punkte haben. Mit der infinitesimalen Kugel ist also nicht 
etwa der Minimalkegel gemeint, der von der Kegelspitze ausgeht (vgl. S. 692). 
Der betrachtete algebraische Kegel darf selbstverständlich kein Minimalkegel sein. 

S. 348, Z2.5—1 v. u. Man vergleiche die aus Hennebergs Briefe vom 25. Sep- 
tember 1877 abgedruckten Stellen auf S.786f. Den Beweis für seinen Satz hat 
Henneberg in der auf $. 788 angeführten Abh. III gegeben. Er benutzt dabei die 
Enneper-Weierstraßische Normalform der Gleichungen einer Minimalfläche. 
Man kann diese aber vermeiden. 

Es sei: 2— A(t) + Ay(t),... eine algebraische Minimalfläche. Dabei können 
wir nach Abh. XVII, $. 290 annehmen, daß die Funktionen A (t), A, (r),.. . sämt- 
lich algebraisch sind. Bei der Untersuchung der der Fläche umgeschriebenen Zy- 
linder können wir uns offenbar auf diejenigen beschränken, die der z- Achse parallel 
sind. Wir dürfen ferner voraussetzen, daß keiner der Quotienten B’(t):4A’(t), 
B,' (rt): Ay’ (r) konstant ist, und daß weder C’ (r), noch €,’ (r) identisch verschwindet. 
Sonst wäre nämlich die Fläche entweder ein Zylinder von Minimalgeraden oder eine 
Ebene; ein Zylinder ist aber in keinen andern Zylinder eingeschrieben als in sich 
selber. 

Ist ein der z-Achse paralleler Zylinder unsrer Fläche umgeschrieben, so be- 
rührt er diese notwendig in Punkten t, r, die der Gleichung: 


[5] AUBd—BWATD-0 


genügen. Dabei können wir uns die Veränderlichen t und r so gewählt denken, 
daß [5] die einfachere Gleichung: r = t nach sich zieht. Dann besteht die Identität: 


[5’] A'()B lt) —- BHAH=0. 
Ist nun die Proportion: 
[6] AY:B): = Al):B,M:C, 


nicht identisch erfüllt, so ist 7 — t eine auf der Minimalfläche liegende algebraische 
Kurve, längs deren alle Tangentialebenen der z-Achse parallel sind. Die Fläche 
wird daher längs dieser Kurve von dem algebraischen Zylinder: 

[7] = ANW+Al), y=Bl)+ Bl) 

berührt. Ist dagegen [6] identisch erfüllt, so fallen längs der Kurve 7 = t die beiden 
Minimalrichtungen der Fläche zusammen Die Kurve ist dann die Minimalkurve, 
die von den beiden Scharen von erzeugenden Minimalkurven umhüllt wird (Abh. 
XVII, S. 289, Anm.). In diesem Falle sind die Tangentialebenen der Minimalfläche 
längs der Kurve = t die Schmiegungsebenen dieser Kurve, also Minimalebenen. 
Der z-Achse sind diese Schmiegungsebenen dann und nur dann parallel, wenn 
A’ (t) B” (t) — B’ (t) A” (t) identisch verschwindet, was unter der gemachten Voraus- 
setzung ausgeschlossen ist. Diese Möglichkeit kommt daher für uns gar nicht in 
Betracht. Der Zylinder [7] schneidet nämlich die Minimalfläche in einer Minimal- 
kurve, berührt sie aber nicht längs dieser Kurve. 
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Wir nehmen jetzt an, daß zwar [5’], nicht aber [6] identisch besteht. Die 
Gleichungen [7] stellen dann eine algebraische Kurve der &, y-Ebene dar, den senk- 
rechten Querschnitt des besprochenen Zylinders [7]. Die Bogenlänge s dieses Quer- 
schnitts genügt der Gleichung: 


[8] dse— (A"+ Br + 2(44+ BB) +4 + Bi?) an. 

Hier ist wegen [5’]: 
(4/4 + B'Bi = (A? + B2)(A + B)= Crctr, 

woraus, da [6] nicht erfüllt ist, folgt: 4’A\ + B’B\ = C’C/, somit: 


[9] Ans Bıused = A): RB. ():— Ct) 
und: 
[10] g= (Ct) —(, (t)) 5 


also eine algebraische Funktion von t. Die Bogenlänge o der Kurve r — t, längs 
deren der Zylinder [7] die Minimalfläche berührt, ist demnach bestimmt durch: 


[11] de — 40 (t) C/ (t) are 


und daher sicher nicht gleich Null, im allgemeinen aber auch nicht algebraisch. 
Damit ist bewiesen, daß der senkrechte Querschnitt des berührenden Zy- 
linders [7] die Evolute einer ebenen algebraischen Kurve ist. Beachten wir daß 
aus [7] und [9] folet: 
Bee 0... 
es a 0 0m. Co. 
so finden wir, daß die Gleichung: 
4’(t) 41 (t) 
22 E= Alt) — At) — u 
zusammen mit der entsprechenden Gleichung für n eine der algebraischen Kurven 
darstellt, die den Querschnitt [7] zur Evolute haben. 
Jetzt sei umgekehrt ein zur z- Achse paralleler algebraischer Zylinder gegeben: 


[13] sep), y=xl), 

dessen senkrechter Querschnitt [13] die Evolute einer algebraischen Kurve ist, 
so daß die Bogenlänge s dieses Querschnitts durch eine algebraisehe Funktion y(t) 
dargestellt wird. 

Um eine algebraische Minimalfläche zu finden, die diesen Zylinder längs einer 
Kurve mit Bogenlänge berührt, nehmen wir eine beliebige algebraische Kurve: 
2 = 4A(t), y= B(t), welche ebenfalls die Evolute einer algebraischen Kurve ist 
und also eine Bogenlänge hat, die durch eine algebraische Funktion C (t) dargestellt 
wird. Dabei können wir die Veränderliche tso wählen, daß 4’ (t)x’ (t) — B’(t)p' (t)=0 
wird und somit auch: 

SU AR 
eu Yin’ dl) Yyi 
Bestimmen wir dann A, (t), B,(t), C,(t) aus den Gleichungen: 
AUY+AU=PM, BU+BOH=xU), 
cH—-1M=y), 
so ist: A’ (t) BI (t) — B’(t) A, (t) = 0 und: | 


AMW__Pi) BH__xXM, 


ya an wi) | 


ot) 


u u ud Zul au un u au 
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Demnach wird: 
s=A(l)+ Ar), y=Bl)+ Bi), 
2=+i(Cl) + CM) 
eine algebraische Minimalfläche, die den gegebenen Zylinder längs der Kurve r=1t 
berührt. 
Es ist klar, daß wir damit alle algebraischen Minimalflächen gefunden haben, 


die dem gegebenen Zylinder eingeschrieben sind. Eine etwas andere Lösung dieser 
Aufgabe gibt Lie Ann. XV, S.494f. (d. Ausg. Bd. II, Abh. III, $9, Nr. 25). 


Zu Abhandlung XXIII, S. 349—357. 


Im Jahre 1878 schreibt Lie an F. Klein: ‚Ich schicke Dir baldigst eine große 
Abhandlung über Transformationsgruppen, die ich eben hier drucke!), ferner eine 
schon gedruckte dritte Note: Sätze über Minimalflächen. Es ist mir merkwürdiger- 
weise gelungen, alle Theorien meiner „Sätze über Minimalflächen‘ auf alle partiellen 
Differentialgleichungen 2. Ordnung, deren allgemeines Integral die Form: 


z=ANW+AM), y=-Bl)+B(d), z=Cl)+C') 


besitzt, auszudehnen.“ 

Vgl. hierzu die Anm. zu $I. 

Der Inhalt der ganzen Abh. XXIII ist, umgearbeitet, in die Abh. Ann. XV 
übergegangen, s. S. 491—494, 498—501 (d. Ausg. Bd. II, Abh. III, $ 9, Nr. 23, 24; 
$11, Nr. 28. 

S. 349—352 enthalten noch nähere Ausführungen zu der zweiten Mitteilung in 
Abh. XIX, S. 322. Dagegen bringen S. 352—8357 Neues. 

S. 349, Z. 11f. Siehe S. 347. 

Zu $ Ivgl. man Bd. IIId. Ausg., Abh. XXIII (1879), wo eine ähnliche Aufgabe 
behandelt wird. Dort denkt sich Lie eine algebraische Integralfläche von s= 0 
gegeben, die in eine gegebene algebraische Developpable eingeschrieben ist. Auch 
dort wird die Bestimmung aller eingeschriebenen algebraischen Integralflächen 
zurückgeführt auf die der algebraischen Integralflächen, die in einen algebraischen 
Kegel eingeschrieben sind (a.a. 0. S.358— 360). Man vgl. ferner: „Untersuchungen 
über Translationsflächen, Abh. I“, Leipz. Ber. 1892, S.459—472 (d. Ausg. Bd. II, 
Abh. XI, $ 4-6). 

S. 352, 2. 5—7. Abh. XXI, S. 334£. 

S. 352, Z. 12—14. Mit andern Worten, man benutzt eine senkrechte Trajek- 
torie einer beliebigen Ebenenschar, deren Ebenen zu den Tangentialebenen der ge- 
gebenen Evolute (Krümmungsachsenfläche) parallel sind (vgl. S. 343 und 804). 

S. 352, 2. 14—18., Abh. XXI, S. 335£., Nr. 10. 

S. 352, 2.19—23. Nach den Bezeichnungen auf S. 797 wird die Krümmungs- 
achsenfläche (Evolute) einer Raumkurve durch die Gleichungen: 


Ee=sH+rl+uR,... 


dargestellt. Ist die Kurve algebraisch, so werden die beiden algebraischen Minimal- 
kurven der Fläche durch die Gleichungen: u = + ir bestimmt. 

Es sei andrerseits eine gegebene Developpable als Tangentenfläche einer 
Raumkurve dargestellt durch die Gleichungen: 


[1] Ii=2-+00,.... 


1) Bd. V d. Ausg., Abh. V. Sie steht in Bd. III des Archivs hinter der Arbeit: 
„Sätze über Minimalflächen. III“. Anm. d.H. 
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Dann erhalten wir die senkrechten Trajektorien ihrer Tangentialebenen, wenn wir in: 
Ee=z+tua-+ovl,... | 

u und v so bestimmen, daß d£E:ds—= kA wird, wir erhalten also für w und v die 

Differentialgleichungen: 

B n=-H44 9=-% 


Setzen wir nun voraus, daß wir von unsrer Tangentenfläche zwei Minimalkurven 
kennen, die verschiedenen Scharen angehören, so hat die Differentialgleichung: 


0° 
[3] d+07+%=0 
zwei bekannte Lösungen o, und o,, wo etwa: 
do, _ 0 08 
Pr a en. 


Dann aber sind: 
u=t(,+ 0), v=4(o, —o,) 


Lösungen von [2], und wir kennen damit eine Kurve, deren Krümmungsachsen- 
fläche die gegebene Developpable [1] ist. . 

Die soeben gefundene Kurve ist der Schnitt der Tangentenflächen unserer 
beiden Minimalkurven. Sind diese Minimalkurven algebraisch, so ist es auch die 
gefundene Kurve und ebenso die gegebene Developpable (Ann. XV, S. 486, Satz 13; 
d. Ausg. Bd. II, Abh. III, $ 7, Nr. 16). Ein besonderer Fall davon ist die Behauptung 
hier S. 352, 2. 20—23. 

S. 352, 2. 9—7 v.u. Die auf S. 346f. betrachtete Berührungstransformation 
führt nämlich jede algebraische Developpable, auf der eine algebraische Minimal- 
kurve liegt, in eine algebraische Developpable über, der eine algebraische Minimal- 
fläche eingeschrieben ist. 

S. 353, 2. 3—1 v. u. Vgl. Abh. XXIJ, S. 348, Z2.5—1 v. u. und die Anm. dazu, 
S. 805. 

S. 353, 2. 14—21. Es ist: 2? = 2 + oA,... die umgeschriebene Developpable, 
also: 


EZrdi—=0, Fda(udvr —vdu)—= Ewdy—ude)da—= 0 


und somit: 


[4] di=k(de—A2Ide),... 
also: 
dp = Zadar = M(ZdR — (Zide®?} =kidide, 
woraus: 
Zdidz 
[5 ya Erde 
und: 
[6] (Zdids = Zdi (Ed — (Zide)}, 
mithin: 
Zdidz 
[7] ao 
Vvzdr— (Lido) 


Der von Lie angegebene Ausdruck für das Bogenelement dS’2 der Developpablen 
folgt nunmehr ohne Schwierigkeit. 
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S. 353, Z.5v.u. In den Ann. XV, S. 499 (a. a. O. $ 11) steht: 
—i(1-+ 0°)®'’(o)do, eine Änderung, die darauf hinauskommt, daß o durch 
— 1:0 und ®"”:c* durch ®’” ersetzt wird. Die folgenden Formeln ändern dabei 
ihre Gestalt, eine wirkliche Vereinfachung wird aber nicht dadurch erzielt, vielmehr 
wird die Rechnung mühsamer, da s und o nicht mehr als gleichberechtigt er- 
scheinen. 

S. 355, 2.9. Bei Lie steht: (udA— Adu): Z=dp, was nicht mit den all- 
gemein üblichen Festsetzungen übereinstimmt. Es ist das aber wohl nur ein Schreib- 
fehler, denn der Wert von dp, den Lie nachher angibt, ist = (Adu — u d}):Z. 

S. 355, Z.9 v.u. Im ersten Drucke steht bei dem zweiten Gliede + statt —. 
Das kommt aber wohl daher, daß Lie die Differentialgleichungen der beiden 
Scharen von Minimalkurven in einer Formel zusammenfassen wollte, was unmög- 
lich ist. Für die zweite Schar müßte nämlich dieses Glied so lauten: 

2i(s—0o)®"do 
2 ’ 
do 
was nachher, auf $. 356, Z.1—4 ausdrücklich gesagt ist. Zu beachten ist dabei, 
daß do bei der Vertauschung von s mit o das Zeichen wechselt, daß das aber keinen 
Einfluß hat, weil doch außerdem in der Gleichung $. 353, Z. 11 v.u. i durch —t 
ersetzt werden muß. 

S. 356, Z.12—10 v.u. Eigentlich müßte auch eine ähnliche Bestimmung für 
® (co) getroffen werden. 

S. 356, Z.9 v. u. Man erinnere sich an Abh. XXII, S. 347f., Satz 5, und ferner 
a 8 392 Nr. 

S. 357, Z.3—6. Die Minimalfläche, die längs dieser ebenen Kurve in die 
Developpable eingeschrieben ist, hat ja die Kurve ebenfalls zur Krümmungslinie, 
und daher tritt Abh. XXI, S. 332 Satz I in Kraft. Außerdem erinnere man sich an 
S. 351, Satz 1. 

S. 357, Z.7—9. Vgl. Abh. XXI, $.338, Z.4—1 v.u. und die Anm. dazu, 
S. 803. Ist die in der Anm. betrachtete Kurve geodätische Linie des durch sie 
gehenden Zylinders [23], so ist ZI = 0, also F1,) — const. =# 0. Ist die Kurve 
überdies algebraisch, so ist der senkrechte Querschnitt des Zylinders die Evolute 
einer ebenen algebraischen Kurve. Ferner ist die Kurve Haupttangentenkurve 
auf einer algebraischen Minimalfläche, demnach lassen sich nach Satz 1, S. 351 
unendlich viele algebraische Minimalflächen in die Tangentenfläche der Kurve 
einschreiben. 

S. 357, Z. 10—17. Hier handelt es sich weder um algebraische Kurven, noch 
um algebraische Minimalflächen. Wenn Lie trotzdem von der Benutzung einer 
Kurve als Hilfskurve spricht, so kann er — man vgl. Satz 1, S. 351— nur folgendes 
meinen: In eine vorgelegte Developpable ist längs einer bestimmten Kurve © eine 
Minimalfläche eingeschrieben. Gegeben ist weiter eine Hilfskurve C’, deren Normal- 
ebenen den Tangentialebenen der Developpabeln parallel sind. Dann entspricht 
jedem Punkte P von C eine bestimmte hindurchgehende Erzeugende der Develop- 
pabeln und ein bestimmter Punkt P’ von C’. Man trägt nun in jedem Punkte P 
von C auf der hindurchgehenden Erzeugenden den Krümmungshalbmesser von c 
im Punkte P’ ab und erhält so eine Kurve, längs deren der Developpabeln eine ganz 
bestimmte Minimalfläche eingeschrieben ist. 

In diesem Sinne kann die erste Kurve sicher nicht als Hilfskurve für die Deve- 
loppable der zweiten dienen, denn sie steht zu dieser Developpabeln nicht in der 
verlangten Beziehung. Auf $. 357, Z.14 muß daher „Developpable“ ein Schreib- 
fehler sein an Stelle von ‚„Evolute“. 
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Nunmehr denken wir uns zwei Kurven gegeben: x,, Yı, 2, seien Funktionen 
der Bogenlänge s, und 2,, %,2, Funktionen von s,. Die Kurven sollen parallele 
Tangenten haben, es muß also s, eine solche Funktion von s, sein, daß: 


ur 2. 2 
das er 


wird. Dann ist gleichzeitig: ı =,, und: A, =A,,.... Aus: 


de,_ h_hdn dh_h_hds 
de me nd Baar de 
folgt ferner: 


[8] Bis nano. rd 


In die Krümmungsachsenfläche der ersten Kurve läßt sich eine Minimalfläche ein- 
schreiben, die längs des Ortes der Krümmungsmittelpunkte: , + nlı,... berührt. 
Wenn wir daher die zweite Kurve als Hilfskurve benutzen, erhalten wir eine Kurve: 


[9] ren +nb tr... 


längs deren die Fläche von einer Minimalfläche berührt wird. Von den Ausdrücken 
U,,V,,W,, durch die diese Minimalfläche bestimmt ist, wird nach Abh. XXI, 
S. 331: 

DV =r+ifwdy —Pıd3). 


Es ist aber: 


YB—Ad=ydlnm+r1) —Bdlrın + r, v,) 


r 
=d(r,,—1nA)+ = &%,ds,, 


folglich: 
U = nH+nh+nrh, tig Hrn — nA)... 


Für die Bonnetsche Biegungsfläche wäre dann (vgl. Abh. XXII, S. 341): 
T=eiatnh tra) m —rnd+ rt, 


ein Ausdruck, der offenbar nicht aus U, durch Vertauschung von 1 mit 2 her- 
vorgeht. 

Hiernach bestätigt sich Lies Behauptung nicht, wenigstens wenn man sie 
so deutet, wie wir es gemacht haben. Sie bestätigt sich auch dann nicht, wenn man 
den Krümmungshalbmesser der zweiten Kurve im entgegengesetzten Sinne abträgt, 
also die Kurve [9] durch: 

[9] ren +tNnırnd,e.. 


ersetzt. Dann wird nämlich: 
U,=-a+nh ni. +nb,-+ nd), 


was ebenfalls nicht auf die Bonnetsche Biegungsfläche führt, wenn man 1 mit 2 
vertauscht. 

Es scheint hiernach, daß sich Lie geirrt hat. Vielleicht ist das die Erklärung 
dafür, daß er in den Ann. XV die ganze Betrachtung unterdrückt hat. 
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Zu Abhandlung XXIV, S. 358—408. 


Die wesentlichsten Ergebnisse dieser Abhandlung hat Lie schon im Februar1879 
der Videnskabsselskab in Christiania mitgeteilt. Siehe d. Ausg. Bd. III, Abh. 
XXIL 1, S. 355f. 

Die ganze Arbeit ist in umgearbeiteter Fassung unter dem Titel ‚Unter- 
suchungen über geodätische Linien‘ abgedruckt Math. Ann. Bd. XX (1882), S. 357 
bis 419, wozu noch fünf Noten kommen, $S. 419—454 (d. Ausg. Bd. II, Abh. IV). 
Über die Art der Umarbeitung vgl. Ann. XX, S. 360 Anm, (a. a. O., Schluß der Ein- 
leitung). 

S. 358, Z.7—3 v.u. Vgl. Bd. III d. Ausg., Abh. I, S.2, Anm. 2 und Bd. VI, 
Abh. III, S.140 Anm. 

S. 360, Z. 11f. Siehe S. 371 (18). 

S. 360, Z.15f. Siehe S. 376. 

S. 360, 2.9,8 v.u., vgl. S. 384. 

S. 361, 2. 3f., 12f., 14f., vgl. S. 386, 394, 399. 

S. 361, 2.7”—4v.u. E. B. Christoffel: ‚Allgemeine Theorie der geodätischen 
Dreiecke.“ Abhdl.d. Berl. Akad. 1868, S. 119-176. Berlin 1869. Ges. Abhdl. Bd. I 
(1910), S. 297—346. Es werden vier Flächengattungen unterschieden. 

S. 363, Z. 5—8. Besser wäre es, zu sagen: „Folglich transformiert die infinitesi- 
male Punkttransformation (2) die Größen x, y, y’ durch eine infinitesimale Trans- 
formation, die nach meiner... Symbol dargestellt wird.“ 

8. 365—368, $2, entsprechen Ann. XX, S.368—8372(d. Ausg. Bd. II, Abh. IV,$2). 

S. 367, Z2.7—2 v.u. Lie denkt hier an die Gaußischen geodätischen Kreise, 
die Linien konstanten geodätischen Abstandes. Anders in den Abh. XXVIII und 
XXIX. Da auch die Winkel zwischen zwei durch einen Punkt gehenden geo- 
dätischen Linien erhalten bleiben, hat der Quotient öds: ds öt für alle Punkte jedes 
geodätischen Kreises denselben Wert und ist infolgedessen für alle Punkte des 
ganzen Raumes konstant. 

S. 367, Z.12—9 v.u., 8. 368, Z.1—5. Vgl. auch hier Abh. XI, S.165f. und 
Abh. XIV, 8. 265f., ferner Bd. V d. Ausg., Abh. V (1878), S.197, wo der Name 
Spiralfläche eingeführt ist. Siehe auch Lie-Scheffers, Differentialgl. (1891), 
S. 260 und 373. 

S. 368, Z. 10—12. Vgl. auch S. 411, 2. 14f.; S. 412, 2.2,1v.u. 

S. 368, Z. 12—14. Maurice Levy: ‚Sur le d&veloppement des surfaces dont 
l’element lindaire est exprimable par une fonction homogene.“ C. R.87 (1878), 
S. 788—791. Levy bemerkt, daß das Bogenelement ds? = 4f(x — y) dzdy einer 
Rotationsfläche durch die Substitution: 2=log®, y=logy’ homogen vom 
(— 2)-ten Grade wird. Ist ds®= Adxz®+2Bdxdy+ Cdy?, wo A, B,C homogen 
vom u-ten Grade, so erhält man durch die Substitution 2 = g(#’, Y),y= y(z’, y'), 
wo 9,9 vom «a-ten Grade sind, einen homogenen Ausdruck vom Grade: 
w = o&(u +2) — 2. Man kann daher stets, außer in dem Falle u = — 2, wo die 
Fläche auf eine Rotationsfläche abwickelbar ist, #’ = 0 machen. Er zeigt, daß für 
u —= 0 die Fläche immer auf eine von der Form: 


n9= (7) +logz (2=rco3®, y=rsin®) 


abwickelbar ist. 


S. 368, 2.5—3 v. u. Diesen Satz hat Lie bereits 1878 veröffentlicht, s. Bd. V 
d. Ausg., Abh. V, S. 197. Ebenso steht er in der auf Z. 2—4 erwähnten Mitteilung 
vom Februar 1879 (Bd. III d. Ausg., S. 356). In Bd. XV d. Ann. (Bd. II d. Ausg., 
Abh. III) erwähnt er ihn nicht. 
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Die allgemeine Form des Bogenelementes einer Minimalfläche ist: 
[1] ds? = (2 — y)eXe? dxdy. 
Für eine konforme infinitesimale Transformation erhalten wir daher die Bedingung: 
[2] . BE NRE WIR LH ern 0) 0, 
aus der durch Differentiation nach x folgt: 

BEER ER Unten core ylXeı Ele) 6 
und sodann durch Differentiation nach y: 

Y'n + Yy7+ X’Er XEe+ Er 

Es ist demnach: 
[3] ®+XE=asta, Y+Yn=ay+ß, 
wo a,&, ß Konstanten bezeichnen, und aus [2] folgt nunmehr: 


LE -M)+ae—Wlaa+ty)+ta+ß—c}=0, 
das heißt: 


2:tam + +B—)e=Mmtay+(at+ß—o)y=>. 
Transformiert man nun z und y durch zwei linear gebrochene Transformationen 
mit denselben Koeffizienten, so behält das Bogenelement [1] seine Gestalt. Man 


kann daher stets entweder &=n=1 oder: &=x,n= y machen (Th. d. Trisgr., 
Bd. III, S. 17). Im ersten Falle kommt:a—=0,&x + = c und aus [3]: 


[4] ds? = (2? — y)? eetefvdzdy, 


im zweiten Falle: a=0,c—=a+ ß-+ 2 und, wenn mana,ß durch +1,ß +1 
ersetzt: 
[5] ds? = (t — y)? at yP dady. 


Soll daher die Fläche reell werden, so muß man im ersten Falle setzen: 


[6] F)=(C,+iO,)eatios, 
und im zweiten: 
[7] Fo)=(C,+i0,)satt%, 


t 
r 


wo die C, c reell sind. Es ist auffallend, daß Lie den ersten Fall gar nicht erwähnt. 
Wahrscheinlich hat er das aber deshalb unterlassen, weil dieser als ein Grenzfall 
des zweiten aufgefaßt werden kann. Man braucht ja nur in [7] für s einzusetzen: 
1-+ (x + 1%,)8: (ch + tc,) und dann c, + ic, unendlich werden zu lassen. Man vgl. 
Abh. XXVI, S. 448, 2. 3—1 v. u., XXVlIa, S. 449, 2. 10—4 v.u., sowie $. 830 f. 

S.368, 2.2,1 v.u. Vgl. Abh. XXI, S. 332f. 

S. 368—373, $ 3 entsprechen Ann. XX, 8. 372—376 (d. Ausg. Bd. II, Abh. IV, 
$ 3). Dort ist die Darstellung zum Teil einfacher und das Ergebnis anders und schärfer 
gefaßt. 

S. 370, 2. 9. Es wird ja: 

aa dan: anar 
A ee N FREE, 
83T. .d2r,dn.dı 

S. 372, Z2.8—6 v. u. Vgl. S. 386—399, jedoch wird dort nirgends auf die Frage 
der Realität eingegangen. In den Ann. XX, 8.376 (d. Ausg. Bd. II, Abh. IV, 
Schluß von $ 3) wird ausdrücklich gesagt, daß die Flächen mit dem Bogenelemente: 
(1 + xy) dx dy die einzigen reellen Flächen sind, aber auch dort wird der Nachweis 
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dafür nachher nicht ausdrücklich erbracht. Es ist möglich, daß ihn Lie an beiden 
Stellen zwischen den Zeilen herauslesen konnte, aber wir wollen uns nicht darauf 
einlassen, das zu versuchen. 

S. 374-378, $ 4 entsprechen Ann. XX, S. 376—381 (a. a. O. $4). 

S. 377, 2.6—3 v.u. In den Ann. XX, S. 380 (a. a. O. Nr. 13) zeigt Lie, wie 
das zu machen ist. Es wird nämlich y’ = f(y”), also: 


da+ day hlay”, 


so daß auch £-+ y durch y” ausgedrückt werden kann. Ebenso werden %’ und 
2 — y Funktionen von %”. 
Endlich ist: 


X+ Y= ae + W-Lc+ WH+ Ley, 


1 
X—-Y=Zzae+ Way), 
ew en p" ae &’”’ N y" BRREE rn 


S.378, Z.1f. In Ann. XX, S.380 begründet Lie das durch den Hinweis 
darauf, daß e® = @” — ®” ungeändert bleibt, wenn man zu @” und ©” dieselbe Kon- 
stante hinzufügt. 

S. 378—382, $5 entsprechen Ann. XX, S. 433—437 (a. a. O. Note 2, Nr. 40: 
bis 41). 

S. 378, 2.10,9 v. u. Das ist nirgends geschehen. Wir beschränken uns auf den 
Fall, daß die Differentialgleichung der geodätischen Kurven eine und nur eine- 
infinitesimale Transformation gestattet. Zur Bestimmung von £, y erhält man dann 
ein System von linearen homogenen partiellen Differentialgleichungen, dessen all- 
gemeinste Lösung nur eine willkürliche Konstante enthält, das also eine endliche 
lineare homogene Relation zwischen £ und n nach sich zieht. Man bekommt daher 
für & allein eine Differentialgleichung 1. O., die nur eine Quadratur erfordert. Diese 
Quadratur läßt sich unter der gemachten Voraussetzung nicht vermeiden. Andrer- 
seits kennt man nach Jacobi den Multiplikator von A(f) = 0 auch in dem hier- 
betrachteten allgemeinen Falle. Vgl. Jacobi, Theoria novi multiplicatoris, Crelle 29 
(1845), S. 362—365; Werke IV (1886), S. 495—498. Zu dem Variationsprobleme:. 


SUt,e,..., x(m)dt gehört eine Differentialgleichung 2n-ter Ordnung: 
eu don dar OU 
= —— — — Re En a: DBETEN Sr Ben 
Ser Ta rer oen 


und die dieser entsprechende lineare partielle Differentialgleichung: 
ei = 
a a 
hat den Multiplikator: ; 
0°? U ) n 
(za) j 


Insbesondere findet man für U= VE-+ 2Fy' + Gy: den Multiplikator: 
EG—F: : 
(E+2Fy+GyN)} 
S. 378, Z2.4—1 v.u. Vgl. Ann. XX, S. 437 (a. a. O. Note 2, Nr. 42). 
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5.379, 2.13—9 v.u. Nach $S.365ff. gehört dann die Fläche der ersten 
Klasse an. 

S. 379, Z.1 v.u. Über die Geschichte des Satzes vgl. ebd. 8. 575. 

S. 380, Z. 8—6 v. u. Siehe $. 375. 

S. 381, 2. 3f. Siehe $. 376, Gl. (23). 

5.381, 2.7—3 v.u. Nach 8.368 ist dE:dy=0, also ß=0 und nach 
8. 870 wird dn:de=e®"=y. 

S. 382, 2. 11f. Hier findet man also bloß eine Lösung, wie auch bei den Flächen 
dritter Klasse, sobald dn:dy=d£&:dx (S. 381, Z.12—9 v.u.). Die Jacobische 
Theorie des letzten Multiplikators liefert dann eine zweite Lösung durch Quadratur. 

S. 382, Z2.13—16. Vgl. S. 368, 2. 3—5 und die Anm. dazu, $. 811, 2.21 v.u. 

S. 382, Z2.10—4 v.u. Gemeint ist eine in den Parametern der Kurvenschar 
lineare Gleichung, oder, was auf dasselbe hinauskommt, eine lineare Gleichung 
zwischen zwei Funktionen von &, y. Siehe E. Beltrami, Risoluzione del problema: 
riportare i punti di una superficie sopra un piano in modo che le linee geodetiche 
vengano rappresentate da linee rette. Annali di Mat. I. Serie, Bd. VII (1865), 
S. 185—204. Opere matematiche I (1902), S. 262—280. 

Später hat Beltrami seine Untersuchungen auf den R, ausgedehnt: ‚Teoria 
fondamentale delle spazii di curvatura costante.‘“ Annali II. Serie, Bd. II (1868—69), 
S. 232—255 (Opere I, S. 406—429). Er zeigt darin, daß auch in jedem R, von kon- 
stanter Krümmung die geodätischen Linien durch Gleichungen dargestellt werden, 
die in den Parametern linear sind. Andrerseits hat Schlaefli bewiesen, daß dieser 
Satz von Beltrami umgekehrt werden kann, daß also die R, von konstanter 
Krümmung durch die angegebene Eigenschaft gekennzeichnet werden: ‚Nota alla 
Memoria del sig. Beltrami ‚‚Sugli spazii di curvatura costante.‘“ Annali, II. Serie, 
Bd. V (1871—73), S. 178—193, woran dann Beltrami noch eine Bemerkung ge- 
knüpft hat: „Össervazione sulla precedente Memoria del sig. prof. Schlaefli,“ 
a. a. 0. S. 194—198. Beltrami: Opere II (1904), S. 335—389. 

Eigentlich gehören diese Untersuchungen über den R, gar nicht hierher. Des- 
halb nennt Lie Ann. XX (d. Ausg. Bd. II, Abh. IV) überhaupt nur Beltrami. 

S. 332— 384, $ 6 erscheinen Ann. XX, S. 442—444 als Note 3, doch ist S. 444 
neu hinzugekommen. 

S. 384— 386, $ 7 entsprechen Ann. XX, S. 385—388 ($5, Nr. 16, 17). 

S. 385, 2.1—3. Sie wäre ja nach S. 366 abwickelbar. 

S. 385, 2.3 v.u. Man findet: K'’=2m:K. 

S.386—393, $ 8 entsprechen Ann. XX, 8. 389—397 ($ 6)., Dort wird alles 
etwas einfacher, de von vornherein pe ) = 1 gemacht wird. 

S. 387, 2.11—8 v.u. Diese eine Relation enthielte ja mindestens eine der 
beiden Größen f’, F’, während zwischen der andern und f, F keine Relation be- 
stände. 

S. 388—390, Nr. 18. In den Ann. XX, S. 391—394, Nr. 20 wird die Unter- 
suchung etwas anders geführt, indem zwischen «+0 und & = 0 unterschieden wird. 

S.388, 2.9 v.u. Hier darf N nicht verschwinden, weil die Fläche sonst ab- 
wickelbar wäre. 

S. 388, 2.5 
ö— x weggelassen. 

S.389, 2.2. Dieses f(x) ist nicht mit dem früheren f—= Be“” auf $. 388 zu 
verwechseln. 

S. 389, Z. 11f. Siehe $. 370, Gl. (17) und was darauf folgt. Man findet jetzt: 


cz) 
a=ont+%+ yerz Nez’ 


2 v.u. Man vgl. 5. 369f. In dem Ausdrucke für e” ist der Faktor 


woraus wegen & == ö und N =# 0 folgt: c(«) =. 
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S. 389, Z.3—1 v. u. Diese Voraussetzung ist schon $. 388, Z.1 v. u. gemacht 
worden. Ist x = 0 und also ö = 0, so wird: 


N 
MN -w—y+Neös, n=yı+yestz(y) 
dz ö 

und nach S$. 370, (14, 2 +3): 


Get 6m =) + pw), 


de eo 
62 +2=fa), 
also nach (14, 2): 


(524 W+ 8) WH Ne) + ENöde+ 
Hayt+geostay)=0, 
woraus wieder folgt: x = c,y—- c,. Nunmehr kommt: 
(-52+0+— e)w+ Ne’z)+ ENder+ 


tzyr- ortayta=0, 


mithin: 
‚ dE 
—41+c+ —t=0, 
d 
E 3 # 1 6 _5 
Ban I Tye® en B 


zwei Gleichungen, die nicht mit einander verträglich sind. 
Im Falle ö=0,x = 0 wird: 
dn Yy 


Er a 


6 
er +62 


=) + e(y); 


& 


6 dE 
a 1 a 7 
5 1 ds N rY & - I Tr f} 
(-Zerta I (yer+ N +Eayersters(Leer4No+n) =0, 
also wieder z(y) = c,y + c, und somit: 


5 dE 
(Zesta+ 7,2) wer + N)+Exyer+ 


ter (Yert Natay+o)=0 


woraus wieder zwei nicht mit einander verträgliche Gleichungen folgen. 

S. 390, Z. 5—7. Zugleich muß man c, durch c, :ö ersetzen. Man vergesse auch 
nicht, daß N nicht verschwindet. Man kann es ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
—= 1 setzen. 

Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd. I 523 
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S. 390, Z.9,8 v.u. Hier hätte: „‚gestattet‘‘ durch: ‚besitzt‘‘ ersetzt werden 
sollen. 
S. 391, Z. 9£. Es wird nach (14, 2+ 3): 
dNiBEr 
Te 


T 


wo f(x) nicht mit dem auf S. 390, Z.3 v. u. zu verwechseln ist. Also: 


ax E d 
Hd etetr. 


dE 
Pr ea: 


6° 


@x ds 
(5 ++ 2-2) wD+ aeg) + 


et x e?T et 
PER — go pESBERN er — 
+9 at tr) 0, 


woraus wieder 7 = C1yY-+ (2. 
S. 398, Z.1. „‚bekanntlich“, das heißt, nach S. 370. 
S. 393, Z. 16—18. Es wird ja: 
ae A RE 4, Ne B, A— A,B 
eh lb 
mchm BD — 0. 

S. 394—399, $ 9 entsprechen Ann. XX, 5. 398—403 ($ 7). 

S. 395, Z.11,10 v.u. Da G und L beide nicht verschwinden dürfen, können 
wir M durch MGL ersetzen und dann e” durch GL dividieren. In den Ann. XX, 
S. 399£., Nr. 24 verfährt Lie anders als hier. 

S. 395,2.3 v. u. „bekanntlich“ das heißt ebenso wie das 7 (y) auf S. 370f. 

S. 395, Z.1v. u. Das ist das f(x) der Gl. (14, 2), S. 370. 

S. 396, 2.7. M ist -H 0, weil die Fläche sonst abwickelbar wäre. 

S, 396, 2. 7—4v. u. In diese beiden Gleichungen zerlegt sich die auf 2.10, 9 v.u., 
wenn sie durch Benutzung von sin? — 1 — cos? x in eine in sin x lineare Gleichung 
verwandelt wird. 

8. 397-399, Nr. 24. In den Ann. XX, $8.401—403 (Nr. 25, 26) macht es 
Lie anders. 

S. 397, 2.19, 21. Hier werden F und f beide in andrer Bedeutung gebraucht 
als vorher. 

S. 398, Z.4—2 v. u. Siehe $S. 390. 

S, 399408, $ 10 entsprechen Ann. XX, S. 404—419 ($ 8). 

S. 399, Z. 11—9 v. u. Für „gestatten“ hätte gesetzt werden sollen: „‚besitzen‘“. 
In den Ann. XX, $. 404 sagt Lie bloß, er wolle vorläufig von diesen Flächen 
absehen. Es stellt sich nämlich heraus, daß sich eine Fläche dieser Art, nämlich 
der Fall m = 1, von selber ergibt (hier S. 408). 

S. 400, 2.17: „wegläßt‘, besser: „mit fund verschmilzt.““ 

8. 400, Z2.19—21: $. 365—368 und 8.374, $4, Nr.9. Die Einführung von 
x’, y', 2.3—1v.u., bewirkt, daß d&’:dy’ = e” = dn’:d«’ wird. 

S.402, 7.7. Die rechte Seite kann man einfacher schreiben: & log © +-P, 
wie das Lie Ann. XX, S. 407 wirklich macht. 

S. 402, Z.11. Siehe $. 376. 

S. 404, Z. 4—8. Eigentlich müßte (22) so geschrieben werden: 


dn dE dw’ dw 
as a EIER: - Scene ’ ee „ 
9 dy"’ d z’’ s d a’ N dy” ).(y )- 
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Ferner ist diese Gleichung vor der Substitution mit e“’ zu multiplizieren. 
Endlich ist zu bemerken, daß eine Gleichung nicht ausreicht, man muß beide bilden, 
um sicher zu sein, daß D verschwindet. So macht es Lie Ann. XX, S. 409 (Nr. 29), 
indem er betont, daß der Koeffizient von: 


in beiden verschwinden muß. 
Auf S. 404. Z. 6 sollte, wie im ersten Drucke, stehen: 
6Y”’"+-A = 6 +4... 
Es ist allerdings nicht einzusehen, daß Y, mit dem früheren Y’ zusammenfällt. 
S. 404, 2.6—4 v. u. Man findet zunächst: 


ul) „ BIERT: a „ 
Due un er eyto)u _g 
7 
S. 406, 2. 4f. Setztman 2: (x — 1) = x, so wird: 
d 


FrZ mern O9 -YUE 0, 


2 


‚ ae vX—_ Ir 7 I: 22 ve „ 
ame Ha Da 0 u iu. a.ysar se, 


Auch die späteren Formeln auf S. 406f. werden viel übersichtlicher, wenn man x 
einführt. 

S. 407, 2.5 v. u.—S. 508, 2.6 v.u. Eine vollständige Erledigung aller mög- 
lichen Fälle gibt Lie Ann. XX, S. 412—417 (Nr. 30). Auf S. 417f. (Nr. 31) bestimmt 
er dann noch alle Flächen mit dem Bogenelemente (2 — y)”dxzdy, die der dritten 
Klasse angehören und von denen er hier abgesehen hat (S. 399, Z.11—9 v.u.). 
Es ergibt sich nur die Flächenklasse: (e—iy)dxzdy, die er auch hier schon auf 
S. 408 erwähnt. 

S. 408, 2.5—1 v.u., S. 409, Z.5—1 v. u. Dieselbe Fragestellung, nur in einer 
etwas anderen Einkleidung, findet sich schon in der Abh. II von Bour, die Bd. III 
d. Ausg. S.585 angeführt ist.!) Bour geht von dem Hamiltonschen simultanen 
Systeme aus, das die geodätischen Kurven definiert; deshalb gestalten sich seine 
Formeln eleganter als bei Lie. DaLie die Boursche Abhandlung kannte und be- 
nutzt hat (a.a.O. Abh. VII (1873), S.49 und S.590), ist es sehr merkwürdig, 
daß ihm diese Entwickelungen Bours entgangen zu sein scheinen. In Bd. XX 
der Ann. hat Lie seine Bemerkung nicht wiederholt, vermutlich, weil er inzwischen 
auf Bours Priorität aufmerksam geworden war. 

Es lohnt sich übrigens doch vielleicht, anzudeuten, wie sich die Untersuchung 
auf dem von Lie eingeschlagenen Wege gestaltet. 

Soll die Differentialgleichung: 


- of ‚of Yan — aan of a 
[8] FE Y Tree 


1) Siehe Journ. de l’Ec. pol. T. 22, Cah. 39 (1862), S. 176—186. Vgl. auch 
Bours Abh. I ebd., S. 79f., Anm. 


52* 
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1 ie 
eine Lösung von der Gestalt: ay’? + Py’ * haben, so erhält man die Differential- 
gleichungen: 


[9] + By +ttauw,+4Bu,=0, ay—tjaw,=0, Bz.— Bw, =). 
Man kann daher setzen: 


[10] Go No", B- Vol" 
und findet: 
[11] X+Y’+Xw,+ Yuw,=®, 
mithin: 

Zen, Ye — —p, 
und schließlich: 

Rs dx dy 
u ea 


Das aber ist das Bogenelement 2 (x — y) dx dy der auf Rotationsflächen abwickel- 
baren Flächen. 
Soll die Lösung von [8] die Form & + Py’ haben, so erhält man: 


113] 00, te th 0, And, 


y& 


also: a = —2Y, e®— ßX’? und somit: 


re r dl rırn r 
Berg: SD... 2000, 
das heißt: 
[14] et — XXY'’+-XY.- 
Man kommt also auf das Bogenelement: 


(+2) drdy, 


das durch Vertauschung von z mit y die Form (yp(x) + D(x)) dx dy erhält. Diese 
Form ergibt sich daher, wenn [8] eine Lösung von der Gestalt x + Py’=! hat. 

Lie gibt aus Versehen an, daß der Fallım—=0,n—1 auf das letzte Bogen- 
element führt; deshalb ist auf $. 409, 2.2 v.u. fürm = 0,n=1 gesetzt worden: 
m kn 1 

Hat endlich [8] eine Lösung: ay'"!+Pß+Yy y',so erhält man vier Differential- 


gleichungen: 
(15) [f. —-0au,—0, Yy—YUy=d; 
+, +auw=0, But Ya ty we 0." 
Man kann voraussetzen, daß weder a noch y verschwindet, und bekomnit: 
ee är = ıuN 


Führt man x, (x) und y,(y) als neue x und y ein, so wird: 


G (4 

Y 

w ’ ‚ 1 J1 
a—e!zYı, Yu -=Y/ı 97 — 0 

Yı Tı 


also: 
Wr yo re: 
Dun: y- n2:0. 
& er 7 ü 
Wählt man daher: #4 = YVX,y)=VY, so kann man unter Anwendung der ur- 
sprünglichen Bezeichnung setzen: x = y=e". Damit wird aber: 


B.t2e?rw,—=0, PB, + 2er, =, 
das heißt: 


0° 0° 
En (e®) Bu ay: (e®) —(0 , 


was die Liesche Behauptung bestätigt. 
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Zu Abhandlung XXV, S. 414—438. 


Am 21. November 1878 schreibt Lie an F. Klein: 

„Ich habe soeben die allgemeinste Minimalfläche bestimmt, die durch Trans- 
lationsbewegung einer (nicht verrückten) Kurve!) erzeugt werden kann. Die Frage 
ist sehr schwierig, und es ist nur durch verschiedene Kunstgriffe, daß ich sie erledigt 
habe. (Man findet die Kiepertschen Modelle.) 

„Man kann die allgemeinste Minimalkurve bestimmen, die eine W-Kurve ist. 
Dies gibt leicht alle Minimalflächen, die durch eine beliebige Biegung sich selbst 
ähnlich bleiben. Bour (und nach ihm Schwarz) haben alle Minimalflächen be- 
stimmt, die durch Biegung sich selbst kongruent bleiben. Insbesondere finde ich 
eine (bis jetzt wohl unbekannte) Minimalfläche, die oo mal ihre eigene Biegungs- 
fläche ist und gleichzeitig oo mal sich selbst ähnlich (nicht kongruent) ist. Die Exi- 
stenz dieser Fläche habe ich übrigens längst daraus erkannt, daß die Differential- 
gleichung der Minimalflächen jede lineare Transformation gestattet, die den Kugel- 
kreis invariant läßt.‘ 

Vgl. Anm. XV (1879), S. 504 (d. Ausg. Bd. II, Abh. III, Note 3). 

S. 414, 2.6—12. An und für sich braucht man bei dieser Festsetzung nicht 
zu verlangen, daß die beiden Geraden einander schneiden, doch kommt hier nur der 
Fall des Schneidens in Betracht, da es sich um die zu einem Punkte einer Fläche ge- 
hörigen Haupttangenten handelt. Daß die Differentialgleichung der Minimalflächen: 


11] (+ M@)r—2pas+ d+pY)t=0 


die angegebene Bedeutung hat, geht aus Abh. XII, S. 172, Nr. 47 hervor. 

S. 414, 2.12—9 v.u. Es kann ja jeder der oo! Kegelschnitte durch ©? Kolli- 
neationen in den Kugelkreis übergeführt werden. 

S. 414, 2.8,7 v.u., S.415, Z. 1f. Siehe $ 3, S. 429—433; $4, S. 433—438. 

S. 416, Z.11—1 v. u. Aus dem identischen Verschwinden der Determinante 
folgt nur, daß zwischen den Elementen jeder der drei Zeilen eine lineare homogene 
Relation besteht, deren Koeffizienten Funktionen von p,q sind. Es ist jeden- 
falls nicht unmittelbar ersichtlich, wie daraus das Bestehen der Relationen: 
Az — 7A] + Q,,... abgeleitet werden kann. Aber man braucht sich darüber gar 
nicht den Kopf zu zerbrechen. In Wahrheit ist die Betrachtung der drei partiellen 
Differentialgleichungen ein Umweg, der nur die einfache Frage verwickelt macht. 

Es wird eine Fläche verlangt, deren oo? Haupttangentenpaare konjugiert sind 
in bezug auf drei unendlich ferne Kegelschnitte. Diese Haupttangentenpaare 
schneiden oo? unendlich ferne Punktepaare aus, die in bezug auf die Kegelschnitte 
konjugiert sind. Nun aber hat jeder Kegelschnitt oo? Paare konjugierter Punkte, 
und zwei verschiedene Kegelschnitte haben oo? Paare konjugierter Punkte gemein. 
Diese oo? Paare stehen in derselben Beziehung zu jedem Kegelschnitte des durch 
die beiden Kegelschnitte bestimmten Büschels; aber in bezug auf jeden nicht dem 
Büschel angehörigen Kegelschnitt sind nur oo! unter ihnen konjugiert. Für unsre 
Fläche kann daher die Forderung nur erfüllt sein, wenn die drei Kegelschnitte einem 
Büschel angehören. 

S. 418, Z. 17—20. Es ist: 


q ga(4 —1) 
Se Bl — ed, 
Bi p(p—]1) 
EHE et Ze 2 
rt Se Do 1 r 


1) „Verrückt“ nannten Klein und Lie solche Kurven, deren Gleichungen 
nicht differentiierbar sind. Anm. d. H. 
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Andrerseits zieht p— 0, ebenso wie p=1, durch Differentiation nach sich: r=0, 
se 

S. 418, 2.3—1v. u. Da manr,t, ß und y durch s ausdrücken kann, kommt die 
Integration des Systems auf Z. 6 hinaus auf die des zweigliedrigen vollständigen 
Systems: 


a Re 
a PR ET TEE 
_of of of of of 
le Fe Terre 


in den sechs Veränderlichen x, y,2,p,q,s. Dieses vollständige System gestattet 
die vier infinitesimalen Transformationen: 


ed: 


02’ 0y’ de’ ra os’ 
die wir mit Nyf,. . ., Xaf bezeichnen und die mit Af, Bf nicht durch eine lineare 
homogene Relation verknüpft sind. Daher ist: 

Af=0, Bf=0, Xf=0, Kf=), %f=0 


ein fünfgliedriges vollständiges System, das die infinitesimale Transformation X, f 
gestattet, dessen Lösung also durch eine Quadratur gefunden wird. Ist diese Lösung 
bestimmt und als neue Veränderliche eingeführt, so wird: 


Af=0, Bi=0, Xf=0, f=0 


ein viergliedriges vollständiges System in fünf Veränderlichen, das die infinitesimale 
Transformation N,f gestattet, das also ebenfalls nur eine Quadratur erfordert, und 
so weiter. (Vgl. Bd. III d. Ausg., Abh. XIV (1874), S. 205.) 
S. 418, 2.10,9 v. u. Man findet zunächst: 
nen — ri) 
u u u 
8.418, 2.7, 6 v.u. Beast: 


also: r = — cp(p— 1) und: 
1 1 p—1 
ER a Er 
Bel, 1 2) p 


ec ® 


P=I-gGeea ga_g’ 
eez—b(ee®—.a). 


S. 419, Z. 8—10. Diese Flächen sind ähnlich, weil man durch eine geeignete 
Translation A= B=C = 1 machen kann und ebenso m — 1 durch eine Ähnlich- 
keitstransformation. 


8.419, Gl. (6). Es erscheint zweckmäßiger, Via—b)( (b— c) durch (a — by? . 


.(b — c% zu ersetzen, und so weiter. 

S.421,2.2,1v.u. F.Scherk: ‚Bemerkungen über die kleinste Fläche inner- 
halb gegebener Grenzen.‘ Crelle 13 (1835), S. 185—208. L. Kiepert; „Über 
Minimalflächen. Abh. II.“ Crelle 85 (1878), 8. 171—183. 
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S. 421, Z. 7—11. Aus (8) folgt durch Differentiation: 

rnp' {eenv’sinn(oe—rz!+u)—asinnoe® tr!’ tv)‘ — 

—=no {erV’sinno—rf+u)+asinnoX+trz!-+v)}, 
rng’ {erV’sinn(foe —r’+u)—asinnor+rz.’+v)})— 

= — 2ne?nv’ cosn(oe—rz' + u). 
Demnach können wir die erste Gleichung befriedigen, indem wir setzen: 
sinn(o®—r!+u)=xa(rp +0), sinne" +r’+v)=xeRrV’(rp' —o). 


Die zweite liefert dann: 
1 


a {(rp' +0 + r?o®g’?} ’ 


wa: — 


während sich aus (8) ergibt: 
z 


wreinv’ — . 
EP er Frog. 


Setzen wir nun für x’, y’, 2’, p’, q’ beliebige reelle Werte, so wird ei”’ für alle reellen 
Werte von a,r,o positiv und: 


|innoee®—rz+u)|, |sinn(oe+rz-+ v)| 


werden beide <1, das heißt, n, u,» werden reelle Funktionen von a, r,o. Durch 
jedes reelle Element x’, y’,z’, p’, q’ gehen also 00? reelle Flächen (8). 


S. 421, 2.11—9 v. u. In $3 sucht man vergeblich nach einem Beweise hierfür; 
es wird nur auf 8. 432 erwähnt, daß die sechs Erzeugungen paarweise zusammen- 
gehören. Zum Beispiel schneiden ja die Ebenen 2 — y= const. die Fläche in oo! 
Kurven, deren jede durch eine infinitesimale Translation parallel den Ebenen 
2 = const. in eine unendlich benachbarte übergeführt wird, und umgekehrt. 

Um Lies Behauptung zu beweisen, betrachten wir eine Schar von parallelen 
Ebenen, etwa: 2—=a2z-+ ßy--c, wo c der Parameter ist, und verlangen, daß die 
Ebene c auf der Fläche (5) eine Kurve: 


[2] z=ocs+ßy+c, emlezt3y+0) 4 Aemz 4 Bemy LC—0 


ausschneidet, die folgende Eigenschaft hat: Es muß eine infinitesimale Translation: 
örz,öy,öz geben, bei der die Kurve c in die unendlich benachbarte Kurve c +öc 
übergeht. i 

Für die Komponenten der Translation erhalten wir zunächst die Bedingung: 


öz=x62 + Pöy--öc. Ferner ist für jeden dem Punkte x, y,z der Kurve c un- 
endlich benachbarten Punkt + öz,... der Kurve c + 6c: 


: (nem(axzt+3v+e) + 4Aem2)öc+ (Bem(ex+t3v+e) 2. Bemv)ö y-+)! 

13] | —emlert3V + )dc—=0. 

Es fragt sich, ob zu jedem Punkte der Kurve c ein solcher unendlich benachbarter 
Punkt der Kurve c+ öc gehört, der aus ihm durch eine bestimmte infinitesimale 
Translation erhalten wird; mit andern Worten, es fragt sich, ob die Gleichung [3] 
durch konstante, von z, y unabhängige Werte öz,öy befriedigt werden kann, wobei 


öz, öy natürlich im allgemeinen von c abhängen werden. Schreibt man aber [3] 
in der Form: 


{veme + Aemli-a)e-myy) öc+ (Beme 4 Bermastm(u-9v)öy-+ emeösc—0, 
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so erkennt man leicht, daß die gestellte Forderung für: 


= Br ze emeöc 
«=1l, EUER öy=d, Dame 
sodann für: 
j meöc 
—:l) —- — = — Bear, 
& ß A 0N..02 BL eme 
und endlich für: 
emcöc 


erfüllt ist, sonst aber niemals. 

Die drei andern Ebenenscharen, deren Gleichungen von z frei sind, erhält 
man in entsprechender Weise. 

S.422,2.10,9v.u. Sie gehen aus einer unter ihnen, zum Beispiel aus: 
2 — em® 1 e”Y durch Translationen und durch die Ähnlichkeitstransformationen: 
& = Ar, y = Ay, ı = Az hervor. 

9,423, 2. 13—17. Es wird: 


R 1 
r=mp, ed 
mithin: 
t=—mıq — 2 ee 
= I, ITmytB 


8.423, Z.10—8 v.u. Diese Flächen werden reell, wenn man m: Vo und C 
rein imaginär wählt, A: m und B: m konjugiert imaginär. 

$.423, Z.4—-1 v.u. Die Differentialgleichungen für die Charakteristiken 
werden nämlich nach Bd. III d. Ausg., S. 619: 


pdqa—qgdp=0, pdz+qgdy=, ER 


Sie geben integriert: 
ap+tbq=0, be—ay=c, 2=6, 


also sind alle Charakteristiken gerade Linien. 

S, 423, 2.6,5 v.u. Gemeint sind selbstverständlich alle Schraubenflächen, die 
Minimalflächen sind. In der Tat, setzt man A= B = 0,50 erhält man oo? Schrauben- 
flächen, die die z- Achse zur Achse haben und die Minimalflächen sind. Wir können 
uns offenbar auf die Betrachtung solcher Schraubenflächen beschränken. Nun ist: 


[4] yp—aq+telsp+yga— = 0 


die Differentialgleichung aller Schraubenflächen, deren Achse die z- Achse ist. Durch 
Differentiation erhalten wir zwei Gleichungen 2. O., die zusammen mit der Diffe- 
rentialgleichung [1] der Minimalflächen die Ableitungen r, s, t bestimmen. Demnach 
haben die Gleichungen [1] und [4] nur die uns schon bekannten oo? Integralflächen 
gemein. 

S, 494, Z. 14—17. Man findet: 

r=mp, p=mAe"*, i=— Im. 

Bei Lie steht auf Z.16 infolge eines Schreibfehlers oder Druckfehlers: 
z— Aem my +Cy+D. 

S.425, Z.6—8. Daß A verschwindet, folgt noch bequemer aus der Gleichung 
t=0, 8.424, 2.1v.u. 

9.425, Z2.9—11. Vgl. Bd. V d. Ausg., Abh. VIII (1884), S.449 und Th. d. 
Trfsgr. Bd. III, Kap. 9, 8.195. 

S.495, Z. 17—21. Diese „logarithmische“ Transformation (Lie-Scheffers, 
Geom. d. B.T., $. 179) hat Lie schon sehr früh benutzt. Vgl. hier Abh. VI (1870), 
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S. 80, II, besonders aber Abh. VII (1870), S. 87, Nr. 7. Stillschweigend benutzt 
er sie auch Bd. III d. Ausg., Abh. I (1872), S. 3, Nr. 6. 

Will man unmittelbar von der Gleichung Zdz2?—= 0 zu der Gleichung (4*) 
gelangen, so muß man die Transformation (16) durch die folgende ersetzen: 


1 
[5] n (a — BE — ot y-+(b— Fle—a)tz} =1oga”, .... 
S. 426, Z.1. Das tritt deutlicher hervor, wenn man die Gleichung so schreibt: 
[6] Da d 2” (y" de — z2’d y”) = 


S. 426, 2.19. Vgl. Abh. V (1870), S. 76. 

S. 426, Z.9,8 v. u. Die beiden Minimalrichtungen der Fläche, die nach S. 414 
konjugiert sind, fallen ja längs der Umhüllungskurve zusammen. 

S. 426, Z.3—1 v.u. Vgl. Lie-Scheffers, Geom. d. B.T., S. 341f. 

S. 427, Z.11—13. Da die Schmiegungsebenen einer solchen Haupttangenten- 
kurve einen unendlich fernen Kegelschnitt K des Büschels umhüllen, schneiden die 
längs der Haupttangentenkurve gezogenen Flächennormalen auf der unendlich 
fernen Ebene den Kegelschnitt aus, der in bezug auf den Kugelkreis zu K reziprok 
polar ist. Die oo! den Kegelschnitten des Büschels entsprechenden Kegelschnitte 
haben aber vier Tangenten gemein. Da nun der Kugelkreis dem Büschel angehört 
und also unter ihnen enthalten ist, sind sie konfokal. 

S. 427, Nr. 22. Leider geht Lie auch sonst nirgends auf die anderen Fälle ein. 
Zum Glücke kann man aus dem in Nr. 20 Gesagten erkennen, wie er dazu gekommen 
ist, die logarithmische Transformation auszuführen, und wird dadurch in den Stand 
gesetzt, zu erraten, welche transzendenten Transformationen er in den andern 
Fällen meint. 

In der Tat, die logarithmische Transformation (16) verwandelt oo? der oo 
Flächen (17) in die Ebenen. Genau so führt nun die Transformation: 

[7] nz=log®, ny=logy, nz=? 

00% von den oo Flächen $. 422, Z.11 v. u. in die oo? Ebenen über, während gleich- 

zeitig wird: 
(dy—yda)d’+odady 

[8] (dy—dz)dz+odrdy= Pe = _n 

Hier stellt die rechte Seite, gleich Null gesetzt, wieder oo! Linienkomplexe zweiten 

Grades dar, deren gemeinsame Singularitätenfläche ein Tetraeder ist, von dem zwei 

Ebenen in die unendlich ferne Ebene zusammengefallen sind, während die Ebenen 

x = 0 und y’ = 0 die beiden andern sind. Aus der Gruppe der Translationen geht 

eine dreigliedrige zu diesem Tetraeder gehörige projektive Gruppe hervor, nämlich: 

[9] ea, Bau, 5 2, 


An die Stelle der Minimalflächen treten solche Flächen, die von Integralkurven 
einer Gleichung: 
[10] (dy — ydaı)d! +odedyV —0 


erzeugt sind. Man erhält jede solche Fläche, indem man zwei durch einen Punkt 
gehende Integralkurven von [10] nimmt und die eine vermöge oo! Transformationen 
der Gruppe [9] längs der andern hinführt. 

Für die Flächen S. 424, Z. 16 leistet die Transformation: 
[11] + y=7z, zelgr, y-y 
das Entsprechende. Bei ihr wird: 


112] 2dy +dedz+odedy= 


2dy (ddy —ydar)+ded? +odedy’ 
x’ sn 
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wo die rechte Seite, gleich Null gesetzt, oo! Linienkomplexe zweiten Grades dar- 
stellt, deren gemeinsame Singularitätenfläche ein Tetraeder ist, von dem drei 
Ebenen ins Unendliche fallen, während die vierte die Ebene x’ —= 0 ist. An Stelle 
der Gruppe der Translationen tritt die projektive Gruppe: 


[13] Y=ars, Y=y+b, 3 =z2+2by+b-+ec. 

Schreibt man die Flächenschar S$. 423, Z. 16 in der Form: 

erg + A)+OYy+B)=0, j 
so erkennt man, daß die Transformation: 
[14] 0 U Ar iz 
00° der oo® Flächen in Ebenen verwandelt. Es wird: 
el, 
’ 


[15] dzsdy+od?= „2 


man stößt also wieder auf eine Schar von oo! Linienkomplexen zweiten Grades. 
Die gemeinsame Singularitätenfläche ist ein Tetraeder, von dem zwei Ebenen in 
die Ebene z2’—=0, zwei in die unendlich ferne Ebene zusammengefallen sind. An 
Stelle der Gruppe der Translationen tritt die dreigliedrige projektive Gruppe: 


[16] mec2402.. 0 - 9b, 02, 
Endlich bestimmen die Gleichungen: 
[17] 2 —- ıyHie=?r, y_It-y, =7 


eine algebraische Transformation, bei der 00% von den oo Flächen 8. 425, Z.8 in 
die Ebenen übergehen. Dabei wird: 


[18] dep — dad +od® = dy?— dad?! + ("dy — ydr')de +ode:. 


Die hier auftretenden oo! Linienkomplexe zweiten Grades haben zur gemeinsamen 
Singularitätenfläche die unendlich ferne Ebene, vierfach zu zählen. An die Stelle 
der Gruppe der Translationen tritt die dreigliedrige projektive Gruppe, die von den 
infinitesimalen Transformationen: 

p’ 2a a’q' 1 y r", q’ “a, r, y' 
erzeugt ist. ' 

Die Betrachtungen von S. 426f., Nr. 20, 21 lassen sich auf jeden der vier be- 
sonderen Fälle übertragen. 

S. 427, 2.3—1 v.u. Die Beantwortung dieser Frage scheint allerdings nicht 
gerade einfach zu sein. 

S. 428, Z2.19—21. Die Fläche enthält oo! ee die in oo! 
verschiedenen Ebenen liegen. Diese Haupttangentenkurven können nicht krumm 
sein, denn sie enthielten sonst oo? Punkte der Fläche, und die oo! Ebenen wären die 
sämtlichen Tangentialebenen der Fläche, die dann, gegen die Voraussetzung, ab- 
wickelbar wäre. 

S.428, 2.3,2 v.u. Soll eine nicht ausgeartete Fläche zweiten Grades Mini- 
malfläche sein, so muß jede Erzeugende der einen Schar in bezug auf den Kugel- 
kreis konjugiert sein zu jeder Erzeugenden der zweiten Schar (im Sinne von S. 414). 
Schneidet daher die Fläche auf der unendlich fernen Ebene einen wirklichen Kegel- 
schnitt aus, so muß jeder Punkt dieses Kegelschnittes zu jedem anderen Punkte 
des Kegelschnittes konjugiert sein. Schneidet sie ein Geradenpaar aus, so muß 
jeder Punkt der einen Geraden des Paares zu jedem Punkte der anderen Geraden 
konjugiert sein. Das eine ist aber ebenso unmöglich wie das andere. 
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S. 429, Z.1—4. Die Fläche wird durch die Transformation eine Minimalfläche 
und, da sie eine Regelfläche ist, eine Schraubenfläche. Vgl. Catalan, Sur les sur- 
faces röglöes dont l’aire est un minimum. Liouvilles Journal, I. Serie, Bd. 7 (1842), 
S. 203—211. 

S. 429, Z. 19f. Weil nämlich eine’ projektive Transformation, die einen andern 
Kegelschnitt K in den Kugelkreis überführt, die Fläche nicht in eine Minimal- 
fläche verwandelt. 

8.429, 7 21—25. Diese Cayleysche Linienfläche ist ein besonderer Fall der 
Steinerschen Fläche und enthält 00? Kegelschnitte, die von 00! Ebenenbüscheln 
ausgeschnitten werden. Ist sie eine Minimalfläche, so schneidet sie nach Abh. XVII, 
S.305 die unendliche ferne Ebene in Jauter Geraden. Diese Ebene ist also für die 
Fläche singulär. 

S. 429, 2.2 v. u.—S. 430, Z. 2. Die Gleichungen (26) und (28) auf S. 437 gelten 
ganz allgemein, also auch, wenn „= — iE + Bist. 

S. 431f., Nr. 33, 34. Wir setzen: 


[19] pt—qs=V, qr—ps=W, 
dann wird: 

0, 8, —=—2pqV’ +Q2W 
[20] BE 2 pq gWw, 


\8,=pV—2pgW, &,=pW 


und die zu berechnende Determinante ist: 


@V —2pqV’+qQW pV —2pqW PW 0| 
| 0 2V —2pgaV’ +2W pPV—2pqaW p?W | 
th 290 1-+p% 0 0. 

0 i+@ —2pq i7P 0 
| 0 0 I+q4 —2pg 1I+p 


Wir ziehen von der ersten Zeile ab die mit V multiplizierte dritte und die mit W 
multiplizierte vierte, ebenso von der zweiten Zeile die mit V multiplizierte vierte 
und die mit W multiplizierte fünfte. Die beiden ersten Zeilen werden dann: 


—V ——W -V7/ —-W 0 
0. —V —W —-V -—-W 
und die ganze Determinante gibt entwickelt: 
v2 { (345) + (235) — (145) + (125)) + 
+ W2{(145) + 13) — (125) + (123)} + 
+ VW {— (245) — (234) — (124) }, 


wo die Ziffern angeben, welche Spalten aus den drei letzten Zeilen auszuwählen 
sind. So ergibt sich die erste Gleichung auf $. 432 in der Form: 


[21] A sl HM)P Hp WHUHNM=U. 


+ 
Hieraus folgt: 
A+MUT=-(AMW Hr YP’+A+PrP)N. 


Nun aber ist: 
B=r)t4p9V 79W, (IEMDWFPEV -9B pe gt, 
also: 


AFMUT=-EBR—Mpgs+t)B+Pßsti? +++, 
woraus sich die Liesche Gleichung (21) ohne Schwierigkeit ergibt. 
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S. 432, Z. 11—9 v. u. Daß wir das gefunden haben, kann man wirklich nicht 
sagen; wir können es nur aus dem damals Gesagten herauslesen. In der Tat be- 
stimmen ja die Gleichungen: de = 0 und: dy — dz = 0) zwei einander zugeordnete 
Scharen von parallelen Ebenen, und auf diese Gleichungen kann man jede beliebige 
lineare homogene Transformation in dz,dy,dz ausführen. 

S. 432, 7. 9—4 v.u. Man kann auch so schließen: Jedes Kegelschnittbüschel 
der unendlich fernen Ebene, das den Kugelkreis enthält und vier verschiedene 
Grundpunkte hat, bestimmt nach $. 419 oo* Minimalflächen. Die Ebenen z = const. 
schneiden auf dem Kugelkreise zwei der vier Grundpunkte aus, also bleiben noch 
zwei willkürlich, so daß man gerade oo? verschiedene Büschel bekommt. 

S. 434, 7. 14—17. Hier macht Lie bereits von der Tatsache Gebrauch, daß 
&,n und &,»1 Funktionen von p,q sind, was er erst in Nr. 39 beweist. 

S. 434, 7. 10—8 v. u. Bewiesen ist das allerdings in $3 nur für den Fall, daß 
A keinen der beiden Werte -- i besitzt. Für den Schluß, daß f(&) und f, (£,) nieht 
beide arbiträr sind, hat jedoch dieser Umstand offenbar keine Bedeutung. 

S. 434, 7.64 v. u. Zweiinr, s, t lineare homogene Gleichungen, deren Koeffi- 
zienten Funktionen von p,q sind, haben entweder gar keine Lösung gemein oder 
oo4. Nur wenn sie die Gleichung: rt — s®—= 0 nach sich ziehen, wenn also alle 
- etwaigen Integralflächen abwickelbar sind, gilt das nicht; dann können sie sogar 
00® gemeinsame Lösungen besitzen (d. Ausg. Bd. IV, Abh. IX (1895), S. 340). Da 
die Gleichungen von x, y, 2 frei sind, erhält man aus einer etwaigen Integralfläche 
sofort oo! durch Ausführung aller Translationen und der Ähnlichkeitstransforma- 
tionen, die den Koordinatenanfang zum Mittelpunkte haben. 

S.434, 2.3 v.u.— 8. 435, 7.4. In Wahrheit sind 7 und n, unbekannte Funk- 
tionen von & und &, und es handelt sich darum, die Bedingungen abzuleiten, 
denen diese Funktionen genügen. Dabei hat man fortwährend im Auge zu behalten, 
daß p und q bekannte Funktionen von &,n, &,,nı sind, während andrerseits $,n, 
&, 1 als Funktionen von p und q aufgefaßt werden können. 

8.436, Z.6f. F und ® sind infolgedessen auch bekannte Funktionen von 
E,n, &,M. Ebenso kann man in (25) die Größen p,q,r,s durch &,n, &, 1 und t 
ausdrücken. 

S, 436, Z.1v. u. Es ist selbstverständlich: 


und so weiter. % 

S.437, 7.2f. Das F hier darf man nicht mit dem früheren, S. 436, Z. 5 ver- 
wechseln. Ferner erinnere man sich der Anm. zu 8. 436, 2. 6f. 

S. 437, Z7.4—1 v.u. Wenn die Gleichungen: 


dy (= a) 
Fre .): Frögier 


beide denselben Kegel zweiten Grades (1), $. 415 darstellen, so bestimmt die Glei- 
chung (23) alle Flächen, deren Haupttangenten konjugiert sind in bezug auf den 
Kegelschnitt, den dieser Kegel auf der unendlich fernen Ebene ausschneidet. Die 
Gleichungen (23) und (24) bestimmen also alle Flächen, deren Haupttangenten 
konjugiert sind in bezug auf jeden Kegelschnitt des Büschels, dem der Kugelkreis 
und der genannte Kegelschnitt angehören. In $1 ist aber gezeigt, daß jedes solche 
Büschel von Kegelschnitten oo® Flächen bestimmt, deren Haupttangenten in der 
beschriebenen Beziehung zu dem Büschel stehen. Die Gleichungen (23) und (24) 
haben daher stets oo Integralflächen gemein, wenn die im Anfange gemachte 
Voraussetzung zutrifft. Die Bedingung (28) ist daher in diesem Falle identisch 
erfüllt. 


a ee 


a a a din 


Minimalflächen erzeugt durch Translation von Kurven 827 


S. 437, Z.1 v.u.— 8.438, Z.1. Wie das bewiesen werden kann, deutet Lie 
in Abh. XXVII, S.461, Anm. für einen allgemeineren Fall an. Indem man bei 
konstanten &, 1, dnı:d&,, d?n,:d&? nach & differentiiert und in entsprechender 
Weise nach £&,, erhält man zwei Gleichungen, die d’n:d& und d?n,:d£} bestimmen. 
Nun faßt man das System aller drei Gleichungen auf als ein System von partiellen 
Differentialgleichungen, das n und 7, als Funktionen von & und &, bestimmt und das 
die Gleichungen: 


und die daraus durch Differentiation hervorgehenden umfaßt. Für &— &, SE 
bleiben nur 7, 1, dn:dE&. dnı:d&,,d?n:d&? willkürlich wählbar, also enthält die 
allgemeinste Lösung des Systems fünf willkürliche Konstanten, das heißt gerade 
soviel wie der allgemeine Kegelschnitt. Weil nun jeder Kegelschnitt eine Lösung 
des Systems liefert, ist hiermit die allgemeinste Lösung des Systems gefunden, da 
singuläre Lösungen nicht auftreten können. 

Aus Abh. XXVII a. a. O. können wir noch entnehmen, daß die Gleichung (28) 
die Form besitzt: 

1 dr EHE 1 den 


 dmsantı mia 
era)" (era) 
wo p und q aus 8. 434, 2.2 v. u. zu berechnen sind. 

S. 438, Z.7f. Die gewundene Kurve soll selbstverständlich keine Minimalkurve 
sein. Zu der Fläche gehört ein Büschel von Mongeschen Gleichungen zweiten 
Grades, in dem die Gleichung: Z dx? — 0 enthalten ist. Jede dieser Mongeschen 
Gleichungen bestimmt auf der Fläche zwei Kurvenscharen von solcher Beschaffen- 
heit, daß die Fläche erzeugt wird, wenn man eine Kurve der einen Schar durch 
Translation längs einer Kurve der andern Schar fortführt. 

8.438, Z. 11—14. Vgl. S. 425—427. Daß die Fläche hierdurch charakterisiert 
ist, beruht auf folgendem: Jedem Punkte P des sphärischen Bildes entspricht ein 
Flächenelement E der Fläche, dessen Ebenenrichtung parallel ist der Ebene des 
größten Kreises, der die Polare von P ist. Es sei Q der Punkt dieses Flächenelementes, 
und das sphärische Bild der Fläche liege auf der Kugel vom Halbmesser 1 um Q 
als Mittelpunkt. Den beiden durch Q gehenden Haupttangentenrichtungen des 
Elementes E entsprechen dann in der sphärischen Abbildung die Tangentialrich- 
tungen der beiden durch P gehenden sphärischen Kegelschnitte. Diese Tangential- 
richtungen sind die Doppelelemente der Involution, die man erhält, wenn man durch 
P an jeden der konfokalen Kegelschnitte den berührenden größten Kreis legt und 
jedesmal in P die Tangentialrichtungen dieser Kreise nimmt. Bei der sphärischen 
Abbildung geht diese Involution über in eine Involution von Linienelementen des 
Flächenelementes E, welche dessen Haupttangentenrichtungen zu Doppelelementen 
hat. Da nun die sphärischen konfokalen Kegelschnitte zu reziproken Polaren 
sphärische Kegelschnitte haben, die ein Büschel bilden, so wird die in E auftretende 
Involution von Linienelementen von den Kegeln zweiten Grades ausgeschnitten, 
die Q zur Spitze haben und durch die Kegelschnitte des Büschels gehen. In jedem 
Punkte Q der Fläche sind demnach die Haupttangenten konjugiert zu allen Kegel- 
schnitten des Büschels, das von dem eben erwähnten Büschel von Kegeln auf der 
unendlich fernen Ebene ausgeschnitten wird. 

P. Stäckel hat in der Abhandlung: „Bestimmung aller Kurven, durch deren 
Translation Minimalflächen entstehen‘, Gött. Nachr. 1905, S. 343—357, die von 
Lie gelöste Aufgabe auf anderem Wege behandelt und glaubte beweisen zu können, 
daß die Scherkschen Minimalflächen nicht die einzigen sind, die der gestellten 
Forderung genügen. Er fand nämlich Flächen, deren Gleichungen zwei Parameter 
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enthalten, und glaubte, diese seien beide wesentlich. G. Scheffers hat dann in einer 
Arbeit mit derselben Überschrift, a. a. O. 8. 472—-477, gezeigt, daß der eine der 
beiden Parameter beseitigt werden kann, wenn man die unabhängigen Veränder- 
lichen u,v, die Stäckel bei der Darstellung der Flächen benutzt hat, geeignet 
wählt. Die Richtigkeit des gefundenen Satzes wird daher un Stäckels Unter- 
suchung nur von neuem bestätigt. 

S.438, 2.3—1 v.u. Vgl. Abh. VII (1870), S. 87, N 6, ferner Abh. XXII 
(1878), S. 346f., ferner Ann. XV (1879), S.496f. (d. Ausg. Bd. II, Abh. III, $10, 
Nr. 26). Endlich Bd. III d. Ausg., Abh. I (1872) S.3, Nr.5. 

Im Frühjahre 1880 schreibt Lie an F. Klein: 

„Ich kenne nun nicht allein alle Berührungstransformationen, die die Diffe- 
rentialgleichung der Minimalflächen invariant lassen, sondern sowohl alle algebra- 
ischen, wie alle eindeutigen derartigen Transformationen. Dies letzte beruht auf 
meiner Bestimmung aller Minimalflächen, deren Klasse eine Primzahl ist.‘ 


Zu XXVa, 8. 438f. 


8.438, Z.23—26. Vgl. Bd. VI d. Ausg. Abh. XXVI (1896), 8. 645. 


Zu Abhandlung XXVI, 8. 440—449. 


Die Arbeit ist, ohne wesentliche Änderungen, wieder abgedruckt als Note 5 
zu der Abh. in Bd. XX der Math. Ann. (1882), S.447—454 (d. Ausg. Bd. II, Abh. IV, 
Schluß). 

S. 440, Gl. (2). Besser wäre es, für 1 + XY zu setzen X +Y. 

S. 442, Gl. (9) und (10). Die zweite geht aus der ersten hervor, wenn man X 
durch — 1:Y ersetzt. Das macht sich auch nachher auf Z. 11f. bemerklich. 

S. 443, Z. 6—8. Wir setzen: 


W=b+ (2b,+a)X-+ (b, — 2a) X?— a,X®, 

dann ist nach (7): 
„Xi 
a 


X=W—X”, 
was die Umgestaltung von Gleichung (13°) etwas erleichtert. 
S. 444, 2.2,1 v.u. Das Bogenelement wird: 
e(2+vV) (1+ABerltivV))?2dady, 


hat also die charakteristische Form: (u + v)dudv. 
S.445, Nr.7. Wegen , = «a, wird ® = 2a,— 4b,, so daß man die zweite 
und die vierte Gleichung (16) so schreiben kann: 


2a, Gb -—0, a0 —+ 2b,a, =. 


Ist daher 44 = 40,c, — w? + 0, so folgt sofort: a, = b, = 0, was Lie merkwürdiger- 
weise übersehen hat. Die Gleichungen Z. 10, 9 v. u. werden: 


o@+2b)=0, (+ 2b)=0, 
44A+o(w+2b)=0, 
also sind und + 2b, beide + 0, demnach: c, = a, = 0 und schließlich b, = 0. 


Minimalflächen, deren Bogenelement die Liouvillesche Form hat 829 
Man hat daher: 
2X? — oX2, 2Y?—wY: 
und nach (7): 


En | nr 1 EEE 
ee N 0 
somit für = 2k2: 
: @ D 
X= Ace, Y—= Betty, = Y=y' 


Das Bogenelement wird: 
erkatV (1+ABet@tvW)2daedy. 
S. 447, Z. 15—17. Das Bogenelement wird nämlich: 
cos?y cost ze W 1 +tgetgy®’daedy= er e=y) cos?(T — y)dzdy, 
was auch so geschrieben werden kann: 


te? b—2i)(2—y) {1 -+ eite-v) } :dady. 

S.448, 2.7,6v.u. E.B our, Theorie de la deformation des surfaces. Journ. 
de l’Ee. polyt. T.22, Cah. 39 (1862), S. 97—109. 

S. 448, 2.5—1 v. u. Man hat die Funktionalgleichung: 


KHrH2XXYY+RXNYY=o® (2 — y) 
zu behandeln. An die Stelle der Gleichung S. 440, Z. 4 v. u. tritt daher die einfachere: 


S. 449, Z.1—12. Die Arbeit hat den Titel: Etudes des elasscides ou surfaces a 
courbure moyenne nulle par Albert Ribaucour. Couronn& par l’Acad&mie dans 
la seance publique du 16 d&cembre 1880. Erschienen Brüssel 1882. 

Die im Jahre 1880 von der Akademie gestellte Preisaufgabe lautete: ‚‚Trouver 
et discuter les &quations de quelques surfaces algebriques A courbure moyenne 
nulle.‘“ 

Auf S. VI der Vorrede, die geschichtlichen Inhalts ist, findet man folgende 

. Bemerkungen: 

„Depuis que l’Acad&mie royale de Belgique a pos& ce probleme qui fait l’objet 
de notre &tude, un geometre du plus grand me£rite a successivement publie un grand 
nombre de beaux resultats sur les surfaces minimas: M. Sophus Lie a donn& 
la veritable solution du probl&me de Monge; il a montr& que les surfaces A courbure 
moyenne nulle sont de deux facons des surfaces moulures ; il a en outre donne, 
du probleme de Björling, une solution s’appliquant & des cas particuliers int6res- 
sants. Enfin il a discut6 quelles sont les surfaces minimas d’ordre et de classe 
determines. 

„Les resultats de M. Sophus Lie viennent öter le plus grand interet & nos 
recherches. S’il nous a &t& penible, apres avoir cherch& et trouv& la solution du 
probl&me de Monge et de bien d’autres, de recevoir les communications du tres- 
savant geometre de Christiania, nous n’avons pas moins r&solu de transmettre & 
l’Acad&mie royale de Belgique nos recherches en developpant surtout ce qui s’öcarte 
des propriöt&s publides.“ 

In Bd.XX der Math. Ann. (d. Ausg. Bd. II, Abh. IV) erwähnt Lie die 
Ribaucoursche Abhandlung nicht. 
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8.449, Z.3—1 v.u. Die Gruppe aller B. T., bei denen Krümmungslinien in 
Krümmungslinien übergehen, ist in der Anm. zu Abh. XVI, S. 282, 2.3—1 v.u., 
S. 774 angegeben. Soll andrerseits eine infinitesimale B. T. alle Mannigfaltigkeiten 
von n — 1 Dimensionen oder genauer gesagt, alle Vereine von oo"! Elementen!) 
mit gemeinsamem sphärischen Bilde in ebensolche Vereine überführen, so muß sie 


das Bogenelement: 
> De De 1.3 ea 
vzp) Pi zpi 


i 


invariant lassen. Ist H(x, p) die zugehörige charakteristische Funktion, so ergibt 
das die Bedingung: 
22dp,dH,, 22dp}. Zp:H,, 


ET 63T, 
__ 22p.dpi Ben Nena nl, 
zp! Ip} CHE er 


Setzt man hier den Koeffizienten von dx, gleich Null, so findet man: 


IP}. IH, 2,4P:— Zpidpı - peu, —0: 
Ä 0 


so daß alle Hz;x, verschwinden müssen. Demnach ist H near ın d.- -.,2,.. Da 
nun die euklidischen Bewegungen und die Ähnlichkeitstransformationen alle die 
gestellte Forderung erfüllen, und da dasselbe von der infinitesimalen Paralleltrans- 


formation V, = (Z p3)? gilt, so bleibt nur noch zu untersuchen, obH=2c«2,.% 
die verlangte Eigenschaft besitzen kann. Man überzeugt sich aber ohne Schwierig- 
keit, daß das nicht möglich ist. 

Die kontinuierliche Gruppe aller B.T., bei denen Krümmungs- 
linien kovariant sind und alle Vereine von oo" -ı Elementen, die 
dasselbe sphärische Bild haben, in ebensolche Vereine übergehen, 
wird erzeugt von den euklidischen Bewegungen, von den Ähnlich- 
keitstransformationen und von den Paralleltransformationen. 


Zu XXVla, S. 449. .' 


S.449, 7.104 v.u. Lie vervollständigt hier die Andeutung auf S. 448, 
7.3—1 v.u. Man vgl. Abh. XXIV, 8. 365—368, besonders 8. 368, 2.5—1l v.u. 
und die Anm. dazu, $. 811f. Setzt man in den Gleichungen einer Minimalkurve (vgl. 
Abh. XVII, 8. 310, Gl. (ß)) für F’(s) die Funktion Cs°, so erhält man die Minimal- 
kurve: 


z—=— C(ce— 1)(e—2)s+ + Cc(e—1)se”?, 
(1) ıy= illc—1)(e—2)s® + + iCc(e—1)se”?, 
\ a— 2Cce(e — 2) sert. 


Bei der infinitesimalen Transformation: ös = söt werden die Punkte der Kurve 
so unter einander vertauscht, wie bei der linearen infinitesimalen Transformation: 


ÖL _ " By = 62 Er 
m Eee-Yatiy F--iste-Dn gende 


1) Lie spricht der Bequemlichkeit wegen von „Flächen“. 
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des Raumes x, y,z. Ebenso erhält man für: F = Ce°® die Minimalkurve: 
z=(l(— 232 +2cs+c2—2} ees 
(III) y=iC{3®?—2cs+c2 +2) es 
z2=2C0(s— c)e°s, 


Hier bestimmt die infinitesimale Transformation ös — öt die folgende lineare in- 
finitesimale Transformation: 


dx öy_. =, 
(IV) Te 3 Dr 7a 2 Zu ui 5 Far ak Ak Bad 


des Raumes. Man beachte, daß bei (IV) bloß ein Punkt des Kugelkreises in Ruhe 
bleibt, während es bei (II) zwei solche invariante Punkte gibt. 


Zu Abhandlung XXVII, S. 450-466. 


Diese Arbeit ist deshalb höchst bemerkenswert, weil Lie nur durch eine lange 
Reihe wirklich schwieriger Betrachtungen zur Lösung des von ihm gestellten Pro- 
blems gelangt ist, dann aber seine Lösung in einer außerordentlich einfachen 
Form aussprechen konnte. Dabei ist wiederum höchst merkwürdig, daß ihm damals 
die Beziehung der gefundenen Lösung zu dem Abelschen Theoreme entgehen 
konnte, obwohl er von 1873—81 zusammen mit Sylow an der neuen Ausgabe von 
Abels Werken gearbeitet hatte. Es würde ihm sonst zweifellos eine ganz besondere 
Genugtuung bereitet haben, zu sehen, daß seine geometrische Fragestellung ihn 
geradezu auf das allgemeine Abelsche Theorem für p—=1 geführt hatte. Die 
Gleichgültigkeit, mit der die andern Mathematiker Lies Untersuchungen betrach- 
teten, zeigt sich sehr deutlich darin, daß auch keiner von ihnen den erwähnten Zu- 
sammenhang bemerkte. So hatte Lie schließlich wenigstens die Befriedigung, 
selber der erste zu sein, der darauf hingewiesen hat. Er tat das in der Note: „Sur 
une interpretation nouvelle du theoreme d’Abel“, C.R. Bd. 114 (1892), S. 277—280 
(d. Ausg. Bd. II, Abh. IX). Dabei hebt er hervor, es sei allerdings selbstverständlich, 
daß das Abelsche Theorem angewandt auf die Kurven vierten Grades Lösungen 
seiner Aufgabe liefert, daß es aber alle Lösungen liefert, sei „une verit& assez 
cachee dont je dois la decouverte A un heureux hasard“ (a.a.O. $. 278, Z.4v.u.). 

Lie ist in späteren Arbeiten noch mehrmals auf die hier behandelte Aufgabe 
und auf deren Verallgemeinerung für den Raum von n Dimensionen zurückgekommen: 
Leipz. Ber. 1892, S. 447—472 (d. Ausg. Bd. II., Abh. XI), ebd. S. 559579 (Bd. II, 
Abh. XII). Leipz. Ber. 1896, S. 141—198 (Bd. II, Abh. XIII), wo unter anderm 
die Entwickelungen der vorliegenden Abhandlung in vereinfachter Darstellung 
wiederholt werden, endlich ebd. 1897, S. 181— 248 (Bd. II, Abh. XIV). 

S. 450, 2.6—1 v.u. Hier ist noch zu nennen Abh. XVII (1877), S. 286 ff. 

S. 450, Z. 12—7 v. u. Einen analytischen Beweis hierfür gibt Lie Leipz. Ber. 
1892, S. 449f. (d. Ausg. Bd. II, Abh. XI, $1). Ist: 


ee AM PAD, ... 
die Translationsfläche, so hat man: 
[1] Gy rAl—-aBEM=0, GÜd)—pAlT)—gB;()=0 
und durch Differentiation der ersten Gleichung nach r: 
ANUAD+SBe) + BIS Hd)+BEd))=0, 
was eben die Gleichung S. 450, Z.8 v. u. ist. 
Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd.I 53 
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Ein synthetischer Beweis kann aus Abh. XVII (1877), 8. 289f., Nr.9 ent- 
nommen werden. Daß bei einer beliebigen Translationsfläche die Kurven: t — const. 
und: 7 = const. im allgemeinen zwei verschiedenen Linienkomplexen angehören, 
macht dabei keinen wesentlichen Unterschied. 

Es würde das Verständnis des Folgenden erleichtert haben, wenn Lie gleich 
hier darauf aufmerksam gemacht hätte, daß in der Gleichung $. 450, Z.8 v. u. die 
Größen &,91, &,N2 bestimmte Funktionen von p und q sind, sobald die Trans- 
lationsfläche gegeben ist. Dann hat man ja außer den Gleichungen: 7, = fı (&), 
n2 = fr($,) noch die beiden: ps, +qm =1, p& + qm =1. Es ergibt sich also, 
daß jede vorgelegte Translationsfläche: x = A,(t) + A;(r),.... eine ganz bestimmte 
Differentialgleichung 2. O. von der Gestalt: 


[2] RP,dr+SP@,ds+ Tp,gt=0 
befriedigt. 
Bei der von Lie gewählten Darstellung muß der Leser überrascht sein, daß auf 


S.451, Z2.4—8 auf einmal von zwei partiellen Differentialgleichungen 2. O. die 
Rede ist. 


In den Leipz. Ber. 1892, S. 457f. (d. Ausg. Bd. II, Abh. XI, Schluß von $ 3) 
zeigt Lie, daß die gefundene Differentialgleichung die charakteristische Eigen- 
schaft besitzt, daß die zugehörige Gleichung: 


[A] Rap®+Sdpdq+ Td? = 
eine allgemeine Lösung von der Form: 
gq=ap+ w(a) 


hat, unter a die Integrationskonstante verstanden. Dieses Ergebnis liegt übrigens 
unmittelbar in den Gleichungen [1], aus denen, wenn man die erste nach r (oder die 
zweite nach t) differentiiert und dann t und r eliminiert, die Gleichung [2] unmittel- 
bar hervorgeht (vgl. Bd. IV d. Ausg., S. 621). Schreibt man die Gleichungen [1] 
in der Form: 


[1] p+tqu=ol), ptgw=P(o), 
so erkennt man, daß u und v als Funktionen von p und q die Gleichungen: 
[3] U im =0, u - Vi, —=0 


befriedigen, während [2] die einfache Gestalt: ir 


[2] r+(u+v)s+uv=0 
annimmt. Die Gleichung [A] wird dann: 
[A’] dp®+(u+v)dpdgq+uvd? =V 


und zerfällt in zwei lineare, deren jede wegen [3] die Gleichung d?q:dp?=0 nach 
sich zieht. 

Daß die Differentialgleichung 2. O. [2’], in der u und v Funktionen von p,q 
sind, dann und nur dann lauter Translationsflächen zu Integralflächen hat, wenn u 
und v die Gleichungen [3] befriedigen, das hat wohl G. Scheffers zuerst aus- 
gesprochen. Vgl. seine „Bemerkungen zur vorstehenden Abhandlung des Herrn 
Reidemeister‘“, Abh. des Hamburg. math. Seminars, Bd. I (1922), S. 1381. 

S. 451, Z. 17—19. Hinter „gar keine‘ müßte eingeschaltet werden: ‚oder nur 
abwickelbare‘. Vgl. S. 826, Z. 19—23. 

S. 452, Z. 1-4. Lie kommt zum Ziele, indem er ermittelt, unter welchen Be- 
dingungen die Gleichungen (1), S.451 gemeinsame Lösungen haben. Dabei er- 
fordert die Bildung der Integrabilitätsbedingungen ziemlich mühsame Rechnungen 
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(S. 458—460), und nur, weil er diese Bedingungen vorher in einem besonderen Falle 
untersucht hat (S. 452—455), gelingt es ihm, deren Form auch im allgemeinen Falle 
soweit zu durchschauen, daß sie in einer einfachen und brauchbaren Form aus- 
gesprochen werden können ($. 460f.). 

Die Lieschen Entwickelungen hat schon G. Scheffers wesentlich vereinfacht, 
siehe dessen Abh.: „Das Abelsche Theorem und das Liesche Theorem über Trans- 
lationsflächen‘“, Acta Math. 28 (1904), S. 65—91. Eine noch viel größere Verein- 
fachung hat aber Darboux erreicht. In seinen Lecons sur la theorie generale des 
surfaces, Bd. I, 2. Aufl. (1914), S. 151—161 geht er dabei aus von den drei Funk- 
tionalgleichungen, deren Befriedigung das Liesche Problem S. 451, Z2.1—4 ver- 
langt. 

i S. 452, Z. 7f.: „in zwei Weisen‘, damit ist gemeint, daß von den vier Trans- 
lationserzeugungen der Fläche, die paarweise zusammengehören, zwei nicht zu- 
sammengehörige durch ebene Kurven bestimmt sein sollen. 

S. 452, Z. 9: „lineare‘‘, das heißt: „projektive‘“. 

S. 452, Z.13—16. Wegen der Erzeugung durch Kurven in den Ebenen: 
© = const. hat die Fläche Gleichungen von der Form: 


[4] s=a+A,(T), y=BÜ+B,(), 2=0, + C,(); 
also wird: 
[5] Gd)=qBilt), CGr)=pAr(T)+qgB;(t), 


und hier führt die zweite Gleichung auf:pX + qX,=1. Wäre nämlich Gd)=0, 
so wäre auch die zugehörige zweite Erzeugung durch ebene Kurven bestimmt und 
man hätte drei Erzeugungen durch solche Kurven (vgl. 8.453, 2.6—1v. u.). Aus 
demselben Grunde ist der Fall auszuschließen, daß einer der beiden Quotienten: 
Ay(T):Cy(r) und B/(r): C,(r) konstant ist. Insbesondere würde das Verschwinden 
von A,(r) nach sich ziehen, daß die Fläche eine Ebene wäre. 

Wir knüpfen hieran noch einige Bemerkungen. Die Gleichungen: 


Ad)=XC,(), Ber)=X,C;() 


zeigen, daß X, de — X dy = 0 auf der Fläche die Differentialgleichung der zweiten 
erzeugenden Kurvenschar ist, die den erzeugenden Kurven in den Ebenen x — const. 
entspricht. Die Tangenten dieser zweiten erzeugenden Kurvenschar schneiden daher 
auf der unendlich fernen Ebene eine Kurve aus, deren Gleichung erhalten wird, 
wenn man x aus: 

[6] de—=Xdz, dy= X,dz 


eliminiert. Ebenso ist: Yı de — Ydy= 0 auf der Fläche die Differentialgleichung 
der zweiten erzeugenden Kurvenschar, die den Kurven in den Ebenen Yy = const. 
entspricht. Die Tangenten dieser Kurvenschar schneiden daher auf der unendlich 
fernen Ebene eine Kurve aus, deren Gleichung aus 


[7] dz= Ydz, dy= Yıdz 


durch Elimination von y hervorgeht. Endlich schneiden die Tangenten der beiden 
ebenen erzeugenden Kurvenscharen auf der unendlich fernen Ebene die Geraden: 
dz—=0 unddy=0 aus. 

8.452, 2.9 v.u. Die Gleichung (3), auf deren rechter Seite die Klammer 
{ hinter Y stehen muß, wäre besser so zu schreiben: 


9) KX-YY—(—Y)Y)=Y AN —(K— Yı)X?). 


8.453, 2.3—1v.u. „längst“ heißt jedenfalls „spätestens 1872“, Vgl. Bd. III 
d. Ausg., Abh. I, $.3. Siehe auch S. 463f., wo die Flächen mit unendlich vielen 
Translationserzeugungen aufgezählt werden. 
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S.454, 7.1. X,’ und Y;’ haben also hier eine andre Bedeutung als auf S. 452. 
S. 454, Z. 9—11. Es ist zum Beispiel: 


d 


ER 
X =X 


1 de’ 
wo dX:dıx aus Z.2 zu entnehmen ist. 
8.454, Z.9—5 v.u. Noch einfacher ist es, die Verhältnisse: 


rıs:t= X, Yı:— XıY:XY 
zu benutzen. 

S.455, Z2.1—4. Sind X,, Yı von der angegebenen Beschaffenheit, so sind die 
Konstanten A, B, C,D keiner Beschränkung unterworfen, und es ergeben sich nur 
für X, Y gewisse Differentialgleichungen (8. 452f., Nr.5). Andererseits erhält man 
X, = Yı = 0 und y wird, nach Wegschaffung von p,q,r,tund X,, Y, und nach 
Weglassung von s eine Funktion von X, Y, die nur verschwinden kann, wenn sie 
für alle Werte von X, Y identisch verschwindet. 

S. 455, Z. 7—15. Eigentlich müßte (7) in der Form: 

| x S 
1 Tn=%-0=-mm tr In SOanne 
geschrieben werden. In dieser Form würde sich auch die Gleichung (28) in Abh.XXV, 
S.437 ergeben haben, wenn die Koeffizienten F und F, wirklich ausgerechnet 
worden wären. 

Nun wissen wir aus Abh. XXV, daß die Integrabilitätsbedingung erfüllt ist, 
wenn die Tangenten der vier erzeugenden Kurvenscharen auf der unendlich fernen 
Ebene zwei Kegelschnitte ausschneiden. Das tritt jedenfalls ein, wenn dieGleichungen- 
systeme [6] und [7] beide denselben Kegelschnitt der unendlich fernen Ebene be- 
stimmen, wenn also zwischen X und X, eine Gleichung zweiten Grades besteht 
und zwischen Y und Y, dieselbe Gleichung zweiten Grades. Die Tangenten der 
beiden noch übrigen erzeugenden Kurvenscharen schneiden ja auf der unendlich 
fernen Ebene das Geradenpaar dx dy = 0 aus, also auch einen Kegelschnitt. 

Andrerseits zeigen die Betrachtungen auf 3. 827, daß die Gleichung [8] X, als 
Funktion von X und von fünf willkürlichen Konstanten cı,..., 6 bestimmt und Y, 
als Funktion von Y und von denselben willkürlichen Konstanten €, . . +, &- 

Demnach ist der eben besprochene Fall, in dem die Bedingung (7) oder [8] 
erfüllt ist, überhaupt der allgemeinste Fall, wo das eintritt. 

Man kann sich übrigens hier auch ganz unmittelbar davon überzeugen, daß 
[8] in dem angegebenen Falle identisch erfüllt ist. Besteht nämlich eine Gleichung: 


[9] aX? + 5X?®+2cXX,+24X,+2eX+f=0, 
so ergibt sich: 
(X +teX+)M=—(bX+ei,+ es 
(X, +eX +4) X =—(aX?+20X, +b) 
und durch Benutzung von [9]: 
(aX,+eX +4 XM —XN)=dXıteX+f, 


sowle: 
a. cd 


cbe|- 
CR 


[10] (aX,+cX+d) Le 
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Andrerseits aber wird: 
en | ne A a EEE 
—aX, Yy+bXY+eXYy + YX) ++ Y)t+eX+ NH, 


und nunmehr ergibt sich die Gleichung [8] ganz ohne weiteres. 

Daß durch die Gleichung [9], wenn man dieselbe Gleichung zwischen Y und 
Y, hinzufügt, die allgemeinste Lösung von [8] dargestellt wird, das muß dann noch 
in der auf $. 827 angegebenen Weise gezeigt werden. 

S. 455, 2.6,5 v. u. Dabei beachte man [11] und S. 834, 2.1. 

S. 457, 7. 11—1 v. u. Man darf nicht vergessen, daß die beiden Kurvenscharen, 
die durch die Differentialgleichungen: 


[12] de=&dz, dy=ndz und: de=&,d2, dy=n,d2 


bestimmt werden, zwei Erzeugungen liefern, von denen jede durch die andre be- 
dingt ist (vgl. S.450), und daß dasselbe von den beiden Kurvenscharen: 


[13] Un 5,02, dy-n,.d2-und: ag 2,00, ay- n,.02 


gilt. In Abh. XXV wurde von den beiden ersten Kurvenscharen vorausgesetzt, 
daß sie durch projektive Transformation in die beiden Scharen von Minimalkurven 
einer Minimalfläche überführbar sind. Das aber kommt darauf hinaus, daß sie beide 
dieselbe Mongesche Gleichung zweiten Grades mit konstanten Koeffizienten be- 
friedigen. In $3 und 4 von Abh. XXV (S. 429—438) wird dann der Fall erledigt, 
daß noch eine dritte und also auch eine vierte Erzeugung vorhanden ist, und dabei 
stellt sich heraus, daß diese beiden Erzeugungen ihrerseits zu einer Mongeschen 
Gleichung von derselben Art gehören wie die beiden ersten. 

S. 458, Z.2—6. Der auf $S. 457, Z.11—1 von Lie besprochene Satz sagt fol- 
gendes aus: Befriedigen die durch [12] definierten Kurvenscharen beide dieselbe 
Mongesche Gleichung zweiten Grades mit konstanten Koeffizienten, so ist der auf 
S. 458, 7.2—6 angegebene Fall der einzige, wo die Gleichungen (8) gemeinsame 
Integralflächen haben. Der auf S. 458, Z. 2—6 ausgesprochene Satz istin Abh. XXV, 
$ 1; S. 415—425 bewiesen, indem alle möglichen Flächen der betreffenden Art be- 
stimmt werden. Der Satz kann aber, wie Lie nachher andeutet, einfacher bewiesen 
werden. 

S.458, 2.6—11. Das ‚im Vorangehenden‘“ bezieht sich auf S. 452f., Nr. 5. 
Danach sind X als Funktion von x und Y als Funktion von y bestimmt durch 
zwei Differentialgleichungen von der Form: 


ENG y’ 


Tasse wsıp a. va: 


wo H eine Konstante bezeichnet. 

An welche einfachen Betrachtungen Lie denkt, das kann man wohl erraten. 
Die Haupttangenten einer etwaigen Integralfläche von (8) sind zu zwei Kegel- 
schnitten der unendlich fernen Ebene konjugiert (Abh. XXV, S. 414), also auch zu 
allen Kegelschnitten des betreffenden Büschels. Im allgemeinen gibt es in diesem 
Büschel zwei verschiedene Geradenpaare (8.417, A; S.421, B), und man kann durch 
lineare homogene Transformation von z, y,2z erreichen, daß de—=0 dem einen 
Geradenpaare angehört und dy=0 dem andern. Die Gleichungen de —= 0 und 
dy= 0 bestimmen dann zwei Erzeugungen durch ebene Kurven, denen zwei 
andre Erzeugungen durch ebene Kurven entsprechen, und diese liefern nach S. 833 
zwei Gleichungen:pX+qX, =1, pY+qYı=1, woX,X,, Y, Y,in der von 
Lie angegebenen Beziehung stehen. Die Fälle, wo keine zwei verschiedenen Geraden- 
paare auftreten (S.423, C; S.424, D, E), müßten dann allerdings auf andre Weise 
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erledigt werden, wenn man sich nicht damit begnügt, sie als Grenzfälle des allge- 
meinen Falles zu betrachten. Aber gerade die Betrachtungen, die zur Erledigung 
dieser drei besonderen Fälle führen, erlauben es, die Frage ganz allgemein in der 
Weise zu erledigen, daß man bloß zwei Fälle unterscheidet. 

Das Kegelschnittbüschel enthält stets entweder ein Geradenpaar oder eine 
doppelt zählende Gerade. Im ersten Falle kann man erreichen, daß dedy—=0 
das Geradenpaar ist, im zweiten Falle, daß dx? = 0 die doppelt zählende Gerade. 
Im ersten Falle hat nach Abh. XXV, S.415f. eine der Gleichungen (8) auf S. 457 
die Gestalt s— 0, im zweiten diese: t—= 0. Die zweite Gleichung hat beide Male 
die Form (3), S. 416, die der Gleichung (1), S. 415 entspricht. Dabei dürfen offenbar 
im ersten Falle weder b,c,g alle drei verschwinden, noch a, c, f alle drei. Ebenso 
dürfen im zweiten Falle b, c, g nicht alle drei verschwinden. Sonst hätte man näm- 
lich ein Büschel von lauter zerfallenden Kegelschnitten. | 

Die allgemeine Lösung von s= 0 ist: 2= X + Y, und durch Einsetzung in 
(3), S. 416 erhält man: 


(bLeY2 +29 Y’JX"+(a+eX?+2/X)Y’=0, 


[15] nam Mira 
atcX%212/X b+cY':+2gY' 


also: 


= const. 


Darin liegt, daß es oo‘ verschiedene gemeinsame Integralflächen gibt. Eine der 
fünf auftretenden Integrationskonstanten ist nämlich nicht wesentlich, weil 
z= (X+C)+(Y-—C) für alle Werte der Konstanten C dieselbe Fläche ist. 

Die allgemeine Lösung von t=0 ist: 2= Xy-+ X,, was in (8), 5. 416 ein- 
gesetzt die beiden Differentialgleichungen liefert: 


Fort 29X +ceX)X’"—=2(0X+gX)X, 

1B+29X+0X)X =2le+ X +gXı+ceXX,)X. 

Diese aber bestimmen gerade oo? gemeinsame Integralflächen. 

S. 458-461. Diese langen Rechnungen hat Lie in den Leipz. Ber. 1896, S. 187 


bis 189 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XIII, Kap. VII) wesentlich vereinfacht, indem er 
mit Legendre statt x, y,2 die Größen: 


[16] 


9,,9=2— pP —4Y 


als neue Veränderliche einführt und © als Funktion von p,q betrachtet. 
S. 458, Z2.9—2 v. u. Hier ist also: 


Apr tms, Ar Erst Mt: 


ee, 
8.459, 2.5. Hier ist: 7, = 72 

E, 

S.459, 2.31 v. u. In den Leipz. Ber. 1896, $. 185 (a. a. O., Kap. VII) gibt 
Lie den Wert von A an: 


[17] A=e6n- a) (E12 — 8203) &, m — End) (Ena — Eau) 


und bemerkt, daß in einem Punkte von allgemeiner Lage auf einer nicht abwickel- 
baren Fläche die vier Richtungen &;,:n; verschieden sind. 

S.459, 7.8 v.u. Mit A,, bezeichnet Lie die Determinante, die übrig bleibt, 
wenn man aus 4 die i-te Zeile und die k-te Spalte wegläßt. 

S, 460, Z.9,8 v.u. Das geht aus S. 452—455 hervor. Dort ist nämlich nach 
unsern jetzigen Bezeichnungen: = 0, = X, = X, =0,4,=Ym=Yı: 
Ist aber jedes n, eine lineare Funktion von £,, so kann man immer durch lineare 
homogene Transformation von 2, Y,2 erreichen, daß n, = 0, & = 0 wird, und dann 
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ergibt sich von selber: ,—=X,,...,wX,=AX+B,Yı=CX-+D. Es werden 
also die damaligen Entwickelungen anwendbar. 


S.460, Z2.4—1 v.u. Das heißt, wenn die beiden ersten Erzeugungen durch 
eine Mongesche Gleichung zweiten Grades mit konstanten Koeffizienten bestimmt 
werden, und wenn von den beiden letzten Erzeugungen dasselbe gilt. Vgl. S. 458, 
7. 2—6 und S. 437f. sowie die Anm. dazu, $. 835 und 827. 


S. 461, Z. 3—5. Das entspricht dem allgemeinen Falle, wo zwei nicht zusammen- 
gehörige Erzeugungen durch ebene Kurven bestimmt werden. Man kann dann 
wie vorhin 7, = 0, &, = 0 annehmen und es wird wieder: &, — X,j,.... Vgl. S. 456. 


S. 461, Z. 12f. Siehe die vom 2. 2. 1882 datierte Abh.: ‚Ein Beitrag zur metho- 
dischen Behandlung der metrischen Eigenschaften algebraischer Kurven‘, Arch. 
for Math. Bd. VII, S. 109—114 (1882). Darin beweist Holst folgenden Satz: Auf 
einer ebenen algebraischen Kurve n-ter Ordnung sei ein Durchlaufungssinn fest- 
gesetzt. Schneidet diese Kurve eine Gerade in n Punkten unter den Winkeln 
Ps: ++, 9, und sind o,,..., 0, die zu den Schnittpunkten gehörigen Krümmungs- 


halbmesser, so ist stets: 
on n 


18 re 
us] > P, Sin? o, 0 


Diese Gleichung stimmt offenbar mit (11) überein, denn es wird in leicht verständ- 
licher Bezeichnung: 
3 
1 I ‚2 > + ’ 
[19] p, at en Y ) R sin 9,= p IYı j 


Y tat 


wenn p (rt — z,) + q(y — y,) = 0 die Gleichung der schneidenden Geraden ist. 
Die ‚„kompletierende Bemerkung“ ist auf Z. 3—1 v. u. ausgesprochen. 
Später hat Lie erfahren, daß Holst nicht der erste Entdecker des Satzes war, 
daß dieser vielmehr schon früher von Reiß gefunden und bewiesen worden ist 
(Leipz. Ber. 1896, S. 193f., d. Ausg. Bd. II, Abh. XIII, Kap. VII). Was er selbst 
hinzugefügt hatte, bezeichnet er da als die Umkehrung des Satzes von Reiß. 
Michel Reiß hat seinen Satz schon 1837 veröffentlicht in einem ‚„M&moire 
sur les proprietes generales des courbes algebriques, suivi d’un Appendice ....“ 
Correspondance math&matique et physique, publiee par A. Quetelet, Bd, IX, 
Brüssel und Leipzig, S. 249—308. 
S. 461, Z2.13—1 v.u. Der Falln = 2, wo die Gleichung 7. 10 v. u. noch nicht 
auftritt, ist auf S. 827 erledigt. Es sei daher n > 2. Dann ist jedes n, eine unbekannte 
Funktion von £&,, und wegen der Gleichungen: 


[20] Nerkleı ea) rel Me) EN ee (k=1,...,n—2) 


müssen &,...,&, und also auch 7%,...,n„ als Funktionen von £&,, &, aufgefaßt 
werden. Es sind also bloß &, und £&, als die unabhängigen Veränderlichen zu be- 
trachten, und es wird zum Beispiel: . 


Im+(&ı 3) — (Mm— ER BE Fe) lm —)> 
[21] = 
N2+k ’ ‚OS2rk Omar __ „ O&s4x 
ö5, — Ng+%k d8, ’ O5, Ns re 5, a 


Differentiiert man jetzt 2 f;n/ —= O nach £&, und &, und benutzt [21], so erhält 
man zwei nach n'",n,' aufgelöste Gleichungen. Differentiiert man noch einmal, 
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so erhält man drei Gleichungen, von denen zwei nach n,”’, n, aufgelöst sind, 


während die dritte von diesen Größen frei ist und auf die Form: 


1...n—2 
[B] Shirt =0 
k 


gebracht werden kann, wo die weggelassenen Glieder nur die &,,7;, Na 
enthalten. Wäre n — 3, so wären wir fertig. Ist n > 3, so differentiieren wir weiter 
und finden erstens zwei Gleichungen, die nach nr ny aufgelöst sind, zweitens aus 
[B] zwei nach n{?’, 7,” auflösbare Gleichungen: 


1...n—2 DEN 
Shi ae, +... =0 (1,2. 


So geht es fort. Man kann auch sagen, daß aus [B] durch m-malige Differentiation 
nach &,& (m <n — 3) gerade m + 1 Gleichungen von der Form: 


1...n—2 dE m-t/gE T 
> ml) (‘ a) .e—=0 (=0,1,...,m) 
le N2+k 05 08, + ( 


hervorgehen, die nach m + 1 von den Größen 73% %,® auflösbar sind. 

Da die Ableitungen der &,„ nach &, & alle bestimmt sind, und da die Ab- 
leitungen der 7, nach &,, & alle durch die 7’ ausdrückbar sind, kommt es nur darauf 
an, wie viele von den &,,, 1" rs =91,&=$ willkürlich gewählt werden 
können. Es sind das 1, N2+&» +», &n, ferner alle 7, und von den Ve 
jen—1,n—2,...,1, also im ganzen: 


3n+1+2+-..-+n—1=Fn(n +3). 


Die allgemeinste Lösung der zu befriedigenden Gleichungen enthält daher jeden- 
falls nicht mehr willkürliche Konstanten als die allgemeine ebene Kurve n-ter 
Ordnung. 

Da nun die Gleichung (11) für jede Kurve vierter Ordnung erfüllt ist, wird sie 
durch die allgemeine Kurve vierter Ordnung in allgemeinster Weise befriedigt. 

S, 462, 7.20. Daß wirklich nur Quadraturen erforderlich sind, sieht man in 
der auf $. 820 auseinandergesetzten Weise ein. 

8,462, 27.5 —3 v. u. In jedem Punkte der Fläche liegen ja die Tangenten der 
beiden hindurchgehenden Kurven c, und k, harmonisch zu den Haupttangenten der 
Fläche. 

S.463, 2.912. In jedem Punkte der Fläche schneidet die Ebene des zu- 
gehörigen Flächenelementes den einen Kegel in zwei Geraden, den Tangenten an 
die hindurchgehenden Kurven c, und c,. Die Tangenten an die Kurven k, und k, 
liegen auf dem zweiten Kegel und jede von ihnen ist eindeutig bestimmt. 

S. 464, 2. 5f. Die Kurve vierter Ordnung in der unendlich fernen Ebene zer- 
fällt also in vier durch einen Punkt gehende Gerade. Zerfiele sie nämlich in vier 
Gerade, die nicht diese Eigenschaft hätten, so würden sich diese Geraden in ein- 
deutig bestimmter Weise in zwei Geradenpaare zerlegen und ein Kegelschnittbüschel 
liefern, das nicht aus lauter ausgearteten Kegelschnitten bestände. Dann aber gehörte 
die Fläche zu den bereits unter 5. betrachteten. 

S. 464, 7.9,8 v.u. D. Ausg. Bd. III, Abh. I, 8.3, Nr. 6. Jetzt wird erst klar, 
was Lie damit meinte, daß man „statt Kegelschnitte beliebige ebene Kurven setzen“ 
könne. Unter einer Minimalfläche in bezug auf eine beliebige ebene Kurve verstand 
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er eine Translationsfläche, bei der die Tangenten der beiden erzeugenden Kurven- 
scharen auf der unendlich fernen Ebene eine beliebige vorgegebene Kurve aus- 
schneiden, also die Flächen, die er in Abh. XVII (1877), S. 288—290 betrachtet. 
Flächen, die in bezug auf oo! Kurven Minimalflächen sind, sind Translationsflächen 
mit unendlich vielen Erzeugungen. 

S. 464, Z. 14—16. Siehe a. a. O. S. 3, Nr. 6. 

S. 465, 2.1—3. Vgl. Abh. XXV, S. 425f. 

S.465, 2.2 v.u. Das heißt in o0® Weisen, nicht bloß in oo!. 

S. 465, Z.13,12 v.u. Vgl. Abh.XXV, 8.427, Nr. 22 und die Anm. dazu, 
S. 8231. 

S. 465f., Nr. 22. Vgl. Leipz. Ber. 1897, S. 181—248 (d. Ausg. Bd. II, Abh. XIV). 
Insbesondere zu S. 466, Z. 4—8 siehe a. a. O. S. 182—186 (Kapitel I). 

Schließlich wollen wir noch einmal auf die schon in Bd. IV d. Ausg., S. 621#f. 
behandelte Frage zurückkommen, durch welche Differentialgleichungen die all- 
gemeinste Translationsfläche definiert wird. Wir folgen jetzt dem Wege, den 
Scheffers zur Beantwortung dieser Frage vorgeschlagen hat (s. die auf $. 832 
erwähnten Bemerkungen). Dieser Weg erweist sich nämlich nach einigen Änderungen 
als besonders bequem. i 

Wir haben auf $. 832 gesehen und können das auch aus Bd. IV, $S. 621 ent- 
nehmen, daß jede vorgelegte Translationsfläche, bei der keine der erzeugenden 
Kurvenscharen in parallelen Ebenen liegt, eine Gleichung von der Form: 


[22] r+-(u+rv)s+uvt=0 
befriedigt, wo u und v bestimmte Funktionen von p,q sind, die den Bedingungen: 


[ 23] uU, d%=vV, 
genügen. Umgekehrt ist jede Fläche, die eine Gleichung [22] mit den Bedingungen 
[23] befriedigt, eine Translationsfläche. Es handelt sich also darum, aus [22] und [23] 
die beiden Funktionen u,v von p,q zu eliminieren. 

Diese Aufgabe wird wesentlich erleichtert, wenn wir nach dem Vorbilde von 
Legendre (d. Ausg. Bd. III, S. 748) die Gleichung [22] durch eine dualistische 
Transformation in eine lineare Differentialgleichung verwandeln. Wir haben dann 
eine Gleichung: 

[24] t— u+vV)s+tuvr=0, 


wo u,v Funktionen von x, ysind, die den Bedingungen: 


[25] U,=UuU, U,=vVv, 
unterworfen sind. 


Durch Differentiation von [24] ergeben sich die zwei nach U „,®„ auflösbaren 
Gleichungen: 


[26] een (uz + v,)s—(uv, +vu,)r, 
Zyyuy— (U V)2gyu F UV2Zuey = (uu,-+ vv,)s—uv(u,—+r,)r. 


Differentiieren wir [26], so erhalten wir drei Gleichungen, in denen außer u, v, u ae 
noch U; zz vorkommen. Dabei ist es offenbar unmöglich, eine von u, v freie 
Differentialgleichung vierter Ordnung abzuleiten. Differentiieren wir noch einmal, 
so erhalten wir vier neue Gleichungen, während nur die Größen Una day. hinzu- 
kommen. Damit ist bewiesen, daß die allgemeinste Translationsfläche von der be- 
trachteten Art keine Differentialgleichung vierter oder niedrigerer Ordnung be- 
friedigt, dagegen jedenfalls zwei Differentialgleichungen fünfter Ordnung. 
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. Zu XXVlla. 


S, 466, Z. 13f. Hier wäre auch Abh. XVII (1877), S. 286ff. zu nennen. 

S. 466, Z.19—21. A. Voß, Über ein neues Prinzip der Abbildung krummer 
Oberflächen. Den Ausdruck ‚‚Translationsflächen‘‘ benutzt er auf S. 2 in einer An- 
merkung. 


Zu Abhandlung XXVIIL, 8. 468—485. 


Die Abhandlung ist in umgearbeiteter Fassung aufgenommen in das Werk 
von Lie-Scheffers, Geom. d. B. T. (1896). Siehe da S. 133—165. 

S. 468, Z. Sf. Gemeint ist eine Punkttransformation auf der Fläche, nicht etwa 
eine des ganzen Raumes. 

S. 468, Z. 14—19, 8. 469, 7. 1—2. Die Gleichung 2 (z, y, 2,9) = 0 bestimmt 
nämlich eine Berührungstransformation, bei der jede Kurve 2 (2,y,a,b)=0 
übergeht in den Punkt: r=a,y=b (vgl. Abh. XI, S. 121f.). Hinter dieser führt 
man die Punkttransformation: r = F(1, 1), 9 = f(tı,Yı) aus und hinter dieser 
die durch 2(z, Yı, tı,91) = 0 bestimmte Berührungstransformation, die den 
Punkt: x, = a,, 1, = b, in die Kurve 2(m, Yı, % , d1) = 0 überführt. 

S. 469, Z.2f. Man kann ja eine beliebige Gaußische Parameterdarstellung der 
Fläche zugrundelegen, was darauf hinauskommt, daß man in 2 = 0 auf die Ver- 
änderlichen x, y eine beliebige Punkttransformation ausführt. 

S. 469, 2.12, 11 v. u. Siehe Abh. XXIV (1879), S. 384. 

S. 470, Z.5—7. Früher hatte Lie gelegentlich auch diese Gaußischen geo- 
dätischen Kreise betrachtet. Vgl. z. B. Abh. XXI (1878), S. 336, 2. 9. 

S.470,Z.5v.u. Ich verdanke Y.Cartan die Bemerkung, daß die Laguerresche 
Formel, auf die Lie anspielt, diejenige ist, die aussagt, daß der Winkel zweier Strah- 
len eines Büschels gleich ist dem durch 2i geteilten Logarithmus des Doppelver- 
hältnisses, das die beiden Strahlen mit den beiden Minimalgeraden des Büschels 
bilden. Hat nun das Bogenelement der Fläche die Form: zdx dy, so sind de = 0 
und dy— 0 die Minimalrichtungen und das Doppelverhältnis zweier Richtungen 
dz:dy und öx2:öy mit diesen wird: dydz:dzöy. In unserem Falle ist dann: 
dy:de—= y +dy undöy:ö2= y + d,y’ zu setzen. 

S. 472, Z.2—4. Es ist ja: 


3 
7 re 1 hl SELL ng 
Ur 00.0 99, a | U: 


S. 472, Z.8—4 v. u. Vgl. Bd. V d. Ausg., Abh. VI (1879), S. 207, wo übrigens, 
wie Lie das später fast immer gemacht hat, W durch — W ersetzt ist. 
S. 477, 2.7—4 v. u. Man findet aus Z. 10—12 sofort: 


Ba an 
a2 


= 3 
o3=—J}y ur 2 


S. 477, 2.2 v.u. Natürlich soll x, eine Funktion von & allein sein, usw. 
S. 478, 2. 3—5. Es wird: 


_ etz dt, 
3 4 7 vr (N. Ar 
= gasv 1,2 (al) nle 1r tız(e 3) Yy > 


wo rechts das mittlere Glied verschwindet. 
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S. 478, 2.6—2 v.u. Vgl. Bd. V d. Ausg., Abh. V (1878), S. 197. 

S. 479, Z. 4f. Vgl. Abh. XXIV, S. 367. 

S.479, Z.11 v.u. Den Fall, daß eine der Größen &,n verschwindet, hat Lie 
nachher ganz außer acht gelassen. In einem Abdrucke der Abhandlung ist aber am 
Rande bemerkt: 

BE a En Di 


RD, ED, 
RU EZ TINTE NT. 


r. Z 0 gibt developpable Flächen. Ist X/=0,X, = B,, so findet man wie $. 52 
[hier S. 477f.], daß die betreffenden Flächen konstante Krümmung haben.“ 

S. 481, 2.6. Randbemerkung von Lie: 

„Die Annahme m = 0 gibt: 


®=W(Mzxz+Ly), W" + W': = Const., 
Re IN, 


was wohl Flächen konstanter Krümmung.“ 
In der Tat, aus S. 481, 2. 14 folgt jetzt: = W(Mx+ Ly) und aus (9): 


M:(wW" -W')=f, L(W" -W®%)=p, 
also wegen Mp + Lf= Const.: 
LM(L-+ M)(W’” + W’:) = Const. 


Hier kann weder L noch M verschwinden, weil die Fläche sonst abwickelbar wäre. 
Andrerseits führt L+M=0 nur auf die auf Rotationsflächen abwickelbaren 
Flächen, also bleibt: 

W’ + W’® —= Const., 


so daß f und p beide konstant sind. Daher kommt wegen Z= eP: 
Z’=Const.Z, Z=KekMr+Iy) 1 Ne-k(Mr+Ly), 


Benutzen wir die Liesche Schreibweise, so wird: Z,,—a!Z, VIE 1 Ar 
also ergibt sich aus (7*): 


>09, .=09, E'—Aat=0, 7" —4=0. 


Führen wir hier die Lösung x, der Differentialgleichung: 


dz\?, daz,d’z Ba kN 
2[._ 1 Be ln ee 
= + de: (72) = 


als neues x ein, so wird d?£,:dz? = 0 (vgl. Th.d. Trfsgr., Bd. III, Kap. I, S. 10f.), 
und ebenso können wir d?n,:dy? = 0 erreichen. Also finden wir nur Flächen kon- 
stanter Krümmung, was wir auch durch Berechnung des Gaußischen Krümmungs- 
maßes hätten erkennen können. 
S. 482, 2.6,5 v.u. Vgl. auch hier Abh. XXIV, S. 366f., wo leider auf S. 367 
die Gleichung: 
dE  dn 


dw dw 
datayt an tTay? 


nicht ausdrücklich hingeschrieben ist. 
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S. 483, Z.1—8. Lie hat übersehen, daß sie auch für e = 0 erfüllt ist. 

S.483, 2.5. Hinter: AB=0 müßte hinzugefügt werden: „oder &e= 0“. 
Ferner wäre auch auf den vorliegenden Band, Abh. XXIV, S. 385 zu verweisen. 

S.483, 2.2,1v.u. Das wird an der angeführten Stelle, Ann. XX, S. 388f. be- 
wiesen. 

S. 483, 2. 13—11 v. u. Siehe Abh. XXIV, S. 368, 384f. 

S. 485, 2.8—1 v. u. Lie hat handschriftlich bemerkt: 

„In der letzten Rechnung setzen wir implizite: 


W=W,—Elk,y)y-+nle,y).“ 


Erst hierdurch wird der Text wirklich verständlich. 


Zu Abhandlung XXIX, 8. 487—492. 


In umgearbeiteter Fassung bildet die Abhandlung einen Paragraphen in Lie- 
Scheffers, Geom. d. B. T., S. 165—175. Der Paragraph ist überschrieben: Ver- 
allgemeinerung der stereographischen Abbildung für beliebige Rotationsflächen. 

S. 487, 2.11—9 v.u. Es handelt sich um die geodätische Abbildung einer 
Fläche auf eine andre. Lie hatte auch den früher nicht berücksichtigten Fall be- 
handelt, der auf S. 488, Z. 4—7 gekennzeichnet ist. Die Arbeit von Beltrami ist 
in der Anm. zu $. 382, 2. 10—4 v. u. (S. 814) angeführt. Die von U. Dini hat den 
Titel: ,‚Sopra un problema che si presenta nella teoria generale delle rappresentazioni 
geographiche di una superficie su di un’altra.‘‘ Annali II. Ser., Bd. III (1869-70), 
S. 269— 293. 

S.487, 2.6-—4 v.u., 8.488, 2.1—3. A. Tissot, ‚Sur la representation des 
surfaces et les projections des cartes g&ographiques.‘‘ Nouv. Annales, II. Serie, Bd. 17 
(1878), S. 49—55, 145—163. 

S. 488, 2.18. Am Rande hat Lie in norwegischer Sprache hinzugefügt: ‚In 
dieser einzelnen Gleichung sind E und G vertauscht. Aber das tut nichts.“ 

S. 488f. Es ist gar nicht nötig, die Bogenelemente der beiden Flächen in der 
hier gewählten besonderen Form anzunehmen. Die Differentialgleichung der geo- 
dätischen Linien hat nämlich die Form: y” = ®, wo ® eine ganze Funktion dritten 
Grades von y’ ist. Andrerseits werden die geodätischen Kreise durch die Gleichung: 

7 Det _ 
em 2) — Const. 


(E+2Fy +@y?) 
bestimmt, aus der sich die Differentialgleichung 3. O. ergibt: 


ee 3s(F+Gy) 


.. Bel i: 
E+2Fy+Gy" in 


Die weggelassenen Glieder sind linear in y”. Sollen daher die Differential- 


gleichungen für die beiden Flächen übereinstimmen, so muß sein: 


Mean el er F,+G6G1y’ 
E+2Fy+Gy” E,+2P,y+Gy” 


was die Bedingungen: 


B:RıG—= E:2,:G, 
nach sich zieht. 


Geodätische Abbildung der geodätischen Kreise 843 


S. 491, Z. 4. Lie hat am Rande bemerkt: ‚Cf. pag. 57 [hier S. 482]. Es scheint 
auffallend, daß sich die betreffenden Flächen unmittelbar als Rotationsflächen dar- 
bieten.‘ 

S. 491, Nr. 8. Lie ist nicht auf die Frage zurückgekommen, die allerdings, wie 
wir vorhin gesehen haben, gar nicht besonders behandelt zu werden braucht. 

S. 491, Z.5—1 v. u. Dabei ist, wiein Abh. XXVIII, S. 470f.. das Bogenelement 
in der Form z dx dy angenommen. 

S. 492, Z. 1—6. Randbemerkung von Lie: 


y"=@y—Ay’+Kay)y?=® 


hat den Jacobischen Multiplikator: M = y V:. 


d d d 
Art vd + og 


Sei p+q= Bf bekannte infinitesimale Transformation von Af=0. Es ıst 
15,0, 
B(log M)=1 B(log 2) = 0. 


Also ist diese Invariante gleich Null und also kennt man den Multiplikator des voll- 
ständigen Systems: Af=0, Bf=0." 

Man vgl. hierzu Abh. XXIV, S. 379 und Bd. IV d. Ausg., Abh. III (1877), 
S. 209f., 574f. und Bd. V, Abh. XVI (1884), S. 434f. Durch eine Quadratur findet 
man zunächst eine Lösung des vollständigen Systems: Af=0, Bf=0 und dann 
durch eine zweite Quadratur die fehlende Lösung von Af=0. 

S.492, 2.8. Darboux, Sur les cercles geodesiques. C. R. 96 (1883), S. 54—56. 
Er zeigt, daß bei den Rotationsflächen nur Quadratur erforderlich ist. 


Zu Abhandlung XXX, S. 493. 


S. 493, Nr. 1. Wenn wir von den euklidischen Bewegungen und den Ähn- 
lichkeitstransformationen absehen, die hier offenbar gar nicht berücksichtigt 
zu werden brauchen, wird die allgemeinste infinitesimale Berührungstransforma- 
tion, bei der Minimalflächen in Minimalflächen übergehen, durch die Gleichungen 
dargestellt: 


1) sr gp,ör, öyagpst, 2m (PP, + 49 — p)dr,öop=ög=0, 
unter @ eine beliebige Lösung der Differentialgleichung: 

2) 2=A+HP) Pt 2P4Ypt+ At P) Pa 
verstanden (Bd. III d. Ausg., S. 748f.). Aus (1) ergibt sich: 


ör 
aan Ppp — 2 Spa — Pgar 
Ös ; 
(3) 9 9 rt 8) Ppa— StYa0» 
öt 
3 Po 28t9p0 — PYao- 
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Setzen wir daher: 


(4) a B=(1+Mr—2pgs+ + pt, 
C=rppp4+ 235Ppa + Para: 
so wird: 
6A öB 


(5) s-=—6(A, Sm —eBrQA. 


Demnach ist B: 4 eine Differentialinvariante der durch (1) und (2) definierten 
unendlichen Gruppe von Berührungstransformationen, und es bleibt überhaupt 
jede Gleichung von der Form B= Ax(p, q) bei dieser Gruppe invariant. 

Bezeichnen wir die Hauptkrümmungshalbmesser mit R, und R,, so kann diese 
Gleichung in der Form: R, + R,—= Y(p, q) geschrieben werden. Hier hat die Funk- 
tion Y(p,q) für jede gegebene, nicht abwickelbare Fläche: U = 0 eine ganz be- 
stimmte Form, und es ist klar, daß alle die Flächen: V = 0 die so gefundene Diffe- 
rentialgleichung: R, + R,—= Y(p,gq) befriedigen. 

S. 493, Nr. 2. Wie das zu verstehen ist, hat Lie genauer auseinandergesetzt in 
den Leipz. Ber. 1890, 8. 310f., Theorem 3 (d. Ausg. Bd. II, Abh. VI, $7). Vgl. auch 
Th.d. Trfsgr. Bd. III, S. 481. 
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Abwickelbare Fläche abgebildet im 
Kugelraume XI, 140. 

Achse der Kongruenz eines J-Punktes 
I, 5, 544. Achsen eines Systems von 
Gewichtebenen III, 31. 

Amperesche Transformation XI, 106, 
129, 683f. Vorw. 8. X. 
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Geraden durch einen J-Punkt, wann 
reell? I, 7£.; III, 20f., 32, von vier I- 
Punkten einer I- Geraden I, 8; III, 21. 
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III, 24f.; IV, 34, 557f. Zwischen den 
Geraden des R, besteht eine Korr., bei 
der den Geraden e. Ebene die Chorden 
einer Raumkurve 3.0. C, entspre- 
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Linienkomplexes 2. Grades zu IV, 
46f. Vier Definitionen dieses Kom- 
plexes 46—49, 610—612. Abbildung 
eines Hyperboloids auf die Geraden 
einer Kongruenz 49—53, 612—616. 
III. Zwischen den Nullpunkten u. ge- 
wissen I-Punkten IV, 53—66, 616 bis 
636. 

Asymptotenkegel einer alg. Minimal- 
fläche XVII, 305. 

Azimut I, 3; III, 14. 


Berührung s. Kugel. 
Berührungstransformationen XI, 
106-108, 125—127. XIIa, 211—213, 


639, 652f. B.T.; bei denen die Krüm- 
mungslinien kovariant XI, 150f.; im 
R,„ XIII, 222f., 227, 738—740; wenn 
auch das sphärische Bild inv. XXVI, 
449, 830. B.T., bei denen d. Gruppe d. 
Transl. inv. 653. B.T. der Minimalfl. 
VII, 87, 660-662; XXII, 346f.; 
XXV, 438, 828. Unvollständige B. T. 
71174. 

Bewegungen. Charakt. Eigensch. der 
Gruppe d. Bew. XXX, 493, 844. 

Biegungsfläche s. Minimalflächen. 

Bonnetsreziproke Trf. IX, 94; XI, 152, 
694f. 

Brennfläche einer Tangentenkon- 
gruenz V, 72f., 74, 645; einer Kurven- 
kongruenz XI, 119; einer Linienkon- 
gruenz 133. 

Brennkurve XI, 133. 

Brianchonscher Satz für die Kurve 
2. Kl. zweier I- Punkte III, 28f., 566f. 


Cartesische Geometrie, ihr Wesen 
nach Plücker XI, 105. Sie enthält 
zwei Willkürlichk. 109. 

Cayleysche Linienfl. 3. Gr. IV, 36; 
XVII, 287, XX, 329, 792, 825. 

Charakteristische Kurven einer part. 
Diffgl. 1.0. IX, 94. Sie erzeugen die 
Integralflächen XI, 112. Übergang 
von den ch. K. zur Diffgl. u. umge- 
kehrt 124. Vgl. Diffgl. 

Chordeneiner Raumkurve 3.0. III, 33f. 

Courbes V. VI, 79: s. W-Kurven. 


Darboux-Moutardsches Orthogonal- 
system s. d. 

Developpable gebildet von Komplex- 
linien V,69.s. Abwickelbare, Minimalfl. 


1) Die kursiv gesetzten Seitenzahlen beziehen sich auf die Anmerkungen. 
Stichwörter, die nur in den Anmerkungen vorkommen, sind mit-einem * versehen. 


Abwickelbare bis Exponent 


Differentialgleichungen: 
I. Partielle 1.0. im R,. Best. o0* 


Flächenelemente XII, 178 Anm. Ihre. 


Transformation IX, 93£.; XI, 121-127. 
Deutung nach Monge XI, 112. Geom. 
Deutung i. b. auf e. Kurvenkomplex 
113—115, 678f. Singuläres Integral 
einer p. D. 2.0. 113. Fall, wo zwei 
Gl. oo! gemeins. Integralfl. haben XII, 
201, 719. Diffgl. D,,, deren Charakte- 
ristiken Haupttangentenkurven auf 
den Integralfl. IX, 95; XII, 155—157. 
Die D,, von oo! Linienkomplexen mit 
gemeins. Singularitätenfl. IX, 95f.; 
XII, 200—205. Diffgl. D,, , deren Char. 
Krümmungslinien IX, 95; XII, 159f., 
170f. Diffgl. aller Flächen, die oo! 
Kugeln unter geg. Winkel schneiden 
181. Diffgl. D,,, deren Char. geod. 
Kurven IX, 95; XII, 160—163. Zu 
jeder D,, gehören oo! Flächen, die die 
Integralfl. nach äquidist. Kurven 
schneiden 161. Zusammengeh. Diffgl. 
D,ı, Dis, Dis äquival. Probleme 164. 
Diffgl.1. O. in R,. deren Char. Haupt- 
konfigurationen (Krümmungsl.) XV, 
268, 749—753. Wann zwei solche 
Gleichungen möglichst viele Integral- 
mannigfaltigkeiten gemein haben 268, 


753—757. 


II. Part. Diffgl. 2. O. in R,. Nur eine 
Schar von Char. Diese sind Hpttgk. 
oder Krümmungsl. D/, oder D/, XII, 
172—176. Wann es allgemeine und 
partikul. erste Integr. gibt ebd., 702 bis 
705. Zwei Scharen von Char., die 
Hpttgk. oder Krümmungsl. D/, oder 
D/,. Notw. Bed. für ein oder zwei allg. 
erste Integrale 176—180, 704—707, 
193. Besondere D/,, D/, 180—188, 
707—712. Alle D/, und D/, mit allge- 
meinen ersten Integr. 1883—193, 712 
bis 715. Part. D. 2. O., die zu einem 
Linienkomplexe gehören XVII, 287, 
780. Integrable Fälle 287{f.,781. Die Ge- 
raden des Kompl. schneiden e. unendl. 
ferne Kurve 288. Bestimmung der 
Komplexkurven 288f., der Integralfl. 
289f., algebr. Integralfl. 290, reelle 
291f., reelle alg. 293f. Die beiden 
Scharen von Komplexk. auf der 
Integralfl. bilden eine irred. Schar 296, 
782. Berichtigung XVIII, 319. 
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III. Part. Diffgl. höherer O., deren 
Char. des einen Syst. Hpttgk. od. 
Krümmungsl. od. geod. Kurven XII, 
153f., 160f. Wann man aus einem 
Syst. von p. D. gewisse x, p entfernen 
kann XXIV, 358 Anm., 811, 2.10f. 
Vgl. inf. Trf., Integralfl., simult. Syst., 
Minimalfl. 

Dilatation XI, 147; s. Paralleltrf. 

Dimension s. Raum. 

Direktrizen der Kongruenz‘ eines 
I-Punktes I, 6; III, 17, 549--552. 

Distanz s. Entfernung. 

Doppelfläche XVII, 290f., Nr.11; 
XVIII, 319, 782. Minimalfl., die Dop- 
pelfl. XXV, 426. 

Doppelraum R, IV, 53f. 

Doppeltangenten s. Kummersche 
Fläche. 

Drehen, sich, gesagt von einer Kom- 
plexkurve XI, 118; 680, 2. 13£. 

Dupinsches Theorem XVI, 273; seine 
Erweiterung XII, 210. Verallg. auf 
den R„ XII, 218f., 736f. Die 
Geradenkugeltrf. liefert einen Satz 
über Kongruenzen eines lin. Kompl. 
XVI, 273. Kleins Erweit. auf be- 
liebige Linienkompl. XII, 210, über- 
tragen auf den Kugelraum XVI, 273. 


Ebene, aufgefaßt als Komplexkurve V, 
69. Gestreifte E. als Bild einer I-Ge- 
raden I, 3£.; IM, 15: 

Einfaches (einschaliges) Hyperboloid 
IR oa U Ber 

Element für die Geometrie des R, XI, 
105, 109. — El. (Punkt) des R, XIII, 
216. Als El. im R, die Kugel (Gerade) 
des R,, im R, der lin. Kugel-(Linien-) 
Kompl]. des R, 225. El. eines Systems 
VI, 80. Vgl. Flächenelement. 

*Elementarkegel 722. 

Entfernung zweier I- Punkte I, 7; III, 
20. 

Enveloppe, verallgemeinerte Auffas- 
sung 649—652. 

Enveloppenkomplex von oo? linea- 
ren Linienkompl. XII, 165, 167, von 
oo! lin. Kompl. 180—182. 

Evolute einer Raumk., die Krüm- 
mungsachsenfl. XXI, 334. 

Exponent einertetraedralsymm. Kurve 
V,75. 


Sophus Lie, Gesammelte Abhandlungen. Bd.I 54 
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Fläche, gestreifte, als Bild einer I- 
Kurve I, 3; III, 15. Bewegungen, bei 
denen sie das bleibt 18f. Fl. 2. Gra- 
des deh. vier Tetraederkanten VI, 85, 
657. Fl., deren Krümmungsl. des 
einen Systems in einem Ebenen- 
büschel XII, 183, 708. Fl. mit geg. 
sphär. Bilde 185, 709f. Diftgl. aller 
Fl., deren Krümmungsl. alle eben 
sind, 186. Fl., deren Krümmungsl. 
des e. Systems eine Mongesche Gl. 
befried. 186188, 711. Fl., d. von 
00? Orthogonalkugeln einer Sphäre 
umhüllt werden 208. Fl. konst. 
Krümmung XXIV, 360, 378, 383, 


385f., XXVIII, 469, 484. Vgl. Diffgl., 


geodät. Linien. 
Flächenelement 638. Entsprechen 
zwischen Flächenel. XI, 120, 125, 650. 
Flächenstreifen zwischen zwei un- 
endlich benachbarten Kugeln XH, 
163, 699. 
Fundamentaldreieck bei einer lin. 
T'rf. der Ebene XIV, 233. 
Fundamentalgerade des Linien- 
raumes r. XII, 186; 685, 690. 
Fundamentalkomplexe, die sechs 
Kleinschen XI, 139; XII, 207. Eine 
Ausartung von diesen XL: 189,090; 
XII, 210 Anm. 
Fundamentalsphäre eines linearen 
Kugelkomplexes XII, 181, 689, 
Fundamentaltetraeder V, 68. 


Gattung von Komplexkurven V, 69. 
Gattung und Index 73f., 645. 


Geodätiscehe Kurven. Ihre Bestimm. 
gleichbedeutend mit der der Hpttgk. 
eines Linienkomplexes, der e. gewisse 
inf. Trf. gestattet IX, 95; XII, 164. 
G. K. auf der Fläche 2. Grades 195, 
auf e. Schraubenfläche 196 Anm. 
G. K. einer Fläche m. d. Bogenel. 
ds —=Fdxzdy XXIV, 359. Wann 
ihre Diffgl. e. inf. P. T. gestattet 362 
bis 365. Drei Fälle 365. I. Fall (konf. 
inf. Trf.) 365—868. II. Fall 368—373. 
III. Fall liefert nur Fl. m. Liouville- 
schem Bogenelem. 374—376. Eine 
Klasse solcher Fl. 376—878. Fl. m. 
mehreren konf. inf. Trf. 384—386. 
Fl., die der I. u. II. Kl. angeh. 386 bis 
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393, allen drei Kl. 390, der II. u. III. 
Kl. 394—8399, der I. u. III., nicht d. II. 
399—408. Die Bestimm. d. g. K. ver- 
einfacht sich 378—382. Form d. 
Trfsgr. 3832—384. Klassif. der Fl. nach 
etwaigen Integr. d. Diffgl. d. g. K. 
408 Anm., 817f. Minimalfl., auf denen 
d. g. K. bestimmbar XXVI, 440ff. 

Geometrie der Chorden e. Raumkurve 
C/ gleich G. der Geraden e. Ebene IV, 
34. — G. einer Kongruenz 50, eines 
Komplexes 2. Gr. 52f., einer Linienfl. 
3. Gr. 59, gewisser Fl. 4. Gr. 66, der 
Kongruenz d. I-Tang. eines I- Kegel- 
schnittes 66. Vgl. Raum. 

Gerade. Jede reelle G. gehört zwei Kon- 
gruenzen eines I-Kschn. an IV, 23. 
G. im R, als Repräs. einer I- Geraden 
III, 26—28. Vgl. I-Punkt, I-Gerade, 
Linienkomplex. 

*Geradenkugeltrf. VII, 86; VIII, 
8892, 663f.; X, 103. Die Gl., welche 
d. Trf. best. IX, 94; XI, 131. Die 
Linienkomplexe in r und R 131f. Be- 
sonderheit d. Trf. gegenüber dem allg. 
Falle 133f. In r gibt es oo? Flächen- 
elemente, deren jedem oo! von R ent- 
sprechen XII, 157f. Bild e. Fl., d. d. 
Kugelkr. enth. XI, 134, einer Kurve, d. 
ihn schneidet 135. Die Geraden von r 
gehen über in d. Kugeln von R 135£. 
Jeder Kugel (Ebene) in R entspr. in r 
zwei Gerade 136f., 686—688. Zwei 
schneidende Gerade in berühr. Ku- 
geln 137. Abbildung des spez. u. d. 
allg. lin. Linienkompl. 137f., 6885 —690. 
Abbild. v. Kurven u. Fl. 139f., der 
Flächenelem. 140, 691, 722. Haupt- 
tangenten in r gehen über in Haupt- 
kugeln in R 143, Hpttgkurven in 
Krümmungslinien 144, 691f. Jeder 
B.T. in r entspricht eine in R 146f. 
Die Trff. in R, die proj. Trff. von r 
entspr. 147—149. Den Trff., die schnei- 
dende Gerade in schn. überführen, 
entspr. B.T., die Kugeln in Kugeln 
149f. Flächen vonr, die einander längs 
e. Hpttgk. berühren 158f. Die Berühr. 
ist von n-ter O. 160. Ordnung u. 
Klasse entsprech. Komplexkurven in 
r und R XVII, 307f. Vgl. Kreis, 
Zyklide. 

Geradensysteme im Raume IN, 23€ 


Fläche bis I-Kegelschnitt 


Geschlossenes System (Gruppe) von 
Trff. XIV, 235, von oo! vertauschb. 
Trff. 235. Alle geschl. Syst. v. oo? vert. 
Trff.i.d. Ebene 244—247. Die zugehör. 
W-Kurven 247f. 

Gestreift s. Ebene u. Fläche. 

Gewicht eines I- Punktes I, 3; III, 14. 
Zusammenhang zwischen dem G. des 
p-Streifens einer I- Geraden und dem 
Abstande v. d. Nullger. I, 4; III, 16, 
539f. Ebene mit G. als Bild einer I- 
Geraden 30f. 

Gewichtebenensystem III, 31. 

Gleiten einer Minimalfl. in Translat- 
bew. auf e. andern VII, 87, 660f.; 
XXI, 346. 

G-reziprok V, 71. 

Gruppe, wann e. kont. od. diskont. 
Schar Trff. e. Gr. bildet XII, 208. — 
Gr.en von Beweg., von C. Jordan be- 
stimmt 209. Gr. v. proj. Trff., die oo! 
lin. Komplexe inv. läßt 209. 

Gruppierung, charakteristische, der 
Hauptkonfig. einer M,_, des R,„, d. 
einem ÖOrthogonalsyst. angeh. XIII, 
219f., 736/. Aus e. solchen Mann., 
deren Hauptkonf. man kennt, kann 
man eine ebensolche im R,„_, und 
R„_„ ableiten 223f., 740—742, 225. 

G-Transformation V, 71, 639. Wie sie 
Kurvengattungen vertauscht 6437. 


Hauptelement (Krümmungsmittelp.) 
einer M,„_, des R, auf der Normal- 
konf. XIII, 217. 

Hauptkonfigurationen (Krüm- 
mungskurven) einer M,_,im R, XIII, 
218. Ihre Anordnung, wenn d. M,„_ı 
e. Orthogonalsysteme angeh. 220f. 
Ihre Bestimm. aus den Hauptkugeln 
221. Algebr. Fl. u. algebr. Linienkom- 
plexe m. algebr. H. 226. — B. T., bei 
denen H. kovariant XVI, 272. Mann., 
deren H. ein reduktibles System bil- 
den 278. 

Hauptkongruenz XVI, 275. 

Hauptkugeln einer M,_,im R, XIII, 
221. 

Hauptrichtungen eines Elementes 
einer M„_ ‚im R, XIII, 217, paarweise 
orthog. 218. 

Haupttangentenkurven, besser 
-streifen 691f. Ihre Bestimm. auf te- 
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traedralsymm. Fl. V, 76, 647, zurück- 
geführt auf d. der Krümmungsl. e. 
andern Fl. Anwend. a. d. Kummersche 
Fl. VII, 86; VIII, 91; XI, 143f. — H. 
einer Linienfl., d. e. lin. Kompl. ange- 
hört VII, 86; VIII, 91; XI, 145f. — 
H. einer W-Fläche, gewisser v. W- 
Kurven erzeugter Fl. VI, 85; XIV, 
265. — H. eines Linienkomplexes IX, 
95; XI, 117. Ihre Best. für gewisse 
Kompl. 2. Grades XII, 195—199, für 
den allg. IX, 96; XII, 200—205, 718 
bis 733. 

Höhe I, 3; III, 14. H. eines Streifens 
I, 4; III, 16. 

Holstscher Satz XXVII, 461, 837. 

Homographie s. anharm. Korresp. 

Hyperboloid, einschaliges, mit hori- 
zontalen Kreisschnitten bestimmtzwei 
I-Punkte I, 6; III, 17, 22, 544-547. 


I-Gerade. Ihre beiden Gl. Sie wird 
durch e. gestreifte Ebene repräs. Die 
Streifen sind d. Linien größter Nei- 
gungen I, 4; III, 15; 539f. Spezielle 
Formen I, 5; III, 16. Repräsentiert 
durch ihre Nullgerade, ebd., 540; III, 
27. Winkel zweier I-G. Parallele I-G. 
haben par. Nullgerade, senkrechte 
haben Nullg. mit supplem. Azim., 
kompl. Höhen I, 7; III, 20. Anh. Fkt. 
von 4 I-G. durch e. I-Punkt I, 7f.; 
III, 20f., 556f. Wann sie reell ist, ebd. 
— Die I-G. durch e. I-Punkt be- 
stimmen eine Linienkongruenz be- 
sonderer Art I, 5f.; III, 17, 540f., 543 
bis 546. Die I-G. durch 2 I-Punkte 
I, 6; III, 18, 548. Scharen von I-G. 
als Geradensysteme im Raume 29f., 
567—570. Repräs. dch. e. Gewicht- 
ebene II, 13; III, 30—32, durch e. 
Kongr. v. Nullachsen 31, 570—573. — 
Die unendlich ferne I- Gerade 5427. 

I-GrundlinieI,5; III, 16. 

I-Kegelschnitt. Vier I-Punkte von 
einem fünften aus auf d. I- Grundlinie 
projiziert I, 9; III, 23. Der Nullstreifen 
wird von jedem seiner Punkte aus auf 
d. I-Grundl. in e. Kreis proj. 25. D. 
Nullstr. i. allg. e. Kurve 4. O. IV, 37, 
577. Wann e. Raumkurve C} 37, 
564f. Wann zwei Kschn. od. ein 
Kschn. 37f., 565f., 577f. Die Kschn. 
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auf e. (geradl.) Fläche 2. O. m. horiz. 
Kreisschn. als I-K. 38, 579—582. Die 
Kschn., die von e. Ebenenbüschel 
ausgeschnitten werden 38, Nr. 55, 580 
bis 585. Die C, auf e. Hyperbol. m. 
horiz. Kreisschn. als I-K. 38f., 5857. 
D. Erzeug. einer Linienfl. 2. Grades 
sind I-Tang. eines I-K. IV, 36, 576f. 
— I-K. mit reell. od. konj. im. horiz. 
I-Tang. Nullstr. 1 od. 2 Kschn. Seine 
I-Tang. angeordnet in Fl. 2. Gr. 39f., 
587—591. Jede geradl. Fl. 2.0. be- 
stimmt e. solchen I-K. 40, 591—596. 
D. Kongr. jedes I-Punktes e. solch. 
I-K. enthält 2 Hyperbol. m. horiz. 
Krsschn., die d. Fl. berühren 40f., 
596—602. D. geradl. Fl. 2.0. geschnit- 
ten v. e. Ebene 41, 46, 581—582, 602. 
— Konstr. d. Polaren e. Nullpunktes, 
wenn d. Nullstr. d. I-K. e. Kurve C} 
oder 2 od. 1 Kschn. 41f., 604f. — Pol 
u. Polare beim I-K., d.dceh. e. Linienfl. 
2. Gr. dargest. wird 42f., 608. — Die 
I-K. dch. 4 geg. I- Punkte 44f., 609. — 
I-K. m. 4 geg. I-Tang. 45, 50f. 

I-KreisI, 8, 9£., III, 24. Der Nullstr. e. 
vertik. Kreis: konjug. Nullpunkts- 
dreiecke IV, 42, 606—608. 

I-Kurve n-ten Grades repräs. dch. e. 
gestr. Fl. nn-ten Gr. I, 6; III, 1Af., 
18f. Der Nullstr. als Schnitt zweier 
Zylinder 18, 562.— I-K. als Ensemble 
von Gewichtebenen 31. 

Imaginärgerade I, 4; s. I- Gerade. 

Imaginärkurvel,3; III, 14. 

Imaginärpunktl,3; III, 14. 

Index einer Kurve des tetraedralen 
Komplexes V, 73, 645. 

Infinitesimale lineare Trf. VI, 78; 
XIV, 235. Linienkomplex, der eine 
gestattet IX, 95; XII, 164—167, 194. 
Gew. Diffgl. 2.0. gest. e. inf. Trf. 
XXLIV, 362. — Inf.Kugel X1, 132,145, 
692. — Vgl. Geodät. Kurven. 

Integralflächen einer .part. Diffgl. 
1. 0. XI, 112, eines Linien- od. Kugel- 
komplexes XII, 168 Anm. 

Integralkomplex XII, 188. 

Invariante,simultane, zweierlin. Kom- 
plexe XI, 138, 688. 

Involution. Zwei lin. Linienkompl. 
liegen in I. XI, 138. Zwei Linienkongr. 
in I. XII, 184, 191. 
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Involution auf einer Raumk. C/ als I. » 
zwischen Nullp. eines I-Kschn. I, 11; 
III, 25, 559. 

*Involutionssystem, zweigl. 755. 

Involutorische Lage zweier Linien- 
kompl. als Orthogonalität XII, 210; 
XIII, 226, 756. 

I-Punkt I, 4; III, 15. Die Kongr. der 
Nullgeraden aller I- Geraden dch. ihn 
1,5; III, 17, 540f. Sie bestimmt in 
horiz. Ebenen ähnliche Figuren I, 6; 
III, 17, 543. Ihre Konstante und Leit- 
linien I, 6 Anm.; 549f. Jedes einsch. 
Hyperboloid m. horiz. Kreisschn. best. 
2 I-Punkte I, 6; III, 17, 554556. — 
Der Schnittp. zweier I- Geraden 548. 
Abbildung der I-P. dch. d. Null- 
punkte u.d. kompl. Pkte. eines Hyper- 
boloids m. horiz. Kreisschn. 583—585. 
— Die unendlich fernen I-Punkte 
54sf. 

Irreduktibels. Orthogonalsystem. 

I-Tangente. Die Nullger. d. I-T. einer 
I-Kurve bilden eine Kongr., deren 
Brennfl. aus 2 Zylindern best. I, 7; 
III, 18, 563. 


Kegel s. Minimalfläche. 

Kegelschnitt, d. eingeschr. K.e eines 
Dreiecks XX, 323—824. Die Krüm- 
mungshalbm. v. Kschn., d. einand. be- 
rühren XXV, 438 Anm.1, 834f.— Vgl. 
I-Kegelschnitt. Minimalfl. 

Kegelschnittkomplex bestimmt e. 
part. Diffgl. 1.0., d. in eine vom 
30. Grade überführbar ist XI, 124, 
683. 

Klasse s. Minimalfläche. 

Kogredient VI,81; XIV, 256, s. Korre- 
spondenz und Verwandtschaft. 

Komplementärfigur im R, IV, 56H, 
621—623. 

Komplex s. Linien- u. Kugelkompl. 

Komplexkegel beim tetraedr. Kompl. 
V, 71. — Elementarer K. bei einem 
Kurvenkomplexe XI, 111. 

Komplexkurven, beim tetraedr.Kom- 
plex V, 69, 637. Zwei Gattungen 3.0. 
69, 638. K., d. einand. berühren 70, 
639. Fl., d. v. K. einer Gatt. erzeugt 
sind 71, 74, 645. Linienkongruenzen, 
d. auf versch. Arten als Tangenten- 
systeme von K. aufgefaßt werden 
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können 74, 645. — K. des Komplexes 
aller Treffger. e. unendl. fernen Kurve 
XVII, 288f. 

Komplexrichtung, elementare XI, 
111. ; 

Konfiguration XIII, 216. 

Konfokale Ellipsen u. Hyperb. III, 22. 
— K. sphär. Kegelschn. XXV, 425 bis 
427, 823. — K.-Flächen 2. Gr. XII, 
195; Linienkomplexe 2. Gr. 200f., 207, 
720—729. — K. Kugelkomplexe 203. 

Konforme Trf. im R, XI, 150, im R, 
die allg. P.T., die Hauptkonfig. in 
ebensolche überführt 226f., liefert im 
R„-ı die allg. B.T. von dieser Be- 
schaff. 227, 7427. Konf. inf. Trf. des R, 
774, der geod. Kurven einer Fl. XXIV, 
365— 368. 

Kongruenz eines I-Punktes, s. d. Die 
K. P 1,6; III, 17.K. 2. O.u. Kl. von 
Geraden IV, 33, 

Konjugierte Punkte b. d. Poncelet- 
Gergonneschen Rezipr. XI, 107, bei 
einerdch.2 Gl. defin. Rezipr. 117. Kon). 
Gruppen linearer Kompl. XII, 184. 
Konj. Gerade i. B. auf e. Kschn. des 
R, XXV, 414. 

Konstruktionen bei I-Punkten und 
deren Kongruenzen und bei I-Ge- 
raden 547—549. 

Kontragredient VI, 81; XIV, 256, 
s. Korrespondenz u. Verwandtschaft. 

Koordinaten einer I-Geraden la75:; 
III, 16. 

Koordinatensystem 1,8117, 14. 

Korrelativ III, 30; s. anharmonisch. 

Korrespondenz best. deh. Zuordn. d. 
Elem. zweier Systeme VI, 81. Beisp. 
v. K. 82—84. — K. des R, best. dch. 
e. Korrelation d. kompl. Ebene VIII, 
88—90, 663. — Vgl. anharmonisch, 
Verwandtschaft. 

Kreis, der unendlich ferne XI, 133; s. 
Kugelkreis. — Geodät. K.e, ihre Diffgl. 
XXVIII, 471f.; XXIX, 488, 842. 
Wann sie e. inf. B.T. gestatten 
XXVIII, 472-474; Falld.Fl. konst., 
Kr. 478. Zwei konf. inf. P.T. 484. 
Geod. Abbild. d. geod. Kreise XXIX, 
487—491. Diffgl. d. Kurven, deren 
geod. Krümm. e. Fkt. des Ortes 491f. 
Kr. im Kugelraume R als Bild einer 
Regelfläche im Linienraume r XI, 140. 


Kreisförmige Konfig. XVI, 275 Anm. 

Kreispunkte der horiz. Ebene I, 6; 
III, 18; IV, 34 Anm. 

*Krümmungsachsenfläche 796 f. 

Krümmungskurven der Fl. za ydze — 
= Const. VI, 80. — Darbouxs Satz 
üb. d. Bestimm. einer K. auf e. belieb. 
Fl. VIII, 90£.; XI, 145. Die Fl. m. 
nur einer Schar K. als Bilder abwick. 
Fl. 140. — Die K. auf e. Röhrenfl. 146. 
D. allg. P.T. (B.T.), die K. inK. 
überf. 150f. — Best. d. K. auf gew. 
Fl. XIV, 266. — Die Fl. des R,, deren 
K.eben XV, 269,758. — Vgl. Geraden- 
kugeltr. 

Krümmungsradiuss. Kegelschnitt. 

Krümmungstheorie, Zusammenhang 
zwischen R,_, u. R„ XV, 269; XVI, 
271. 

Krümmungszentrum s. 
ment. 

Kugel. Diffgl. d. Fl., d. oo! K. unter 
geg. Winkeln schneiden XII, 181, d. 
orthog. schneiden 182. Im R„ XVI, 
281, 769—773.— K.im R, XIII, 220. 
Bed. f. d. Berühr. v. 2 u. 3K. 221, 
738. — Kugelschar im R, u. ihr 
Enveloppengebilde 223f., 740—742. — 
K., die 2 gegeb. unter geg. Winkeln 
schneiden XI, 140. Aufgaben über K., 
d. gegeb. berühren od. unter geg. 
Winkeln schneiden 141. Vgl. Geraden- 
kugeltrf., Trajektorien. 


Kugelabbildung XII, 153; s. Geraden- 
kugeltrf. 


Kugelgeometrie, als Seitenstück zur 
Liniengeom. XI, 106, 135. 

Kugelkomplex, linearer, Inbegriff 
aller Kugeln, die e. feste Kugel od. 
Ebene unter konst. Winkel schneiden 
XI, 138; XIII, 225. Jeder nichtlin. K. 
bestimmt e. part. Diffgl. 1. O., deren 
Char. Krümmungslinien auf d. Inte- 
gralfl. XII, 159. Der lin. K. bildet e. 
Ausnahme 181. Übertragung a. d. R, 
XV, 268, 749—754. K., der inf. Trf. 
gest. XII, 195f. — Die K., d. dch. 
konfokale Fl. 2. Gr. best. werden 201. 
— D. Punktkugeln konfok. K. 203. — 
Lin. K. des R, als Punkt im R, XVI, 
274f. — Vgl. Diffgl., Linienkompl., 
Kugelkoord. 


Hauptele- 
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Kugelkongruenz. Jede K. best. e. 
part. Diffgl. 1. O., deren Char. Krüm- 
mungsl. a. d. Integralfl. XII, 159. 
Übertragung auf den R, XV, 268, 754. 

Kugelkoordinaten, die nichthomo- 
genen X, Y,Z,H: XI, 138, zugleich 
Linienkoord. 139. 

Kugelkreis, der, als gemeins. Brenn- 
kurve v. Linienkongr. XI, 133. 

Kugeltransformation, lineare xXVI, 
280, 774f. 

Kummersche Fläche 4. O.: IV, 34, 63. 
Die oo! Linienkompl. 2. Gr., zu denen 
sie gehört VIIL, 91f.; X, 97; XII, 200. 
Bestimm. ihrer Hpttgk. VII, 86; VIII, 
88,91; X,97—99; XI, 144. Zusammen- 
hang mit der Zyklide ebd., XII, 206. 
Diskussion d. Fl. ebd. Die Doppel- 
tang. d. Fl. 207, 202f., Anm. Die 
Kurven, deren Tang. singuläre Linien 
206. Spezialformen d. Fl. 208 Anm. 

Kurven n-ter O., eine charakt. Eigen- 
schaft XXVII, 461, 837. 

Kurvenkongruenz XI, 119. Je oo! 
Kurven bilden eine Fl., auf der sie 
Krümmungslinien XII, 182 Anm., 708, 
2. 13—16. 

Kurvenkomplex XI, 110f., bestimmt 
e. Mongesche Gl. ebd. Die Fl., d. in 
jedem Punkte e. Komplexk. minde- 
stens dreipkt. berühren, erf.e.p. Diffgl. 
2.0. 113, von der die zu der Monge- 


schen Gl. geh. p. D. 1.0. das einzige 


sing. Integral 113—115. 


Länge. Kurven v. d. L. Null s. Minimal- 
kurven. 

Legendresche Trf. ersetzt d. Punkt- 
koord. deh. Ebenenkoord. XI, 121, 
682, 795; Vorw. 8. X. 

Lineare Trff. i. d. Ebene XIV, 2331. 

Linienfläche 2. Gr. Ihre Generatrizen 
I, 9; III, 22f., ihre Tangentialebenen 
32.— L. 4. O. mit C, als Doppelkurve 
34f., 2n-ter O. mit CO, als n-facher 
35. — L. 3.0. u. Kl. als Ausart. d. 
Steinerschen Fl. XX, 329, 792. — Vgl. 
Hpttgk., Cayleysche Linienfl. 

Liniengeometrie u. Kugelg. XI, 106, 
135. 

Linienkomplex. I. Linearer L. Seine 
Kongruenzen XI, 134 Anm., XII, 208. 
Zerlegung des l. L. in Kongruenzen 


209. Best. der Kurven, d. v. den Ge- 
raden einer Kongr. eines lin. L. um- 
hüllt werden XI, 134. Die lin. L. dch. 
4 Kanten eines Tetr. VI, 85, 657. — 
Zu dem ]. L. gehört ein Winkelbegr. 
XII, 208, Anm. 2, 733f. — Kleins 
6 Fundamentalkomplexe 2, =0,..., 
& = 0 XLH, 210, und ihre Ausartung 
XI, 139, 690, 2. 23—26. — Vgl. In- 
variante, Involution. 

II. L. zweiten Grades IV, 33. Ein I- 
Kschn., dessen Nullstr. e. C,, best. e. 
Abbild. d. Nullpunkte auf d. Geraden 
eines L. 2. Gr. 46. Andre Definitionen 
des L. 47, 48, 49. Geradlin. Fl. 2. Gr. 
u. Kongr. 1. Gr. des L.48f. Der L. be- 
steht aus den Kongr. solcher I- 
Punkte, die e. S-Kurve auf e. I-Ger. 
bilden 47, 610. Er ist best. dceh. e. 
Tetr. u. e. Gerade 48, 610f.; er ist d. 
tetraedrale L. 611. Best. dch. Kongr. 
1. Gr., deren Direktrizen an gew. Be- 
dingungen gebunden sind 49, 611, dh. 
d. Chorden einer veränd. Kurve C/ 53. 
Der tetraedr. L. V, 68, 637; VI, 83, 85, 
655 f., 658. Der L.der Minimalgeraden 
VIII, 90; IX, 94; XI, 131f. Die L. 
BIN. 0 ou. are Singulari- 
tätenfl. XII, 194-199, 715—717. 
Der allg. L.2. Gr. 200—205. Konfokale 
L. 2. Gr. 195, 200—208, 718—729. — 
L. 2. Gr. mit 16 Konst. 197, 200, mit 
17, 18, 19 Konst. 166 f. 


III. Allgemeines. Studium des Rau- 
mes i. B. auf e. L.'XI, 110. Zwei BR, 
so auf ein. bezogen, daß immer den 
Punkten des einen im andern d. Ger. 
eines L. entspr. 127—131, 684f. — 
L., d. aus d. Tang. e. Fl. od. d. Se- 
kanten e. Kurve besteht 117. — Jeder 
L. best. e. part. Diffgl. 1. O., auf deren 
Integralfl. d. Hpttgk. von Komplex- 
geraden umhüllt werden 116; XII, 
155—157. Die Diffgl. ist überführbar 
in eine vom 2. Gr. XI, 124. Abbild. d. 
Geraden eines L. auf den Punktraum 
XII, 161. — L., der inf. pro). Trff. 
gestattet 164—167.— L. umhüllt von 
oo! linearen L. 180f. — Algebr. L. mit 
algebr. Hpttgk. XIII, 226. — I 
dessen Gerade e. unendlich ferne 
Kurve schneiden XVII, 288. Vgl. 
Diffgl., Hpttgk., Kugelkomplex. 


Kugelkongruenz bis Multiplikator 


Linienkongruenz. Jede L. best. e. 
part. Diffgl. 1. O., deren geradl. Cha- 
rakt. Hpttang. a. d. Integralfl. XII, 
155, 157. Abbildung einer L. im 
Kugelraume XI, 134. — Vgl. I-Punkt, 
Linienkompl., lin. 

Linienkoordinaten, nichthomogene, 
die Kugelkoord. X, Y, Z,H XI, 139. 
Die 6 Kleinschen homog. L. XI, 139; 
XI, 210. 

Liouvillesches Bogenelement XXIV, 
360. — Vgl. Minimalfl. 

Logarithmische Trf. VII, 87, 662; 
XXV, 425. Ähnliche Trff. 427, 823. 

Loxodrome VI, 79f. 


Mannigfaltigkeit, n—.1)-fach aus- 
gedehnte (M,„_,) im R„ XIII, 215. 
Zwei M,„_, schneiden ein. orthog. 216. 

—M,_ı, d. einem Orthogonalsyst. an- 
gehören kann 220, 737. 

Minimalfläche, erzeugt durch Trans- 
lation von Minimalkurven VII, 86; 
XVII, 288f., abgeleitet aus zwei Mini- 
malkurven XXI, 334f.; erzeugt dch. 
Gleiten e. Mfl. auf einer andern VII, 
87, 660—662; XXII, 346. Beziehung 
zu dem tetraedr. Komplexe VII, 87. — 
Reelle M. XVII, 291—293. Algebr. M. 
293—296; XVIIIL, 319. — Best. d. 
Ordn. 296—303, 783f. Der Asym- 
ptotenkegel 303; Best. d. Klasse 305 
bis 310. M. geg. Kl. u. OÖ. 313—318, 
785f. Doppelfl. XVIII, 319. Sätze üb. 
algebr. M. XIX, 322. Die M. dch. e. 
geg. Streifen v. Flächenel. XXI, 331. 
Algebr. M. mit ebener geod. Kurve 
331, m. ebener Krümmungsl. 332f. 
M., d. ein. Zylinder nach e. nicht eb. 
geod. Kurve berührt 333. Biegungsfl. 
einer M., insbes. d. Bonnetsche 333, 
338, 795 f. — (Algebr.) M., d. d. Evo- 
lute (s. d.) einer (algebr.) Raumk. 
längs der Krümmungsmittelp. be- 
rührt 334f., 797; XXII, 341. Die 
Bonnetsche Biegungsfl. berührt ein. 
Kegel 342. — In d. Evol. e. alg. 
Raumk. können 00® algebr. M. ein- 
geschrieben werden XXIII, 352. — 
Zu jeder algebr. M. gehören oo? solche 
algebr. Evoluten XXI, 335. — Jede 
M. berührt 00? Devel. nach geod. Fuß- 
punktkurven d. Rückkehrkante 335f., 


853 


798—801. Algebr. Devel., in d. oo® 
(00?) algebr. M. eingeschr. 336. — Alg. 
M. mit reeller ebener geod. Kurve 336 
bis 338. — Best. aller algebr. M., die 
in e. alg. Kegel eingeschr. XXII, 
343—346. In e. alg. Zylind. kann man 
nur dann alg. M. einschr., wenn sein 
senkr. Querschnitt Evolute e. alg. 
Kurve 787, 348, 353, 805—807. — 
Aus einer in e. alg. Dev. eingeschr. 
alg. M. 00° XXII, 346—348; XXIII, 
349—352. Fall, wo eine alg. M. ein- 
geschr. werden kann 352, 807f. Best. 
d. Minimalkurven einer um e. alg. 
M. umgeschr. Devel. 353—356, 808f. 
— M., deren geod. Kurven e. konf. inf. 
Trf. gest. XXIV,368Anm.,812;XXVI, 
448 Anm.; XXVlIa, 449, 830f. M., die 
i. b. auf oo! Kschn. einer Ebene M. 
sind XXV, 415—425, 819—822. D. 
sphär. Bild. d. Hpttgk. konfok. sphär. 
Kschn. 425—427, 823. Es geht nicht 
i. b. auf oo! Kschn. in versch. Ebenen 
427—429, 824f. M. erzeugt dch. 
Transl. e. eb. Kurve 429—433, 8257. ; 
dch. Transl. e. gewund. Kurve 433-438, 
826—828. — M., deren Bogenel. d. 
Liouvillesche Form hat XXVI, 440 
bis 448, 828f. Alle auf Rotationsfl. 
abwick. M. 448 Anm., 829. — Alg. 
M.,d.ine. geg. Fl. eingeschr. XXX, 
493, 843f. — Die Diffgl. d.M. trans- 
formiert dch. B. T. 780. — Vgl. Be- 
rührungstrf. 

Minimalkurven XI, 132, 685. Ihre 
Devel. enth. den Kugelkreis XVII, 
307, wenn sie ihn bloß einfach enth. 
310—313, 785. 

Moment zweier Geraden XII, 210. 

Monge-Amperesche part. D. 2. O., 
behält b. allen B. T. ihre Form XI, 
127, 683. — Allg. 1. Integrale XII, 
172; wenn nur eine Schar von Char. 
175 Anm., 704. — Satz üb. d. Char. 
eines partik. 1. Integrals 173, 702f. 

Mongesche Gl., der e. Kurvenkompl. 
genügt XI, 111, best. 00% Kurven- 
kompl. ebd., best. e. part. D. 1. O. 112. 
Schnittbed. f. zwei unendl. ben. Kur- 
ven eines Kurvenkompl. 118, 680. 

Mongescher Kegel XI, 112; 722. 

Multiplikator der Diffgl. der geod. 
Kurven XXIV, 361, 378, 813. 
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Neigung, Linien größter N. I, 4, 6; III, 
15,19. 

Normalkonfiguration einer M,„_, im 
R,„: XII, 216. 

Nullachse III, 31. 

Nullebene III, 31. 

Nullgerade einer I-Geraden, ihre Gl. 
I, 4; III, 16. Die N. der I- Geraden 
a RED EHRE 

Nullpunkt I, 3; III, 14. Nullpunkt- 
hyperboloide b. einer Homographie 
I, 10, 557f.; III, 24. 

Nullstreifen einer I-Kurve I, 4; III, 
15, als Schnitt zweier Zylinder III, 18, 
561f. — Vgl. I- Kegelschnitt. 


Ordnung s. Minimalfläche. 

Orthogonale Kurvenscharen auf e. 
Kugelfl. best. durch e. D5, XII, 177; 
sie enth. e. Schar v. Kreisen 179, zwei 
Scharen v. Kr. 180, 707. 

Orthogonale Richtungen im R, XIII, 
216. 

Orthogonale Trf. im R, XIII, 217, 
als Dir. (BET) u RB, 4 2215.,.:0897. 
Dabei gehen Hauptkonfig. in H. über 
223. 

Orthogonalsystem, _ irreduktibles, 
eingeschr. in e. imag. Devel. XII, 195, 
209. Das Jacobische O. im R, XIII, 
226; XV, 269. Das von Darboux, 
Moutard XII 203, 207; XIII, 228. — 
Ableit. neuer OÖ. XII, 209, Anm. 2. —- 
Darbouxs Verfahren XII, 209; XIII, 
228, 743; XV, 2617 AV1L 271,203. — 
O. im R,„: XIII, 218f., 736. Gruppie- 
rung der Hauptkonf. 218—220, 736f. 
— M„-ı, d. e. O. angeh. kann 220, 
737. — Zwei M,„ eines O. im R,,ı best. 
im R, oo"! Kugeln, deren Envelop- 
pengeb. angebbare Hptkonf. hat u. e. 
O. angeh. kann 223f., 740—742. — 
Entsprech. in jedem Raume kleinerer 
Dim. 225. Aus zwei Mann. m. gemeins. 
sphär. Bilde erhält man ebensolche 
XV. 267, 7485 AN; 238 Ann, 
Kennt man v. oo! Kugeln des R,, die 
senkr. Trajekt., so liefert jedes O. des 
R,„_ı ein O. des R„ XV, 267, 747f., 
270. — Aus einem O. in R, erhält man 
O. im Ry (N Sn) XVI, 274. — An- 
wendung auf e. O. des R, und des 
R,„+1 275, 278, 760—764. — Inf. Trf., 
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d. e. Fl. in e. unendl. ben. überführt, 
d. dems. O. angehören kann 282, 
774f. Jede Schar v. Fl., bei der 2 un- 
endlich ben. einem O. angeh. können, 
liefert Flächenscharen, die O. angeh. 
können 283—285, 776f. 


Paralleltransformation XI, 
inf. P. XVI, 282. 

Pascalscher Satz für ein Paar von 
I-Geraden III, 32, 573. 

Periodische Integralfl. XVII, 286, 295. 

Plangeometrischer Satz als beson- 
derer Fall eines stereom. Doppelsatzes 
I, 7, 556; III, 20. 

Plückersche Komplexfläche IV, 49; 
V, 73; VII, 86; VIII, 91. — Ihre 
Hpttek. XI, 145. — Pl. Reziprozität 
Xx1. 1071. 

Plückersche Sechsecksätze III, 29, 
566 f., 32, 573. 

Pol s. I- Kegelschn. — P. einer Eb. i. b. 
auf einen Kschn. XX, 323. 

Polare s. I- Kegelschn. 

Polarfläche s. Evolute. 

Poncelet-Gergonnesche 
tät XI, 106f. 

Positive Rotation I, 3; III, 14. 

p-reziprok V, 71. 

p-Transformation V, 71, 639. 

Punkt als Komplexkurve V, 70, 638; 
als W-Kurve XIV, 239, 247; als Mini- 
malfl. XXI, 347. 

Punktkugeln XI, 132; XII, 191, 692. 

Punkttransformation XI, 125. 


r 


147; 


Reziprozi- 


Raum. Geom. eines R. von 4 Dimens. 
XI, 110. — R, von n Dimens. XIII, 
215. — R,„ mit n-+ 2 hom. Koord. u. 
der Relation 22? = 0 227. XV, 269. 

Raumkurve 3. O. auf e. Nullpunkt- 
hyperboloide einer Homographie I, 
10£.; III, 25.— R. C, IV, 34. — R,, 
die unendl. viele lin. Trff. gestatten 
VI,78. Ausnahmestellung der R.3.0. 
ebd. Anm. 

Reduktibler Teil einer Brennfläche 
XI, 119, 680, Z. 3—1 v. u., 145; XII, 
194. 

Reellensemble von I-Tangenten eines 
I-Kschn. IV, 35, 39; bestimmt dch. 3 
belieb. I-Tang. 36. Im allg. e. Linien- 
fläche 4. Gr. mit C, als Doppelkurve 


Neigung bis Strahlenkoordinaten 


36. Besondere Fälle ebd., 575}. — 
Jedes Syst. v. Erzeug. einer Linienfl. 
2. Gr. ein R. 36. 
Regelfläche als Integral eines Linien- 
komplexes 2. Gr. XII, 203. 
*Reißscher Satz 837. 
Repräsentationen, verschiedene für 
d. I-Punkte u. I- Geraden II, 13; III, 
26—28, 30—832, 570-573. 
Reyescher Komplex s. Tetraedraler. 
Reziproke Kurven bei der Poncelet- 
Gergonneschen Rez. XI, 107. — 
Trf. dch. rez. Radien 149. 


Reziprozität, die Poncelet-Ger- 
gonnesche in der Ebene XI, 106f.; 
Plückers Verallgem. 107f. — Über- 
tragung auf d. Raum IX, 93; XI, 108. 
— R., bei der den Punkten Kurven 
entsprechen IX, 93; XI, 117£f. In je- 
dem Raume e. Kurvenkomplex, e. 
Mongesche Gl. u. e. part. Diffgl. 1.0. 
IX, 93£., XI, 110-124. R. zwischen 
den Kurven beider Räume 118f. — 
Die R. als Zuordn. zwischen d. elem. 
Komplexricht. beider Räume 119, zw. 
d. Flächenel. 120, 680-682. Die R. 
angewandt auf Flächen 119f., auf 
Kurven 120f., auf Trf. part. Diffgl. 
1.0. 121—124. — Die p. Diffgl., d. 
zu den Kurvenkompl. gehören, sind 
reziprok, ebenso ihre char. Kurven 
122f. Ausnahmen XII, 157f. — R. 
best. dch. bilin. Gl., beide Kurven- 
kompl. sind Linienkompl. XI, 127 bis 
129. — Versuch, zu beweisen, daß das 
die allgem. Trf. ist, bei der beide 
Kurvenkompl. Linienkompl.129—131, 
6847. — Vgl. Geradenkugeltrf. 

Richtung im R, XIII, 216. 

Rollen einer Komplexkurve auf e. and. 
V, 70. — Flächen erzeugt dch. R. 
einer Komplexk. auf einer Komplex- 
ger. 72. Die Tangentenkongr. der rol- 
lenden Komplexk. 72. 

r-reziprok V, 72. 

r-Transformation V, 71f., als Ver- 
wandtschaft der I-Polaren 72 Anm., 
639—641. Die Trf. als Abbildung des 
tetr. Komplexes auf den Punktr. 76, 
Transf. von Kurven u. Flächen 76f. — 
Wie sie d. Kurvengattungen ver- 
tauscht 6447. 
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Scherksche Minimalfläche XXV, 421, 
433; XXVa, 438f.; XXVIIa, 467, 
820, 827. 

Schlüssel II, 13, 560. 

Schnittpunkte, die unendlich fernen 
einer ebenen Kurve mit einer andern, 
auf die alle Translat. ausgeführt wer- 
den XVII, 299—302, 782—784. 

Schraubenflächen VI, 80, als Mini- 
malfl. XVII, 296; XXV, 423; 822. 

Schraubenlinie VI, 80; XIV, 230. 

Semblablitätstrf. — Ähnlichkeitstrf. 
XII, 195. 

Simultanes System, Integration ein. 
s. S. XVI, 283, 776f. 

Singuläre Linien eines Linienkompl. 
sind Hpttgk. des Kompl. XI, 117, 
679f., 726. 

Singuläres Integral der p. Diffgl. 1. O., 
d. dch. e. Kurvenkongruenz bestimmt 
ist XI, 119, 680, Z2.7—4 v. u., 862; 
einer p. D. 2. O. 113. 

Singularitätenfläche eines Linien- 
komplexes VIII, 91; X, 97.— S. eines 
Kompl., der e. lin. inf. Trf. gest. XII, 
194; eines Kompl. F(X, Y,Z)=0 
194; wenn F=0 eine Linienfl. ebd.; 
wenn F = 0 eine FI. 2. Gr. 195—199, 
715—717. — Gemeins. $. von ool 
Kompl. X, 97; XII, 195. 

S-Kurve auf d. gestreiften Fl. eines 
I-Kegelschn. III, 23, 3bah: IV 3 
S-K. von Punkten gleichen Gewichts 
eine CO; od. e. Kschn. 37. Wann lauter 
Nullpunkte 564f. — S-K. eines I- 
Kschn. 60. — I-Punkt, d. eine S-K. 
auf e. I-Ger. beschreibt 47, 610. 

Sphärische Abbildung XII, 185, 709. 
— Zwei Mann. m. dems. sph. Bilde 
liefern ebensolche XV, 267, 748; XVI, 
278 Anm. Vgl. Fläche, Minimalfl. 

Spirale, logar. XIV, 232, 240, 260. 

Spiralflächen XXIV, 368, 811; solche 
mit mehr. konf. inf. Trf. 384. 

Stationäre Tangenten XI, 133. 

Steinersche Fl. VI, 83; Ihre Hpttgk. 
XI, 145, 647. — Ihre Gl. u. Kschn. 
XX, 325. Ort d. Pole einer Ebene i. b. 
auf die Kschn. 326f., 790-—793. — 
Besondere Fälle 328f., 791f. — Vgl. 
Cayleysche Fl. 

Strahlenkoordinaten der Nullger. 
e. I-Ger. I, 4. 
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Streifen, Punkte gleichen Gewichtes 
I, 4; III, 15. Vgl. I- Gerade, I- Kurve. 

Surfaces V: VI, 79; s. W-Flächen. 

System von Kurven od. Fl. VI, 80f. — 
Korresp., d.d. Syst. unter einander ver- 
tauscht 82. — In der Ebene XIV, 237. 


Tangentialkomplex, linearer eines 
Kugelkompl. XII, 165. 

Tangentialmannigfaltigkeit,ebene 
einer M„_ı des R„ XIII, 216. 

Terminologie I, 5; III, 16. 

Tetraeder. Die lin. Trf. eines T. zurück- 
geführt auf die Translationen VI, 80. 
— Flächen mit mehr. Kurvenscharen, 
d. homogr. verwandt i. b. a. ein T. 
XXVII, 464. 

Tetraedraler Komplex V, 68; XI, 
128. — Inv. b. einer dreigl. Gr. V, 68£., 
637. — Reziproke Trff. des Kompl!. 69. 
Der K. definiert deh. d. Komplex- 


kurven einer Gattung 69. — Abbil- 
dung des K. auf d. Punktraum 76. — 
Die Kongruenzen des K. 76. — Be- 


ziehung der von Komplexkurven er- 
zeugten Flächen zu den Minimalfl. 
V11, 87,662. — Vgl. Anharm. Korresp. 
g-, p- und r-Trf. 
Tetraedralsymmetrische Kurven V, 
75. Flächen mit versch. Scharen sol- 
cher Kurven 75, XXVII, 465. — 
Tedr. Flächen u. ihre Hpttgk. V, 76; 
XXVII, 465; 647. 
Tissotscher Satz XXIX, 487, 842. 
Trajektorien der Charakt. auf d. 
Integralfl. einer p. D. 1. O. XII, 155, 
696. — Diffgl. d. Tr. einer D,, 169. — 
Die senkr. Tr. einer Kugelschar des 
BR, XV, 267, 747f:; XVL 281, Ihre 
Best. zurückgef. auf die aller M,_, des 
R„-ı, die oo! Kugeln unter konst. 
Winkeln schneiden 281, 765—774. 
Trajektorienkreis einer Kugel eines 
Kugelkompl. XII, 169, 754. 
Trajektorienkurve eines Kugelkom- 
plexes auf einer belieb. Ebene od. 
Kugel XII, 170f. | 
Transformation s. Geradenkugeltrf., 
Berührungstrf., konforme Trf. 
Transformationsgruppe s. Gruppe. 
Translationen, d. Gruppe der Tr. 
VI, 80. 
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Translationsflächen. Der Name 
XXVIIa, 466, 840. — Fläche erzeugt 
dch. Transl. e. Komplexkurve XVII, 
289. Die Fl. auch erz. dch. Transl. 
einer zweiten K. ebd.; XXVII, 450. 
Die beiden Kurvenscharen auf d. Fl. 
sind konjugiert 450, 831f. Part. D. 
2. O., der die Flächen genügen 832. — 
Die Diffgl., denen alle Tr. genügen 
839. — Trfl. mit vier Erzeug. erfüllen 
2 p. D. 2. O. 451. — Flächen in zwei 
Weisen erz.dch. Transl.ebener Kurven 
452 —457, 833—835. — Unendl. viele 
Translationserz. 453 Anm., 464 Anm. 
— Fl. in mehreren Weisen erz. deh. 
Transl. gewund. Kurven 458—-462, 
836—838. — Alle möglichen Fälle 462 
bis 464, 838. — Übertrag. auf d. R, 
465f., 831. — Vgl. Minimalflächen. 


Unendlich kleine Iın. Trf. XIV, 235. 
UnendlichkeitsgeradelimR, IV,55. 


*Verein von Elementen 650. Die 005 
Elemente des R, zerlegt in 00° Ver- 
eine von je 00°: 650, 861f. 

*Vereinigte Lage unendl. ben. Elem. 
650. 

Vertauschbare Trff. XIV, 235. 

Verwandtschaften (Korreponden- 
zen), bei denen W-Kurven desselben 
Systems in ebensolche übergehen XIV, 
248—251, 745f. Herstell. von V. durch 
Zuordnung von Punkt u. Kurve 253%. 
— Analyt. Beweis, daß System in 
Syst. überg. 253f. „—- Zuordn. von 
Kurve zu Kurve nichts Neues 255f. — 
Besondere Fälle von V. 256—260. 


Wellenfläche VII, 86; VIII, 91. Ihre 
Hpttgk. XI, 145. 

W-Flächen, jede enth. o0® W-Kurven 
VI, 79. — Sie gest. oo? vert. lin. Trff. 
ebd. — Ihre Eigensch. 85. — W-Fl. 
als gemeinsame Integralfl. zweier 
Linienkompl. 2. Gr., d. e. Tetr. zur 
gemeins. Singularitätenfl. h. XII, 202. 

Willkürlichkeiten s. Cartesische 
Geom. 

Winkelbegriff im Raume eines lin. 
Kompl. XII, 208, 733f. 

W-Kurven (Courbes V). Im Raume, 
sie gest. oo! vert. lin. Trff. VI, 79. 
Beispiele 79f. Eigenschaften 84f. — 
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Die W-K. auf einer Fl. 2. Gr. dch. 
4 Tetraederkanten 85.— W-K. in der 
Ebene. XIV, 236. Integralk. einer 
Diffgl. 237. — Die versch. W-K. 239. 
Eigenschaften 241—243. — Jede 
W-K. geht bei oo? Trff. in W-K. dess. 
Systems über 248. 

*W-Vereine 654656, 6587. 


Zentraflächen zweier Fl., d. ein. in 


n-ter O. längs e. Krümmungsl. be- 
rühren XII, 160. — Die Z. der Inte- 
gralflächen einer p. D. n-ter O., deren 
Char. des einen Syst. Krümmungsl. 
160. — Zwei konfok. Fl. 2. Gr. als 
2. 201. 


Zentrum der Kongr. eines I-Punktes 
5 8; 18, 17: 

Zyklide, Fläche 4. O., die d. Kugelkreis 
doppelt enthält, ihre Krümmungsl. 
VIII, 91; X, 104. — Bei der Geraden- 
kugeltrf. das Bild einer Fl. 2. Gr. XI, 
139f. — Z. ausgeartet i. ein. Kreis, 
wenn eine Schar von Erz. d. Fl. 2. Gr. 
dem lin. Kompl. in r angehört 140, 
691. — Die Krümmungsk. der Z. 144. 
— Zusammenh. der Z. mit der Kum- 
merschen Fl. XII, 206. — Sie ist auf 
5 Arten Envel. von oo? Kugeln 206. 
Ihre Kurven v.d. Länge Null 206. — 
Die Punkte der Fl. ordnen sich in 
Systeme von je 16: 208. 
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Druckfehler, Berichtigungen und Zusätze, 


.22, 2.7 v.u. fehlt der Punkt. 

.32, 2.13 v. u. hätte „‚Generatrix‘‘ gesetzt werden sollen. 

.38, 2.5 lies: Geraden. 

.69, Z. 4 lies: kein gegenseitiges. Vgl. S. 637, Z.5—10. 

. 71, Z. 20 lies: p-Transformation. 

. 75, 2.2 u.76, Z. 4 lies: symetriques. 

.94, 2.8 v.u. ist ‚bei‘ zu tilgen. 

-106, 2.4. veu. les: 18741. 

.203, 2.16 v. u. hätte ‚‚den‘“ weggelassen werden sollen. Y2l 2.209 
2.17—15 v.u. 

.266, Z.2 v. u. lies: 1867—68. 

. 268, 2. 4 lies: man 002. Vgl. 8.748, 2.2,1v.u. 

.273, 2.8 v.u. lies: [dagegen]. Vgl. S. 759, Z. 13f. 

. 281, 2.4 lies: M„_, derselben. Vgl. S. 765, Z. 14f. 

. 284, 2.18, 19 lies: ‚‚o05, welche“ und: „nur 10. Vel8.772, 27,6%, 
.312, Z.12 hätte links der Faktor 2m hinzugefügt werden sollen. Vgl. 
S. 785, 2. 19f. 

5.288, 2.9 v.u. lies: Developpablen. 

S. 321 im Kopfe lies: „Doppelflächen. — Klasse.“ 

S. 373, 2.5 v.u. fehlt das Komma. 

5.399, Z.9,4 v.u. hätte für „gestatten“ und „gestattet‘‘ gesetzt werden 
sollen: „‚besitzen‘‘ und „besitzt“. 

S. 401, Z. 12 ersetze; durch, . 

S. 404, 2. 6 lies: 6: ve 2,80,21 30.037.729 

8.423, 2.13 v.u. lies: zVo= 7. 

S. 452, 2.9 v.u. lies: — YIX- X +M—X)X'). 

S. 622, 2.18 v. u. lies: Q,,0;. 

S. 650, 2.8—5 v.u., 651, 2.1,2 v.o., Z2.7—4 v.u. Lie berief sich allerdings, 
wenn er die Unabhängigkeit der Funktionen ®,,0,,®,, A,:As, A,: A, beweisen 
wollte, auf die allgemeine Theorie des Pfaffschen Problems, vgl. z. B. Bd. III der 
Ausgabe, Abhandlung IX, $.99f. Es unterliegt jedoch keinem Zweifel, daß er 
diese Unabhängigkeit ursprünglich unmittelbar durch synthetische Betrachtungen 
erkannt hat, ohne die Theorie des Pfaffschen Problems zu benutzen. Er scheute 
sich nur, seine ursprünglichen Betrachtungen auseinanderzusetzen, weil er fürchtete, 
nicht verstanden zu werden. Er wird sich die Sache ungefähr folgendermaßen ge- 
dacht haben. Es sei (5’), S. 650 eine Schar von 008 Vereinen, a; ein Verein von all- 
gemeiner Lage in dieser Schar, und 20, ++, g0 ein Element von allgemeiner Lage 
in diesem Vereine. Dann gehört jedes Element z,...,q in einer gewissen Um- 
gebung von &%,,...,g. einem eindeutig bestimmten Vereine a, in einer gewissen 
Umgebung von a, an. Ist z,...,gein beliebiges Element des Vereins a;, das in 
einer gewissen Umgebung von %9, ++, liegt, so gehört jedes dazu unendlich be- 
nachbarte und damit vereinigt liegende Element £+dz,... einem ganz bestimm- 
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ten Vereine ad 4 da, der Schar (5’) an. Aus der Identität (6) auf S. 650 folgt dann das 
Bestehen der Gleichung: 
1,2,3 j 
(1) DA Y,2,P; dd, 
k 


während x, y, 2, p, q außerdem durch die Gleichungen: 
(2) 9,(2,9,3,P)=% G=1,2,3) 


verknüpft sind. Nun gibt es gerade oo° Elemente + dz,... von der angenom- 
menen Beschaffenheit, und unter diesen gehören oo! dem Vereine a? an, liefern also 
da, = 0. Dagegen wird die Gleichung (1) für jedes dem Vereine a}, angehörige Ele- 
inent z,..., qdurch gerade oo! und nicht mehr Wertsysteme da, : da, : da, befriedigt. 

Wählt man andererseits die da, beliebig und unterwirft x, 9,2, P, 9 den Glei- 
chungen (2), (1), so hat man auf dem Vereine a? einen Verein von oo! Elementen, 
der so beschaffen ist, daß jedes seiner Elemente mit einem unendlich benachbarten 
Elemente des Vereins a® + da, vereinigt liegt. Da (1) für jedes Element z,...,q 
des Vereins at von 00! Wertsystemen da,:da,: da, befriedigt wird, so gehen durch 


jedes Element z,...,q des Vereins a? ebensoviele Vereine von oo! Elementen der 
eben beschriebenen Art. Fügt man daher zu (1), (2) noch eine Gleichung: 
1, 2,3 
(3) DA: (X, 4,2, P, 9a: = V 
k 


“ hinzu, wo die öa, nicht zu den da, proportional sind, so erhält man ein System 
von fünf Gleichungen, das in einer gewissen Umgebung des Elementes 29, - - » Io 
von einem und nur einem Elemente z,...,q befriedigt wird. 

Damit ist die Unabhängigkeit der Funktionen A,: As, A, : As bewiesen. 

9,680, 7.74 v.u. Man ist zunächst geneigt, zu glauben, die Worte: „so 
ist ... nennt“ auf 8.119, Z2.3—1 v.u. sollen einen Tatbestand ausdrücken, der 
schon von früher her bekannt und der von irgendeinem Mathematiker irgendwo aus- 
gesprochen war. Da sich aber schwerlich eine Stelle auffinden läßt, wo das der Fall 
ist, so bleibt nur die Deutung übrig, daß Lie hier eine Bemerkung macht, die er 
selber für neu ansah. Erschwert wird das Verständnis dadurch, daß er von dem 
singulären Integrale einer Differentialgleichung spricht, die er als linear bezeichnet. 
Es handelt sich eben um eine lineare Differentialgleichung, deren Koeffizienten 
mehrdeutige Funktionen sind. Beseitigt man diese Mehrdeutigkeit, so wird die 
Differentialgleichung nicht linear. . 

S, 780, 2. 7ff. Von Gruppe [2] gelangt man zu Gruppe [3] durch die 'Trans- 
formation: 
ey=—l—iy:@tiy), A+y=—2:letW): 
also muß die neue Differentialgleichung die Lösung (x + y') : (2 — y') haben. 

Bd. III, S. 36, 2.21 v.u. sollte „ohnedies‘ in „„überdies‘‘ geändert werden. 

Ebd. 8.506 muß die dritte infinitesimale Transformation in der vierten 
Gruppe so lauten: 2?p + y’q — Axzr. Vgl. 8.504 ebd., Z. 16—12 v. u. 

Ebd. 8. 706, Z. 10—13. Hier hätte noch verwiesen werden sollen auf 
Abhandlung XXXV, S. 492ff. und auf Leipz. Ber. 1892, S, 569f., 572 (d. Ausgabe 
Bd. II, Abh. XII, Schluß von Teil I und Anfang von Teil II). 

Ebd. $. 748, 2. 27—749, Z.2. Vgl. Bd. 1, 8.780. 

Bd. IV, S. 629, 2.15 v. u. lies: Pg—e+k- 

Bd. V, 8.246, Z. 12 lies: „ist klar“. 

Bd. VI, 8.751, 2.5—1 v.u. Vgl. Study, Leipz. Ber. 1897, $. 460f. 

Ebd. 8.772, 2. 24 lies: &,A®. 
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